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The mod 3 cohomology ring of the finite projective general 
linear group of degree 3 

芝浦工業大学・システム理工学部亀子正喜

MASAKI KAMEKO 

COLLEGE OF SYSTEMS ENGINEERING AND SCIENCE, 

SHIBAURA INSTITUTE OF TECHNOLOGY 

今回の RIMS研究集会「有限群のコホモロジー論とその周辺」で "Themod 3 

cohomology ring of the finite projective general linear group of degree 3"という題で

話をさせていただきました．未だにプレプリントの形にまとまっていませんので

研究集会でのスライドを元にアナウンスメントという形で報告させていただきま

す．以下，英語の部分は実際に使用したスライドからのコピーです．これに日本語

で補足説明をつけてゆく形でいきます．

In what follows, English parts are taken from the slides I used in this talk. 

1 Introduction 

1.1. まずは記号と取り上げる有限群，位相空間等の説明からはじめます．

We are interested in the mod£cohomology H* (-) = H* (-; Z /£) of the classifying 

space of 

• GLn(C)-:::::-U(n), 

• GLn(IF心

• PGLn(C) = GLn(C)/Cx -:::::-PU(n) = U(n)/S1, and 

• PGLn(IFq) = GLn(IFq)/IF;, 

Suppose 

• £, p: prime numbers such that (£,p) = 1, 



38

• q is a power of p, and 

• unless otherwise stated, we assume£2l(q -1). 

U(n)はn次のユニタリー群で n次の複素数体上の一般線型群 GLn(C)とホモト

ピー同値になります．分類空間もホモトピー同値になりますからコホモロジーも同

型になります．ですのでコホモロジーの話をしようという時には U(n)も GLn(C)

も同じということになります．代数群としての構造が必要なとき，たとえば複素

数体 Cを有限体恥で罹き換えようという時には U(n)ではなく GLn(C)を考え

る必要があります.U(n)はコンパクト連結リー群ということで有限複体になりま

すのでトポロジーの人間にとっては GLn(C)よりなんとなく馴染みがあります．

1.2. ユニタリー群 U(n)やその分類空間 BU(n)のコホモロジーはよく知られてい

ます.BGLn(IFq)についても上の条件のもとでは以下のような綺麗な結果が知ら

れています．が中心（またはその部分群）で割ったものについては意外にわかっ

ていません．

We want to know 

H*(BPGLn(C)), H*(BPGLn(IFq)) 

and 

H*(CBPU(n)). 

CX is the free loop space of X, i.e. 

£X = { continuous maps S1→ X}. 

一般の nについて調べたいところなのですが，一般の nについての話はとても難

しく今の我々の知識ではとても計算できないように思えます．ですのでまずは小

さな nから始めよう，というところです．ここでいきなり£ を登場させています

がこれは自由ループ空間のことです．

Borelの古典的な結果として

H*(BGLn(C)) = Z/£[z2, Z4, Z6, ... , Z2n] 

がよく知られています.Quillen [Qui72]の結果として有限射影一般線型群につい

ても上の条件のもとでは

H*(BGLn(IFq)) = Z/£[z2,Z4,Z6, ... ,Z2n]RA(z1,z3,z5, ... ,Z2n-1) 

が知られています.p =£ の場合については部分的な結果は知られていますが一

般的な結果はありません．かなり難しい問題かと思います．さらに分類空間の自

由ループ空間についても

H*(CBU(n)) = Z/£[z2べ:4,Z6,,,,, Z2n]RA(z1, Z3, zs,, ・,, Z2n-1) 
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となることは Quillenの計算と同様に Eilenberg-Mooreスペクトル系列を用いる

と計算できます.£BU(n)のコホモロジーの計算は誰の結果と呼べばいいのか私

にはわかりません.folkloreというべきものなのかちゃんと文献があるのかご存

知の方はご教示いただけると幸いです．

1.3. ここで話が飛びますが Todaスペクトル系列 [Tod87]について触れておきま

す.Gを有限群またはコンパクトリー群とします.rを Gの中心の部分群としま

す.rはアーベル群なので BBrを考えることができて通常のファイバー系列

Br→ BG→ B(Gパ）
は

Br→ BG→ B(G/r)→ BBr 
まで延長できます.BBrに分類空間の構成方法から自然に与えることのできる

フィルトレーションを用いて以下のようなスペクトル系列が構成できます．

For 

Br→ BG→ B(G/r)→ BBr, 
there exists a spectral sequence 

Cotorw(Br)(Z/£, H*(BG))⇒ H*(B(G/r)). 

Todaは [Tod87]でこのスペクトル系列を構成し，これを用いて £=2の場合に

H*(BPU(4n + 2))等の計算を行なっています．その計算を見るとこのスペクトル

系列はコンパクトリー群の分類空間のコホモロジーの計算にかなり使えそうであ

るように思えます．しかし，このスペクトル系列が [Tod87]以外で実際に使われて

いる例はありません．その意味でこの研究の目的の一つはいt:2の場合にもこの

スペクトル系列が分類空間のコホモロジーの計算に有用であることを示すことで

す．その点から £=3の場合の H*(BPGL3(!Fq))の計算がその方向への第一歩とい

うことで重要ということになります．

1.4. その一方で有限射影一般線型群で一番小さい非自明なものは n=2のときの

PGL2(IFq)です．実はこれはこれで重要な研究対象です．一般コホモロジー，例え

ばMoravaK-理論，の計算は興味深い間題です．

n=2のときには mod£ コホモロジーについては以下のような形でよくわかって

います．

For£-/-2, 

PGLz(C)-::::: PU(2) = SU(2)/C2 = S0(3). 

H*(BPGLz(C)) = Z/£[z4], 

H*(BPGL2(IF q)) = Z/£[z4]RA(z3) 

= H*(£BS0(3)). 
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For£= 2, 

H*(BPGL2(C)) = Z/£[w2, w3], 

H*(BPGL2(lFq)) = Z/2[w2, w3] 0△ (x□ 2) 
= Z/2[x1, w2, w3]/(xj + w吋+w坪 1)

= H*(£BS0(3)). 

mod2コホモロジーについて上のように計算できるのは H*(BPGL2(C))が多項式

環になるからです．コホモロジーが多項式環になる場合の自由ループ空間のコホ

モロジーやその類似としての有限シュバレー群のコホモロジーについては，たと

えば Kuribayashi[Kur99], Kishimoto-Kono [KKlO]に一般論があります．

しかし BPGL3(lFq)のmod3コホモロジーは多項式環になりませんので上のよう

にはいきません.BPGL3(lF q)が自由ループ空間のコホモロジーの一般論やその類

似から計算できない一番はじめの例ということになります．

We can compute these cohomologies because H* (BG) is a polynomial algebra. BPGL3 -::::' 

BPU(3), £= 3 is the first non-polynomial case. 

2 Known results 

2.1. 以下£=3, n = 3とし PU(3)'.:::'PGL3(C),PGL3(lFq)の分類空間の mod

3コホモロジーを考えます. Kono-Mimura-Shimada [KMS75]では Rothenberg-

Steenrodスペクトル系列を用いて BPU(3)のmod3コホモロジーが計算されてい

ます.Rothenberg-Steenrodスペクトル系列は

G→ ＊→ BG→ BG 

の一番右の BGに入るフィルトレーションから構成されるスペクトル系列

Cotorが (GJ(Z/£,Z/£)⇒ H*(BG) 

ということもできます.Kono-Yagita [KY93]では PU(3)の極大トーラス Tと極

大な基本アーベル 3ー部分群 A2竺 Z/3x Z/3に対して特性類を計算することに

より

H*(BPGL3(C))→ H*(BT) E9 H*(BA2) 
が単射になることを示しています．これは Adamsの予想 ([KY93])

£>2のとき

H*(BG)→ II H*(BA) 

AEA 

が単射になるここで Aは Gの基本アーベル£一部分群全体の集合．
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が G= PU(3)の場合に成り立っていることを示しています．以上をまとめると

From now on, we assume£= 3 . 

Theorem 2.1 ([KMS75], [KY93]) H*(BPGL3(C)) is isomorphic to 

Z/3[ys,z2,z12] 0 A(y3,y7)/(y3z2,Y1Z2,YsZ2 + y3y7), 

where y3 = Qo(z2), Y7 = Q1 (z2), Ys = QoQ1 (z2). The induced homomorphism 

H*(BPGL3(C))→ H*(BT) 〶 H*(BA2)

is injective where T is a maximal torus and A2 is a maximal non-toral elementary 

abelian subgroup of GL3(C). 

ここで Qi:H勺X)→Hk+2£;-l(X)はMilnor作用素とよばれるコホモロジー作用

素でコホモロジーの元の添え字はコホモロジーの次元を表します．つまり z2は

が ((BPGL3(C))の元， Y3はが((BPGL3(C))の元ということになります．

2.2. BPGL3(IF q))の mod3コホモロジーに関しては Tezuka[Tez02]で q三 4,7

mod 9の場合に H*(BPGL3(IFq))の環構造が決定されています．また対応する自

由ループ空間 £BPU(3)の mod3コホモロジーに関しては Kuribayashi-Mimura-

Nishimoto [KMN06]で H*(£BPU(3))の H*(BPU(3))加群の構造が計算されてい

ます．これらの結果は Rothenberg-Steenrod型のスペクトル系列

Cotorが (G)(Z/£,H*(G))⇒ H*(£BG) 

CotorH*(G)(Z/£, H*(G))⇒ H*(BG(IFq)) 

を用い，これらのスペクトル系列が E2—レベルで退化していることを示すことに

より得られています．これらの結果は Tezuka予想 [Tez98]

H*(BG(IFq)) = H*(£BG) for any integral group scheme G? 

が G= PU(3) qが q三 4,7 mod 9の場合に成り立っていることを示していま

す．この Tezuka予想を q三 0mod 9の場合にも示すことがこの研究のもう一つ

の目的です．

2.3. 上の BPGL3(C)のmod3コホモロジーの計算は Todaスペクトル系列を用い

ても容易にできます．さらに上の計算ではそれほど容易ではないがの像がToda

スペクトル系列を用いると容易に計算できます．

Toda spectral sequence for 

BS1→ BU(3)二 BPU(3)→K(Z, 3) 

collapses at the E2-level. 
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Theorem 2.2 As an algebra over Z/3, H*(BPGL3((C)) is generated by 

z2,z12,y3 = Qo(z2),y1 = Q心），Y8= QoQ心），

H*(BPGL3(C))[y81] = (Z/3[yg,z12]R(yふy7))[ygり，

rp: H*(BPGL3((C))→ H*(BGL3((C)) EB H*(BPGL3((C))[yい］
is injective and, in H*(BPGL3(C))[y8り，

1 
z2 = -(一y3y7)

Y8 

Moreover, z2, z12 are characterized by 

が(z2)= Z2, 
3 3 2 2 

が(zn)= Z4 +定6-平 4・

2.4. しかし，注意すべき点もあります.E2一項の計算が比較的楽になる一方で退化

するかどうかがやや微妙になっていきます．たとえば PU(3)を SU(3)の商群と

みて以下のようなファイバー系列を考えて Todaスペクトル系列を構成すること

はできますがこれは E2—レベルでは退化しません．

Toda spectral sequence for 

B(Z/3)→ BSU(3)→ BPU(3)→ BB(Z/3) 
does not collapse at the E2-level. 

恥=Z/3[y泣 8,Z4] Q9 A(y3). 

必(z4)=土Y2Y3・

3 Results 

3.1. 結果をいくつかに分割した形で述べて報告を終わります． 同様の結果が

£BPU(3)のmod3コホモロジーについても成り立ちます．つまり上の Tezukaの

予想が G= PGL3(島）に対して成り立ちます．

Theorem 3.1 Toda spectral sequence for 

BIF: → BGL3(1Fq)→ BPGL3(1Fq)→ BBIF;, 
that is, 

Cotor H*(BlF{ lZ/3, H*(BGL3(IF)))⇒ H*(BPGL3(1Fq)), 

collapses at the E2-level. 
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Theorem3.2 As an algebra, H*(BPGL3(IF q)) is generated by Y2, y3, Y1, Ys, z1, z2, zs, Z9, z12. 

z1, zs, Z9 are characterized by 

が(z1)=z1,

が(zs)= ZIZ7, Y2Z8 = 0, 

が(z9)= z2z1 + z1zi, 

Qo(zs) = 0, 

Qo(z9) = 0, Y2Z9 -Y3Z8 = -Y3Y8, 

where町=Z2Z5 + Z3Z4・ 

Theorem3.3 

H*(BPGL3(lF q))[y81] = (Z/3[yz, Ys, z12]/(y~+ Yぷz12-y這）RA(y3,Y1))[y8り，

<p: H*(BPGL3(lF q))→ H*(BGL3(lF q)) 〶 H*(BPGL3(lFq))[yい］
is injective. 

Theorem 3.4 In H*(BPGL3(lF q))[yg ]' 

1 
Zl = -(yzy7 + Y知），

Ys 
1 

z2 = -(一y3y7),
Ys 
1 

硲＝ー(y~- y~-y詞），
Ys 
1 

Z9 = -(-yび3-yzy3z12). 
Ys 

Theorem 3.5 The mod 3 cohomology ring is generated by elements above with the 

following 13 relations 

and 

Y2Z2 + Y3ZI = Y2硲 =yz③十Y3Z8= Y2Y7 -Y8Zl = 0, 

Y3Z2 = Y3Z9 = Y7Z2 = Y7ZI + yfr3z1 = Y冗9= 0, 

YsZ2 + Y3Y7 = 0, 

yzzに12+ Y冗8= -yzZI + Y7Y8, 
8 

Y2Z12 + Ys硲＝一Yz+ Y~, 

Y2Y3Z12 + Ys勾 ＝ 一Y沙3・

謝辞：本研究は JSPS科研費 17K05263の助成を受けたものです。



44

References 

[KKlO] D. Kishimoto and A. Kono, On the cohomology of free and twisted loop spaces, J. Pure Appl. 

Algebra 214 (2010), no. 5, 646--653, DOI 10.1016/j.jpaa.2009.07.006. MR2577671 

[KMS75] A. Kono, M. Mimura, and N. Shimada, Cohomology of classifying spaces of certain associative 

H-spaces, J. Math. Kyoto Univ. 15 (1975), no. 3, 607--617, DOI 10.1215/kjm/1250523006. 

[KY93] A. Kono and N. Yagita, Brown-Peterson and ordinary cohomology theories of classifying 

spaces for compact Lie groups, Trans. Amer. Math. Soc. 339 (1993), no. 2, 781-798, DOI 

10.2307/2154298. 

[Kur99] K. Kuribayashi, Module derivations and the adjoint action of a finite loop space, J. Math. 

Kyoto Univ. 39 (1999), no. 1, 67-85, DOI 10.1215/kjm/1250517954. 

[KMN06] K. Kuribayashi, M. Mimura, and T. Nishimoto, Twisted tensor products related to the coho-

mology of the classifying spaces of loop groups, Mem. Amer. Math. Soc.180 (2006), no. 849, 

vi+85, DOI 10.1090/memo/0849. 

[Qui72] D. Quillen, On the cohomology and K -theory of the general linear groups over a finite field, 

Ann. of Math. (2) 96 (1972), 552—586, DOI 10.2307/1970825. 

[Tez98] M. Tezuka, On the cohomology of finite Chevalley groups and free loop spaces of classifying 

spaces, S面ikaisekike却 shoKokyiiroku 1057 (1998), 54-55. Cohomology theory of finite 

groups and related topics (Japanese) (Kyoto, 1998). 

[Tez02] , Cohomology of 3 x 3 finite projective linear groups, S面ikaisekikenkyusho

Kokyiiroku 1251 (2002), 124-129 (Japanese). Cohomology theory of finite groups and re-

lated topics (Japanese) (Kyoto, 2001). 

[Tod87] H. Toda, Cohomology of classifying spaces, Homotopy theory and related topics (Kyoto, 

1984), Adv. Stud. Pure Math., vol. 9, North-Holland, Amsterdam, 1987, pp. 75-108, DOI 

10.2969/aspm/00910075. 




