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概要

本稿は RIMS共同研究（公開型）「有限群のコホモロジー論とその周辺」 (2019年 2月

13日~2月15日）における講演内容の要約と補足である．

以下では Gを有限群， Fを標数p>Oの代数的閉体とする．モジュラー群環FGの各ブ

ロック Bに対し，これに属する通常既約指標の集合をIrr(B)とする.Hethelyi-Kiilshammer 

は次の間題を提起した [2]:

Bが非自明な不足群を持つならば2凶ア=-I::; I Irr(B) Iではないか？

不足群が特別な場合（例えば巡回群）にはこの不等式が確かめられているが，一般的な

解答はまだ得られていない．これは指標の個数に関する間いだが，一方で IIrr(B)Iの値は

ブロックの中心ZBのE次元と一致するので，上の式を Bの環構造についての予想と解

釈することができる．本研究ではこの視点に立ち， ZBの性質を明らかにしたい．本稿で

は特に ZBのLoewy列の長さに関する結果を述べる．これまでの研究 [6,7, 8, 10]では，

この値の上限が与えられているが，今回は新たに下限を示す．

Masckheの定理と不足群

ここでは Gの部分群と FG,およびBの関係性を述べ，ブロックの不足群を定義する．

以下， HをGの部分群， AE {FG,B}とする．

Aは自然な作用で F几加群となるので，全射な両側Aー準同型写像

仰： A⑭FHA→ A, a@(3→ af3 

が定義できる．このとき次の 2 条件を満たす G の p—部分群 DA が存在する．

• μDAは分裂する，

• μHが分裂するならばDAさaH.

すなわち DAはμHが分裂する中で共役の差を除いて最小の部分群である．このp-群

について次の事実が知られている．
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定理 1.記号は前と同様とする．

(1) A=FGのとき DAはGのSylowp—部分群である．

(2) Aが半巣純であることと DAが自明な群であることは同値である．したがって FG
が半単純であることは Gの位数がpと素であることが必要十分である (Masckheの
定理）．

以下ではAがブロック Bの場合を考え， p-群DAを単に Dと表す．これをBの不足群

という．上の定理より Bが半単純（したがって特に単純）であることの同値条件は Dが
自明であることである．有限群のモジュラー表現論においては不足群とブロックの関係性
を明らかにすることが璽要な問題として考えられている．例えばBが有限表現型となる
のは Dが巡回群の場合に限ることが知られている ([1]参照）．

ブロックのLoewy列

任意の F多元環Aに対し，その Loewy列の長さを L(A)とする．すなわち

L(A) = min{l E N I (rad A)1 = {O} }. 

本稿の目的は A=ZBについての結果を述べることだが，比較のために A=Bの場合の
研究を紹介する．上と同様， DをBの不足群とする．

定理 2.Dは非自明と仮定し， pd=IDIをその位数， pe= exp(D)を指数， r= rank(D) 
をランクとする．

(1) (Kiilshammer [5])閃 1+1:::;L(B),

(2) (Oppermann [9]) r + 1 :::; 以B),

(3) (Koshitani-Kiilshammer-Sambale [4]) L = L(B)とすると

d:::; じ） {2 logp(L -1) + 1 }, 

(4) (Koshitani [3]) Gがp-可解群のとき d(p-1)十 1:::;L(B). 

上の (3),(4)より L(B)の下限を Dの位数によって与えることができるが，これは中
心ZBとの相違点の 1つである．以降で示すように L(ZB)ではこのような下限を構成す
ることができない．
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ブロックの中心

ここで本稿の主定理であるブロックの中心ZBのLoewy列の長さ L(ZB)に関する結果

を述べる．

定理 3. (主定理 [11])ブロック Bの不足群を Dとする．その中心Z(D)の指数をがと
すると

p ,:-1 
p"+p-2 

p-1 
::; L(ZB). 

主定理より次の 2つが導かれる．

• c -=/ 0, 1のときは 2凶戸丁<L(ZB)::; IIrr(B)I, 

• Dが非自明な可換群ならばKiilshammerの不等式（定理2)はpe-i+ 1::; L(ZB)::; 
L(B)と精密化できる．

また次の2点を注意したい．

• ブロック Bが不足群

D=〈x,ylxPd-1=炉 =1, y―lxy = xl+Pd-2〉, d~4 

を持つとする．よく知られているように Dの指数はpd-I,Z(D) =〈呼〉である．こ
のとき Kiilshammer-Sambale[7]より L(ZB)さpd-2が成り立つ．したがって一般に

は主定理において「Z(D)の指数」を「Dの指数」に附き換えることはできない．

• 整数a~l に対し

G = { [~ 『]; u E lF;, v E lFq} 
（ただし q=pりとすると FGは直既約で，したがってそれ自身がブロックである．
この不足群は Sylowp-部分群に一致し，位数ザの初等可換群（つまり E=lの場合）
である．このとき aの値に依らず常に L(ZB)= 2が成り立つ．よって一般には D
の位数を用いて L(ZB)の下限を与えることはできない．
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