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1はじめに

ブロック・イデアルのソース多元環の加群構造

Sasaki, Hiroki 

佐々木洋城

Shinshu University, Faculty of Education 

信州大学教育学部

以下， Kを標数 p> 0の代数的閉体とする.Gを有限群とし，その位数はKの標数pで割

りきれるものとする．

目的は群環 kGのプロック・イデアルの source多元環の加群構造を考察することである．

Sasaki [10]で得られた定理の改良を報告する．

ブロック・イデアルのコホモロジ一環がそのブロック・イデアルの source多元環から定め

られる defect群のコホモロジ一環の写像の像として表すことができると予想している．この

度，新たに defect群が wreathed2-group 

(a1, a2, t I a/"= a/"= t2 = 1, a匹 =a四 1,ta1t=a2},n;;::2

であるブロック・イデアルについて結論が得られた．

2 source多元環の加群構造

以下， bをkGのブロック・イデアルとし， Pをその defect群とする.bを直既約k[Gx G]-

加群とみるとき△(P) = { (u, u) I u E P}はbのvertexである．そこで， bのk[Gx P]-

加群としての直既約直和因子で△(P)をvertexとしてもつものがある．それを bのsource

加群とよぶ. source加群は炉={ w E b I uw = w Vu E P}に属する原始的べき等元 iを

用いて kGiと表される．△(P)がkGiのvertexであることは Brp(i)=/=〇ということであ

る.Brp(i) E kCa(P)は原始的べき等元であるから， kCa(P)のあるブロック・イデアルに

属する．いま， Brp(i)がkCa(P)e(e E Z(kCa(P))はブロックベき等元）に属するとし，

bp = k[PCa(P)]eとおく．このとき， iは(P,bp)に属するという．

(P, bp)はSylowb-subpairである．すなわち， bpのGへの Brauer対応が bとなる.Pは

bpのdefect群である．

さて， Endk[GxP](kGi)'.::::'.ikGiをbのsource多元環とよぶ

本研究は科学研究費助成事業（課題番号 15K04777)の助成を受けたものである．．
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定義 2.1(Linckelmann [4])上の記号の下で X=kGiとおくとき

H*(G, b; X) = { t E H*(P, k) I con8 resQ t = resQ t V (Q, bQ) C (P, bp) V g E Na(Q, bQ)} 

をbのコホモロジ一環とよぶ

bのsource多元環 ikGiはk[Px P]加群である．次はブロック・イデアルのコホモロジ一

環の基本定理である．

定理 2.1(Linckelmann [4], Sasaki [9])同じ記号の下で， sE H*(P, k)について

s E H*(G, b; X) {=⇒ 8p(りEHH*(kP)はk[Px P]加群 ikGiについて stable.

ここで， HH*(kP)はkPのHochshildコホモロジ一環であり， 8p: H*(P, k)→ HH*(kP)は

diagonal embeddingである．

ブロック・イデアルのコホモロジ一環の立場から bのsource多元環の k[Px P]加群とし

ての構造を調べたい．次は Puigによるもので，出発点である．

定理 2.2(例えば [12,Theorem 44.3]) ikGiはk[Px P]加群として次のように直和分解さ

れる．

ikGi::::: ④ k[Pv]④ z. 
vE[NG(P,bp)/ PCG(P)] 

ここで， [N瓜P,bp)/PCo(P)]は商集合No(P,bp)/ PCo(P)の（ひとつの）完全代表系を表

し， VE[N瓜P,bp)/ PCo(P)]について k[Pv]のikGiにおける重複度は 1である．また， z
の直既約直和因子はある xE G'--No(P)で生成される k[Px P]加群k[PxP]に同型である．

この定理の Zを調べなければならない．つまり

• どの xE G'--No(P)について k[PxP]はikGiの直和因子に同型か？

• 重複度はいくつか？

を知りたいのである．

上の定理を示すために次の事実が用いられる．

¥/ g E No(P, bp) ヨ佐 EU(bりs.t.gi=8gi =0gi0g_1_ 

この凡はまた次の k[Px P]加群としての同型

屯： g ikGi→ ikGi; erg r+'7g er 

を引き起こす．ここで， 1Jg= 0g -lg i = i 0g -lg E U(ikGi)である．

source多元環 ikGiは写像 t;w;: HH*(kP)→ HH*(kP)を導く. t;w;o8p(H*(P, k)) c 

op(H*(P, k))であるから， t;w;は写像 H*(P,k)→ H*(P, k)を導く．この写像も t;w;と
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表す．

8p 

H*(P, k)一HH*(kP)

t;kG;」Q 」t;kG,
H*(P, k)一HH*(kP)

8p 

いま， k[Px P]加群として，ある 9:"C G "NG(P)を用いて

(*1) ikGi~vE[Nc(P會~PCc(P)]k[Pvも但k[PxP])

と直和分解されるとすると，写像 t;kG;: H*(P, k)→ H*(P, k)は{E H*(P, k)を次のよう

に写像する．

伽：S~L conv S十〉記respnxpconx s, 
VE[Na(P,bp)/ PCa(P)] XE免

定理 2.1はImt;kG; s; H*(G, b; X)であることを意味する．そこで，この写像の像がブロッ

ク・イデアルのコホモロジ一環であると予想している．

予想

Im t;kG; = H*(G, b; X). 

例 2.1Na(P,bp)がsubpairsのfusionを統制する場合は予想が成り立つ．例えば，次の場合

が該当する．

(1) pが Gの正規部分群である．

(2) pが可換である．

(3) pがexponentp互位数 p3のの extraspecialp—群．

(4) pがランク 3以卜の extraspecialp—群 (Stancu [11]) . 

(5) bのhyperfocal subgroupが巡回群である (Watanabe[13, Theorem 3]) 

予想を確認するために具体的例を考察しているが， 目下のところ，

(1)直和分解 (*1)に現れる k[PxP]とその重複度を調べる．

(2)直和因子の k[PxP]が定めるコホモロジ一環の写像 fPxP: S~tr行espnxp conx sを調

べる

という素朴な方法をとっている．

例 2.2以下の場合に予想は正しい．

(l) p = 2でbがtame表現型．

(2) pがexponentp, 位数炉の extraspecialp—群．
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次は ikGiのk[Px P]加群としての直既約直和因子が subpairsのfusionを引き起こすこ

とを示し，重要である．

命題 2.3(例えば Kulshammer,Okuyama and Watanabe [2]) k[PgP]がikGiの直和囚子

に同型であるとする. Q = P8nP, R = Pn gpとお<.(Q,b砂 (R,b砂 C(P, bp)について

8(Q, bQ) = (R, b砂

従って， subpairsのfusionを調べることにより ikGiのk[Px P]加群としての直既約直和

因子の可能性を調べられる．

subpairsのfusionを調べるためには essentialsubpairが有用である．

定義 2.2subpair (T, c)について

(1) (T, c)はself-centralizing(Tはk[TCG(T)]のブロック・イデアル Cのdefect群）であり

(2) NG(T, c)/TCG(T)がstronglyp-embedded proper subgroupをもっ

が成り立つとき， (T,c) は essential であるという．このとき AutT は p—群ではない．

Linckelmann [5]により

定理 2.4ff= { (T, br) c (P, bp) I (T, br)はessential} U { (P, b p) }は conjugationfamilyで

ある．

すなわち， b-subpairs(Q, b砂 (R,加）について刈Q,加） = (R, 加）ならば，遥当な (Fi,bp1), 

(F: 砂 F2),... , (Fm, bpm) E ff (Rj~Fj n Fj+l) と適当な gjE NG(Fj, bp)により con8: 

(Q, 加）→ (R, 加）が cong= con紅 露1と表される：

(Fぃ妬） (F2,bF,) 

／＼／＼／ ＼ 
(Fm-I, bpm-1) (Fm, bpm) 

／＼／＼ 
(Q, bQ)~(R1, bR,)~(Rz, bRz)--------, ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・-------, (Rm-2, bRm-2) i,,j (Rm-1, bRm-1) g;;;-'(R, 加）．

このとき

R,,; 8m…g2R1 n邸…83R2n・ ・ ・n 8mRm-l n Rm 

であることに注意する．特に，写像tr行esRcon8:H*(P,k)→ H*(P, k)が0-写像でなけれ

ば等号が成り立つ．すなわち

R=知・咽2R1n邸…83R2n・ ・ ・n gm Rm-I n Rm. 

ikGiはp置換加群であり， Brauer準同型を用いて ikGiの直和因子を調べることができ

るが，次はそのときの基本となる事実である．
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命題 2.5(0kuyamaandSasaki[7])(T,bT) c (P,bp)をessentialb-subpairとする. j = 

BrT(i) E kCc(T)町とおく．ここで， eTE Z(kCc(T))は切のブロックベき等元である．こ

のとき， k[Tx T]加群として

k[TCc(T)]j :::::: 〶kT
m個

と直和分解され，重複度m=mTはpを法として 1に合同である．

定理 2.6(Okuyama and Sasaki [71) (T, bT) c (P, bp)をessentialとする. M ::(Nc(T, bT) 

をNp(T)Cc(T)を含み， M/TCc(T)< Nc(T,bT)/TCc(T)がstronglyp-embedded proper 

subgroupであるようにとる．このとき，任意のxE Nc(T,bT)"-Mに対してk[PxP]はikGi

の直和囚子に同型であり，重複度は命題 2.5のmTで与えられる．従って， pを法として 1

に合同である．

注意 2.1k[PxP]の重複度はxE Nc(T, bT) "-M のとり方によらずmTで一定なのである．

以前に次の定理が得られていた．

定理 2.7(Sasaki [101) (Q, b砂 (R,bR) C (P, bp)とし， QCp(Q)が加の defect群である

かRCp(R)が加の defect群であると仮定する. g E Gについて g(Q,bQ) = (R, 加）とする．

条件

(NTC) 写像 tg: H*(P, k)→ H*(P, k); I; 曰記resRcon只は0写像でない

が成り立つならば次が成り立つ．

(1) k[PgP]はikGiの直和因子に同型である．

(2) R = P n gpでありかつ g(Q,bQ) = (R, b砂

(3) tpgp = tg, すなわち

tpgp(I;) = trP resR cong I; (I; E H*(P, k)). 

最近の改良を報告する．

定義 2.3P, Q::;; Gをp部分群とする．

xEGが(P,Q)-ICCをみたす←⇒Ve E CG(P戸 Q)P戸 Q= p ncxQ. 
定義

XE Gが(P,Q)-ICCをみたすならばどの cE CG(P n xQ)についても kfP x 01加群とし

てk[PcxQ]竺 k[PxQ]である．また，コホモロジ一環の写像

fPxQ : H*(Q, k)→ H*(P, k); s~trP respr 

が0写像でなければ， xEGは(P,Q)-ICCをみたす．

定理 2.8i E屈 を sourceべき等元とし， Sylowb-subpair (P, bp)にiが属するとする.xEG

は(P,P)-ICCをみたすとする．すなわち，どのcE CG(Pn xp)についても pnxp= pncxp 

が成り立つと仮定する. Q = px n P, R = P n xpとお<. b-subpairs (Q, 加）， (R,加） C 



77

(P, bp) をとる• X(Q, 加） = (R, 加）が成り立っていると仮定する．このとき，さらに，以下

の3つの条件のどれかが成り立てばk[Px P]加群として k[PxP]はbのsource多元環 ikGi

の直和因子に同型である．

(1) QCp(Q)は 加の defect群である．

(2) RCp(R)は加の defect群である．

(3)加はべき零ブロックである．（このとき，加もべき零ブロックである）

注意 2.2(1) k[PxP]がikGiの直和因子に同型ならば， XCQ,bQ) = (R, 加）が成り立つ．

(2)一般には，ある yE Gにより， QCyp(Q)は加の defect群である．

定理 2.9定理2.8において条件 (3)が成り立つとき，すなわち，如がべき零ブロックならば

k[PxP]のikGiの重複度mltyk[PxPi(k[PxP], ikGi)は下記の公式で与えられる．

mityk[PxP](k[PxP], ikGi) 

I Z(R) I 
＝ I Nxp(R) n Np(R)Ca(R) II Cp(R) I 

・I加の defect群 I・(1+nap) 

ここで， noは0以上の整数である．

特に， さらに定理2.8の条件 (1)または (2)が成り立つとき

mltyk[PxP](k[PxP], ikGi)三 1 (mod p). 

3 defect群がwreathed群である 2ーブロック

ブロック・イデアルbのdefect群は wreathed2ー群

P = (a1, a2, t I a/" = ai" = t2 = 1, a匹 =a四 1,ta1t = a2〉,n;;::, 2 

であるとする．

c = a1a2, d = a氾2ー］とおく. Z(P) = (c〉,P'= (d〉である．さらに

とおく．

2•-l 2•-l 2•-l 
X1 = a1 , X2 = a2 , Z = C = X1ゎ，

2•-2 
e=x1t, f =d (=(a匹―

I 2"ー 2
））  

U=(a1,a』,Q = (e, f)(~Qs), V = (e, f, c)(= (x1, t, c〉)， W=〈t,C), 

E=(X1,X2〉,F=〈t,z〉

Kawai and Sasaki [l]で構成した Tt'p:H*(P, k)→ H*(P, k)がsource多元環 ikGiの導く

transfer写像と一致することが確かめられた．（定理 3.13, 系3.14)

P の自己同型群は 2—群であるから， ikGi の直和分解 (*1) は

(*2) 叫：：：：： kPEB G會k[PxP])
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の形である．

Aut U c::: GL(2, 2), Out V c::: GL(2, 2)である．

(P, bp)をSylowb-subpairとする. (U,bu), (V,bv) c (P,bp)をとる．

• Na(U, bu)/Ca(U) c::: GL(2, 2)のとき (U,bu)はessentialである. PCa(U)/Ca(U) < 

Na(U, bu)/Ca(U)はstronglyembeddedである．

• Na(V, bv)/V仰 (V)c::: GL(2, 2)のとき (V,bv)はessentialである.Np(V)C瓜V)/VC瓜V)< 

N瓜V,bv)/VCa(V)はstronglyembeddedである．

そこで，以下では Na(U,bu)/Ca(U) c::: GL(2, 2), N瓜V,bv)/VC瓜V)c::: GL(2, 2)であると

仮定する．このとき， (P,bp)に含まれる essentialsubpairsの集合は

{ (U, bu)} U『(V,bv) I u E P} 

で与えられる．従って，定理2.4の共役族はff={(U,bu)}U『(V,bv)I u E P}U{(P,bp)} 

である．

gu EN瓜U,bu)"-PCa(U)をUの位数 3の自己同型を引き起こすものとし，次のように

作用するものとする．

gu釘 =a2, Kuaz = a1 -1a2 -l _ 

gv E Na(V, bv), Np(V)仰 (V)をVの位数3の自己同型を引き起こすものとし，次のよ

うに作用するものとする．

gve = ef―1, gvf=e, gvc=c. 

gv EN瓜V,bv)のX1,fへの作用は次の通りである．

gv功=C2n-2xl f = C2n-2e, 8V(c2n-2e) = f, 8Vf = X1・

特に

gvp = gvu, z〉=(xi, z} = E. 

Kawai and Sasaki [l]で定義した tracemapは以下のように記述される．すなわち

I'u: HCP, k)→ HCP, k); t← ,.. t + tr叶esucon8u t, 

I'v: HCP, k)→ HCP, k); t←→ t+記 resvgv t 

と定義すると

命題 3.1

I'uo几 oI'uoI'v= I'voI'uoI'voI'u = I'voI'uoI'v 

が成り立ち，この写像を Tr1pと督<. Tr1p = I'vo几 oI'v・

定理 3.2(Kawai and Sasaki [1]) Im Tr1p = H*(G, b, X)が成り立つ．
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写像TrクはsE H*(P, k)を次のように写像する．

Trク：s r+ s +記resucongu s + tr叶esvcongv s 
＋記resvngvu congvgu s +記resunwvcongugv s 
＋記resvngvungvwvcongvgugv {. 

以下ではこの写像の意味を考える．

3.1 trP resu congu, trP resv congv 

Okuyama and Sasaki [7]が適用できて

命題 3.3(1) P ngup = u, P ngvp = v. 

(2) k[PguP], k[PgvP] I ikGi. さらに，それぞれの重複度 mu,mvは奇数である．

(3)記 resuco砂=tpgup, trP resv co砂 =tpgyP・ 

注意 3.1写像記resucon8u = fPguP, tr行esvcon8v = tpgvPは0写像ではない．

3.2 trP resvngvu congvgu, trP resunguv congugv 

vn gvu =~。, Un wy = T1とおく．また，（功， a砂=7;。，〈c,t〉＝間とおく．このとき

guTo =Un V, gvguTo = gv(V n U) = V n gvu = m。
gvwl = Un V, gugy児=gu(U n V) = U n guy= T1・

補題 3.4(1)写像trPresvngvu congvgu, tr行esunguvcongugvは0写像ではない．

(2) gvguは(P,P)-ICCを満たす．特に， W。=p ngnup_ 

(3) gugvは(P,P)-ICCを満たす．特に， T1= p n gugv p. 

subpairs (Ti。,br0), (Ti, br1), (Wi。,bWi。),(W1, 加） C (P, bp)をとる．

補題 3.5上の subpairsは次のように共役である．

gvw (To, b叫=(Wi。， bWi。)， wgv(Wi,bw,) = (Ti, br1). 

この共役は essentialsubpairs (U, bu), (V, bv)のinertialgroupsの元 gu,gvによる共役の合

成として次のように得られる．

(U,bu) (V,bv) (V,bv) (U,bu) 

/~/~ 
(T;。,bT0)~(Un V, bunv) 石➔ (w;。, hwo) 

/~/~ 
(W1, 加）石 (Un V, bunv)~(Ti, br1) 

補題 3.6(1) (To, br0), (Ti, hr,)については U= TjCp(Tj)はbr1のdefect群である．

(2) bw0, hr, はべき零ブロックである．

以上を総合して，定理2.8, 定理2.9により，次が得られる．
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命題 3.7(1) k[PgvguP], k[PgugvP] I ikGi. さらに，それぞれの重複度 mvu,muvは奇

数である．

(2)記 resvngvucongvgu = fP(gvgu)P, trP resunguv congugv = fP(gugv)P・

3.3 trP resvngvungvguv conKvKuKv 

F1 = V n gvu n gyguvとおく．

補題 3.8(1)写像記resFi con8v gu gvは0写像ではない．

(2) gvgugvは(P,P)-ICCを満たす．特に， pngvgugvp = F1・

subpairs (E, b砂， (F,加）， (F1,bp1) C (P, bp)をとる．

補題 3.9subpairs (F, bp), (Fぃ妬）は次のように共役である．

gvgugv (F, 加） = (F1, bp1). 

この共役は essentialsubpairs (U, bu), (V, bv)のinertialgroupsの元 gu,gvによる共役の合

成として次のように得られる．

(V,bv) (U,bu) (V,bv) 

/~/~/~ (F, 加）） (E,b辺） (E, 加）） (F1, 加）gv gu gv 

補題 3.10(1) gy Uは加の defect群である．

(2) gvuは 妬の defect群である．

(3)切はべき零ブロックである．

従って，定理2.8の条件 (1)や (2)は満たされない．そこで，定理2.9の公式を調べる．そ

のため，すこし，工夫をする．

補題 3.11w =a12"-2gvgugvとおく．

(l) w E Na(F, 加）， wt=zt,wz=t. すなわち， W はFの位数3の自己同型を引き起こし

N瓜F,加）＝〈X1,W 〉Ca(F).

(2)記 resFi congv gu gv =ザresFcon凹

そこで， tr行esFconwに定理 2.9を適用して次が得られるのである．

命題 3.12(1) F = P nwp_ 

(2) k[PgvgugvP] = k[PwP] I ikGi. さらに，その重複度mvuvは奇数である．

以上により， k[Px P]加群

kP 〶muk[PguP] ffimvk[Pgv P] 〶muvk[PgugvP] 〶mvuk[PgvguP]ffimvuvk[Pgvgugv P] 

はikGiの直和因子に同型であり，これが導<H*(P, k)の写像はTi'pであることがわかった．
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3.4 ikGiの加群構造

残る課題は ikGiの上の直和因子以外の直和因子の考察である．

k[Pg P] I ikGiとし， R=P8nP,S=Pn8Pとおく. (R, 加）， (S,bs)~(P, bp)をとる．

このとき

g(R, 加） = (S, bs) 

である．共役8(R,加） = (S, bs)をessentialsubpairsのinertialgroupsの元による共役の合成

として次のように表すことができる．

(P, bp) (F2, bF2) 

/~/~/ ＼ 
CFm-1, bpm_,) (P, bp) 

/~/~ 
(R, bR)~(R,, bR,)~(R2, bR,)----+・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 一 (Rm—2, bRm-2)云?,(Rm-I, bRm_,) g;;;-'(S, bs) . 

ただし， 2~q~m-1 については (Fq, gq) = (U, gu)または (V,gv). また， g1,gm E 

PCo(P)については， 1のこともある．

注意 3.2essential supairとしては(V,bv)のP-共役も考えなければならないし， inertialgroups 

の元も guや gv以外の元もあるのだから，上のように表すことができるということは自明

ではない．（もっとも，容易なことではある）

写像tr行essco面が 0写像でないような k[PgP] I ikGiを知りたいのである．

記 resscong =記resscon gm知— 1 …g謡I= 記 resRm-I COll邸ー1咽 2

であるから記resscongが0写像でない←⇒記 resRm-I COll 知—,.. ,g2が0写像でない．

この条件が成り立つとき k[PgP]~k[Pgm-1· ・ ・g2P]. 

従って，最初と最後の (P,bp)とgぃgmE PCa(P)は省略して考察してよい．

(l) m = 3で

(U, bu) 

／＼ 
(Rぃ bR1)~(R2, bR2) 

と表されるとき.R~U である．

(a) R2 = Uのとき， tr叶esscong は 0 写像でなく k[PgP]~k[PguP].

(b) R2 < Uのとき， tr叶esscongは0写像．

(2) m = 4で

(U,bu) (V,bv) 

/~/~ 
(R1, bR,))  (R2, bRJ)  (R3, bR3) gu gv 

と表されるとき. R3~Wi。である．
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(a) R3 = w;。のとき， tr行esscon8は0写像でなく k[PgP]::::::k[PgvguP]. 

(b) R3 < w;。のとき， tr行esscon8は0写像

(3) m), 5で

(U,bu) (V,bv) (U,bu) 

/~/~/~/ (R1, bR,))  (R2, b R 2 ) )  (R3, bRJ)  (R4, bR4))・  ・ ・ gu gv gu 

と表されるとき， tr叶essco記は 0写像である．

(4) m = 3で

(V, bv) 

／＼ 
(RぃbR 1 ))(R2, bR2) 

gy 

と表されるとき．

(a) R2 = Vのとき， tr叶esscongは0写像でなく， k[PgP]'.::::'.k[PgvP]. 

(b) R2 < Vのとき， tr行esscoいは 0写像．

(5) m = 4で

(V, bv) (U, bu) 

/~/~ 
(R1, b R 1 ) )  (R2, bR))  (R3, bR3) gv gu 

と表されるとき. R3,,;; T1である．

(a) R3 = T1のとき， tr叶esscongは0写像でなく， k[PgP]竺 k[PgugvP].

(b) R3 < T1のとき，記resRcongは0写像．

(6) m = 5で

(V,bv) (U,bu) (V,bv) 

/~/~/~ 
(R1, bR 1 ) )  (R2, bR 2 ))  (R3, bR3))  (R4, bR4) gv gu gv 

と表されるとき. R4~F1 である．

(a) R4 =凡のとき， trPress coいは 0写像でなく， k[PgP]:::::k[PgvgugvP]. 

(b) R4 <凡のとき，記 resscongは0写像．

(7) m~6 で

(V, bv) (U, bu) (V, bv) (U, bu) 

/~/~/~/~/ (R1, bR1))  (R2, bR2) ; (R3, bR3) )  (R4, bR4))  (Rs, bR5))・  ・ ・ gv gu gv gu 

と表されるとき， tr叶essco記は 0写像である．
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以上により

定理 3.13ikGiはk[Px P]加群として次のように直和分解される．

ikGi 竺 kP 〶 muk[PguP] 〶 mvk[PgvP] 〶 muvk[Pgugv P] 〶 mvuk[PgvguP]

〶 mvuvk[PgvgugvP] 〶 Z.

ここで，重複度 mu,mv, muv, mvu, mvuvはいずれも奇数であり， zのどの直既約直和因

子についてもそれに同型な k[PgP]については記 respngpcon8は0写像である．

系 3.14Trク=tikGi・
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