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モノミアル・バーンサイド環の乗法的性質について

竹ヶ原裕元

室蘭工業大学

有限群 Gが有限アーベル群 Aの作用群 (operatorgroup)である場合に， Gから A

への 1コサイクルが関わる環として， Gの単項表現(monomialrepresentation)の環と

呼ばれるバーンサイド環の一般化 D(G,A)が Dress[7]によって溝入されたこの環は

モノミアル・バーンサイド環とも呼ばれ，様々な性質が調べられている ([1,2, 3, 8, 9, 10] 

参照）．本報告ではモノミアル・バーンサイド環のテンソル誘導に関する最近得られた

結果を紹介する (§1―§4).バーンサイド環のテンソル誘導は加群のテンソル誘導と同

様に定義される乗法的写像で ([4,§80C]参照）， Dress[6]や Yoshida[15]によりその

性質が調べられたモノミアル・バーンサイド環のテンソル誘導はバーンサイド環の

テンソル誘導から自然に定義され，その性質から 1コサイクルのテンソル誘導ともい

える概念が得られるが， Gが Cの位数豆の巡回部分群に自明に作用する場合を考

えれば，それは線形指標のテンソル誘導 ([4,§13A]参照）である．

モノミアル・バーンサイド環は (G,A)集合の圏のグロタンディック群に環構造を与

えたものであるその解説の際， Dress[7]の取り扱いと少し違う方法で (G,A)集合を

定義するが，そのことに伴い，いくつかの結果について他文献にはない証明を添えて

おく．本報告の主定理は， [12,13]に記載した結果に基づいて最近得られた，定理 3.9

である．その関連研究は現在も継続中であるが，本報告の §5では，モノミアル・バー

ンサイド環の環構造を研究する際に重要な役割を果たす基本定理（定理 5.1)につい

て解説する．また，現在では様々なバーンサイド環の一般化が研究対象となっている

ので，小田文仁氏，吉田知行氏との最近の共同研究で導入した M バーンサイド環につ

いて §6で解説するモノミアル・バーンサイド環は M バーンサイド環の例である．

1 モノミアル・バーンサイド環の定義

有限群 Gが有限アーベル群 Aの作用群であるとする.g E G とaEAに対して，

gaで gの aへの作用を表す．有限自由右 A集合 Yが左 G集合であって，

g(ya) = (gy) ga, vg E G, va EA, vy E Y 

が成り立つとき， Y を (G,A)集合と呼ぶ (G,A)集合間の写像が (G,A)集合の射で

あるとは，それが左 G集合の射でありかつ右 A集合の射であることをいう

兄と Y2を (G,A)集合とする．直積 Y1X}; への Aの右作用を，

(Y1如）a= (y1a―1, y四）， vaE A, v(Y1如） EY1x½ 
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により定め， (Y1如） EY1XY2を含む A軌道を Y1Ry2で表す．さらに，

兄 Q9Y2 := {y1 Q9 Y2 I (Y1如） E Yi X Y2} 

とおき， Y1RY2の (G,A)集合としての構造を

g(y1RY2) = 9Y1R9Y2, vg E G, v(Y1, Y2) E Y1 X½ 

および

(Y1R ぬ）a = Y1RY2a, va E A, v(y1如） EYiXY2 

により定めるこの (G,A)集合を兄と Y2のテンソル積という

F(G,A)を (G,A)集合の同型類上の自由アーベル群とする (G,A)集合 Yに対し

て， Y により Y を含む (G,A)集合の同型類を表す.F(G, A)。を (G,A)集合 Y1と

y2に対して Y1叫ら一可ー団で表される元全体で生成される F(G,A)の部分群とす

る．任意の (G,A)集合兄と兄に対して

Y1-Y2=Y1R 灼

により F(G,A)の生成元上の乗法を定め，この乗法を Z線形に拡張して F(G,A)の

乗法を定める.F(G,A)は単位元をもつ可換環であるさらに， F(G,A)。は F(G,A)

のイデアルであり，商環 F(G,A)/F(G, A)。が定まる．

定義 1.1可換環 D(G,A)を D(G,A) = F(G, A)/F(G, A)。により定め， Aに関する

モノミアル・バーンサイド環と呼ぶ ([1]参照）．この環はDress[7]によって定義され，

Aに成分をもつ Gの単項表現の環と呼ばれた．

各 (G,A)集合 Yに対して， [Y]により F(G,A)。の F(G,A)における Y を含む剰

余類 Y+F(G,A)。を表す.[7, Proposition l(b)] (あるいは [12,Lemma 2.6])より

凶＝［灼l⇔ K=巧

が成り立つ.D(G,A)における乗法は，任意の (G,A)集合兄と的に対して

[Y1]・[Y2] = [YiRY2] 

により与えられ，この乗法に関する洋位元は [A]である.(Aは (G,A)集合である．）

2 1コサイクルとモノミアル・バーンサイド環の Z基底

HさG とする作用の制限により， H は Aの作用群である．写像O":H→Aが

O"(h山） = O"(h1) . h10"(加）， vh1,h2 E H  
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を満たすとき， oを 1コサイクルと呼ぶ H から Aへの 1コサイクル全体の集合を

か (H,A)で表し， Aの単位元を EAで表す.lH: H→ A, h f----7 EAは1コサイクルで

あるか(H,A)における乗法を

(5. T(h) = (5(h). T(h), v(5, TE z1(H, A), vh E H  

により定めるか(H,A)は lHを単位元とするアーベル群である．

定義 2.1([12]) H :s; G とし， G/Hの完全代表系 {g1,92, ・ ・ ・, 9n}を固定する．各

び Eか (H,A)に対して (G,A)集合 (G/H)uを集合の直積Ax(G/H)上に

g(a, g1H) = (gi'(5(9y属）ga, g1,H), vg E G, va EA, vj E [n] := {1, 2, ... , n }, 

ここで gg1H= gJ'H, および

(a, g1H)b = (ab, g直）， va,b E A, vj E [n] 

により Gの左作用と Aの右作用が与えられているものとして定める

補題 2.2定義 2.1の記号のもとで， G/Hの完全代表系を {g1h1,92加，・ • ・, 9n加｝，

h1, hい.,hn EH, に変えて定義される (G,A) 集合を (G/H)~ で表す．このとき

(G/ H)u'.:::: (G/ H)~ 

が成り立つ．

証明右 A集合の同型 f:(G/ H)u r---+ (G/ H)~ を

(EA, g直）← (gj(5(h1)-1, g直）， vjE [n] 

により定める任意の gE Gおよび jE [n]に対して

gf((EA,gjH)) = g(gi(,(hj)-1,g直）

＝（約1hi1(5(h-;/g万砂）咋(h1)-1,g1,H) 

= (g1,hi'(5(汀）gJ'(5(g芦砂）ggi(5(h1)-1, gJ'H) 

= (gi'(5(h1,)-1 gi'(5(g; 属），9J'H)

= f (gi'(5(g;, 減），9J'H)

= f(g(EA, g1H)), 

ここで gg1H= gJ'H, を得る．よって fは (G,A)集合の同型である．ロ

H さG とする任意の (5E Z1(H, A)に対して (5aEか (H,A),a EAを

(5a(h) = a―1(5(h) ha, vh E H 
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により定め， Z1(H,A)を右 A集合とみる．さらにが(H,A)における A軌道の完全

代表系を H1(H,A)で表す．また，任意の erE Z1(H, A)に対して'(l を含む A軌道を

代表する H1(H,A)の元を万で表すことにする．次に，任意の erE z1(H, A)に対し

て 1コサイクルgcrEか(gHg―1,A), g E Gを

伽）(ghg―1) = 9cr(h), vh E H  

により定める．定義から

her= erび(h), ¥;/h EH, ¥;/(l Eが(H,A)

および

g(ゲ） = (gcr)竺 vgE G, va EA, vcr E Z1(H, A) 

となるこのとき集合1-l(G,A) := {(H, er) I H~G, er Eが (H,A)}上の左 G作用を

g(H, er) = (gHg―1,ga), vg E G, v(H,cr) E 1-l(G,A) 

により定め， G軌道の完全代表系を R(G,A)で表す．また，非共役な Gの部分群の完

全代表系 C(G)を， (H,cr)E R(G,A)ならば HEC(G)であるように固定する．

補題 2.3任意の (H,cr)E S(G,A), g E G, a EAについて

(G/ H){J c:::'(G/ 9H)(gu)a, 

ここで咀 =gHg―1,が成り立つ．

証明 定義 2.1の記号のもとで， G/叩の完全代表系が {gig―1,929―1, ・ ・ ・, 9n9―1}で

あるとして証明する（補題 2.2参照）．右 A集合の同型f:(G/H)u→ (G/咀）(gu)a, を

(EA迅 H)f--+ (邸―la―1,9i9―1 9H), vi E [n] 

により定める任意の rE Gおよび iE [n]に対して

r j((E碍 H))= r(9i9-1a-1, 9i9―l gH) 

= (gi,g―1(9叶 (99;;1r9i9―1)rg,g-la―1,9i19―l gH) 

＝（釦9― 1a-19i'9-1(9cr)(99~戸T9i9―1),9i'9―l gH) 

＝（釦9―la―lgi'cr(9i古lr9ふ9i'9―lgH)

= J((9•'cr(9;;1r9』 ,g』[))

= J(r(口，9iH)),

ここで r9iH= 9i'H, を得る．よって fは (G,A)集合の同型である．ロ
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Y を (G,A)集合とし， Y における A軌道の集合を Y/Aで表す.y E y を含む

Y/Aの元を yAと表す.Gは Y/A上に

g(yA) = (gy)A, ¥lg E G, Vy E y 

により作用する.Y/Aが可移な左 G集合であるとき， Y を単純 (G,A)集合という．

任意の (G,A)集合は単純 (G,A)集合の交わりをもたない和として一意的に表される．

y E y とし， GyA= {g E G I gy = ya, ヨaEA}とする．（すなわち GyAは Y/Aの

元 yAの Gにおける固定部分群である）このとき

gy = y叫g), ¥lg E GyA 

で定まる写像 ay:GyA→ Aは 1コサイクルである．また，任意の aEAに対して，

G(ya)A = GyAかつ％＝び；である．以後，

S(G, A)= {(H, a) I H::; G, a E Z1(H, A)} 

とおく．次の命題は [7,Proposition l(b)]で本質的に述べられている．

命題 2.4([12]) Y を (G,A)集合とし，左 G集合 Y/Aが可移であるとする任意

のyE y に対して Y は (G/GyA)ayと同型である．さらに， Yが (G/H)びと同型で

ある (H,a) E R(G, A)がただ lつ存在するまた， (U,T) E S(G, A)に対して Y が

(G/U)Tと同型ならば， (H,a) = r(U, Ta)となる rE G とaEAが存在する．

証明 y E y とし， H= GyA, a= ayとお<.Y/Aは左 G集合として G/Hに同型

である {g1,g2, ・ ・ ・, gn}を G/Hの完全代表系とし， f:Y→ (G/ H)aを

(gy)a f----+ (g(EA, H))a = (9ia(g;1g)a, giH), vg E G, va EA, vy E Y, 

ここで gH= giH, により定める．任意の gE G, a EA, および rE Gに対して

f(r((gy)a)) = J(((rg)y) ra) 

= (9i'a(幻(rg))ra,g直）

= (9,'a(g;;1rgi) rg,a(g:;lg) ra, g直）

= r(9•a(g:;1g)a, giH) 

= rf((gy)a), 

ここで rgH= gi,H, となる． よって Y C::'(G/H)aが成り立つ． 補闊 2.3より

Y C::'(G/H)万であるここで1i(G,A)における (H,万）を含む G軌道の代表を，あら

ためて (H,a)←R(G,A)とすれば，補題 2.3より，やはり YC::'(G/H)aが成り立つ．

次に，同型 f:Y→ (G/U)n (U, T) E R(G, A)があるとし， bEAとrE Gについて

f(y) = (b, rU) EA x (G/U) 
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であるとするまた， {g1,g2, ・ ・ ・, gn}をG/Uの完全代表系とし， ru= gi, u EUとす

るこのとき，任意の hEH に対して， hy= ya(h)より

(b, rU)a(h) = f(y)a(h) = f(ya(h)) = f(hy) = hf(y) = h(b, rU) 

となり，さらに hrU= gi,Uとすれば

伽(h),rU)= (9i'T(g;;1励）hb, hrU) 

が成り立つ．よって，任意の hEH に対して， hE ru, hrU = giU, および

a(h) = b-1的 (gil畑）％

= b-1 ruT(い (r-1hr)u)hb 

= b-1 ruT(u―1)牙（戸hr)hrT(u) hb 

＝（牙(u)b)-1rT(r-1hr)庁 (u)b)

= (TT)牙 (u)b(h)

を得る．したがって， G/HC:c:'Y/A C:c:'G/Uより， H=ruかつ a=(TT)万(u)bとなる．

すなわち r(U,T) = (ru, 戸） = (H,a) E R(G,A)であり， (H,a) = (U, T)が成り立つ．

ロ

次の命題は [7,Proposition l(a)]で本質的に述べられている

命題 2.5([12]) {[(G/ H)。]I (H, a) E R(G, A)}は St(G,A)の Z基底をなす．

定義 2.6Ks  H s Gとする (H,A)集合 Tに対して， res見(T)は(H,A)集合 Tの

左 H 作用を K に制限して得られる (K,A) 集合を表す．また，び€ か(H,A)に対し

て， aiK:K→Aは aのHから Kへの制限を表す．

補題 2.7([12]) H s G とする．任意の (U,T) E S(G, A)に対して

疇 ((G/U)r)C::'lJ (H/(H n叩））(gr)IHnBU 
HgUEH¥G/U 

が成り立つ．

補題 2.8([13]) (H, a), (U, T) E S(G, A)に対して

(G/H)び⑭ (G/U)r C::' LJ (G/(H n叩））び・(gr)
HgUEH¥G/U 

が成り立つ．ただし a. (gT) : H n g u→ AはalHnBUと (gT)IHnBUの積を表す．
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定義 2.9H~G とする各 (H,A) 集合 T を単純 (H,A) 集合の和として

T = u (H/Ui)Til (Ui, 乃） E S(H,A) 
z=l,2, ... ,m 

と表すとき， Tの Gへの誘導および共役を，それぞれ

ind印(T):= LJ (G/Uふ，
i=l,2, ... ,m 

conり(T):= LJ (9H/飢），乃, vg E G 
i=l,2, ... ,m 

により定めるここで定義した cont(T)を汀とも表す．また， K::; Hのとき (K,A)

集合の Hへの誘導も同様に定義される．

命題 2.10([13]) Z代数の族 St(H,A), H::; Gは定義 2.6,2.9で定めた res,ind, con 

を備えた Green関手である．すなわち，任意の U::; H ::; G, L ::; K さH,g, r E G, 

h E H, x E X (H), および yE X(K)に対して，

(G.1) con~H o conH = con1:;, conり=idx(H), 

(G.2) resf oresば=resf, resけ=idx(H), 

(G.3) con災ores岱=re噂 ocon似

(G.4) ind¾o indf = ind『, indり=idx(H), 

(G.5) conりoind岱=ind悶ocon岱

(G.6) (マッキー公理）

re略oindり＝ 区 ind岱汎1ores嘉叩oconり，
KhUEK¥H/U 

(G.7) (フロベニウス公理）

x·ind¾(y) = ind見(resば(x)・y), indば(y)・x= indば(y・resば(x))

が成り立つ．

有限群の指標環に関して，以下の結果がある ([3,3.1], [13, Remark 4.8]参照）．

補題 2.11A は Cの有限巡回部分群で，位数が IGIであるとする．さらに， GはA

上に自明に作用するとする各 H::;G に対して， R(H)で H の指標環を表し，加法

的写像 eH:O(H,A)→ R(H)を

GH([(H/ K)v]) = indば(v), v(K, v) E R(H, A) 

により定義する．ここで ind岱(v)は uからの誘導指標を表す．このとき，加法的写像

の族 {8叫H:o;Gは Green関手の射である．
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命題 2.12([2, 3])補題 2.11の条件のもとで，各 H さ G に対して，加法的写像

¥[f H: R(H)→ D(H, A)が存在して eHow H = idR(HJが成り立つ．

3 テンソル誘導

H :=; G とし， Tを左 H集合とする集合 MapH(G,T)を

MapH(G, T) = {f: G→ T I f(hg) = hf(g), "h E H, "g E G} 

と定義する ([6,§4], [15, §3(a.3)]参照） • MapH(G,T)はGの作用が

(gf)(r) = f(rg), "g, r E G, "J E MapH(G, T) 

により与えられる左 G集合である.MapH(G, T)を左 H集合 Tからテンソル誘導さ

れた左 G集合という.[4, §SOC]で定義されている Tからテンソル誘樽された左 G集

合 TRGはMapH(G,T)と同型であり，左 G集合の同型 f:TRG与 MapH(G,T)は

f((t1, ... , tn))(hg-;1) = htj, "(ti, ... , tn) E TRG =TX・・・X T 、 V , 

, "h E H, "j E [n] 

により与えられる実際，任意の gE G, (ti, ... , tn) E TR0, h EH, j E [n]に対して

(gf((t1, ... , tn)))(hg-;1) = f((t1, ... , tn))(hg-;1g) 

= f((t1, ... , tn))(h(g-;1gg刈が）

= (h(g-;1 ggi,))ti' 

= f(g(t1, ... , tn))(hg-;1), 

ここで giH= ggi,H, が成り立つ ([4,(80.36)]参照）．また，左 H集合 T1,乃に対して

MapH(G, T1 x T2)~MapH(G, T1) x MapH(G, T: り

が成り立つ ([4,(80.38) Proposition (i)]参照）．

注意 3.1上記の記号のもとで， [4,§13A]で定義された加群のテンソル誘導 (ZT)RG

について Z(T®0)~(ZT)釦が成り立つ ([4, (80.38) Proposition (ii)]参照）．

定義 3.2([13]) HさG とし， Tを (H,A)集合とする.HgヂHrである g,r E Gお

よび aEAに対して， MapH(G,T)における関係 "'(g,r,a)を

f "'(g,r,a)『：⇔ (i) f(hg) hga =『(hg), f(hr) = f'(hr) hra, vh E H, 

(ii) f (g') =『(g'), VEG-HgUHr 

により定める各 g,r E G, a EAに対する "'(g,r,a)で生成される MapH(G,T)におけ

る同値関係を "'Aで表す.fでfE MapH(G, T)を含む "'Aに関する同値類を表す．
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定義 3.3([13]) HさG とする (H,A)集合 Tに対して

芦 H(G,T) ={!I f E MapH(G, T)} 

とおき八五叩(G,T)上の右 A作用および左 G作用を

Ta~ 五ただし !o(r)~{ J(r)"a, r E IIのとき，

f(r), r E G-H のとき，
VJ E函叩(G,T),va EA 

および

＾＾一―→一gf = gf, vg E G, vf E MapH(G, T) 

により定める．面叩(G,T)を Tからのテンソル誘導という．

定義 3.3の記号のもとで＼五加(G,T)上の右 A作用と左 G作用の定義より

g(Ja) =ふ＝訂ga= (g斤a,'lgE G, Va E A, VJ E M叫(G,T)

が成り立つから，豆祠切(G,T)は (G,A)集合である ([13,Lemma 3.4]参照）．

以後， G の単位元を€ で表し， (H,A)集合からのテンソル誘導の性質を述べる．

補題 3.4([13]) H'.S G とし， {g1= E, g2, ・ ・ ・, gn}を G/Hの完全代表系とする.T

を (H,A)集合とし， fE MapH(G, T)とする.JC0) E Map叫G,T)が任意の hEH  

および jE [n]に対して jC0l(hg-;1)= f(hg-;1) ha1, a1 EAを満たすとき， j(D)rvA丘
一―→

ここで a=91aげ幻...9n, 伽，が成り立ち， j(D)= faとなっている．

補題 3.5([13]) H'.S G とする．任意の (H,A)集合 T1,花に対して

--- -―→ 
面叩(G,T1®T2)~MapH(G, T1)RMapH(G, T2) 

が成り立つ．

命題 3.6([13]) H, K'.S G とする．任意の (H,A)集合 Tに対して

一―→
res岱(MapH(G,T))~ 0 面 Kn9H(K,res閤，HげT))

KgHEK¥G/H 

が成り立つ．

命題 3.7H::; G, (U,T) E S(H,A), f E MapH(G, (H/U)7)とする.G/Hの完全代

表系を {g1= c, 92, ... , 9n}, H/Uの完全代表系を{h1 = t, h2, ... , hm}とするとき，

f(g;1) = (aj,h;jU) EA x (H/U), vj E [n] 
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となっているならば，

hご(g-;1ggj,)hi3,E U, vj E [n], vg E GfA_ = {g E G I g『=fa,ヨaEA}, 

ここで gjH= ggJ'H, が成り立ち，

＾^  gf =巧(g), vg E GfA 

を満たすびjEか(GfA,A)は

n 

呼(g)= II gJ叫（応(g;1ggj,)尻）， ¥/gE GJA' 
j=l 

ここで a=ma11 g妬-1... gna:;;,1'により与えられる．

証明 g E G, j E [n]とし， (g-;1ggj1)hij,U= hj,Uとすれば

(gf)(g-;1) = f(g-;1g) 

= f ((g_;lg町）g_;;1) 

= (g_;lggj,)f(g_;;1) 

= (hJ*T(h,;:.1 (g_;1 ggj,)hiJ,) Y1199J'aj,'hj. U) 

が成り立つ．さらに gE GfAならば尻 =h朽， hご(g_;lg町）hi1, EUであって，

(gf)(炉）＝（叫(h-;/(g_;1 ggj,)hiJ,) 9;;1991'aj,, hiJ U) 

= (aj, hiJU)a,;1 h勺(T(幻(g_;1ggJ')hij,)) Y11YYJ'aj, 

となるしたがって，補題 3.4より

gf~Ta (fi ,, 叫（幻(gj'詞）尻））術―1

を得るよって，式 (I)が成り立つ．ロ

(I) 

系 3.8([13]) (H, u) E S(G, A)に対して， {g1= E, g2, • • • , gn}をG/Hの完全代表

系とし， uRGEか(G,A)を

n 

uRG = IJ牙 (g-;1ggj'), vg E G, 
j=l 

ここで gjH= ggi'H, により定める．このとき

贔 H(G,(H/H)砂'.:::'.(G/G)uRG 

が成り立つ．
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証明 f E MapH(G, (H/H)りは f(hg-;1)= (a-(h), H), vh EH, vj E [n]を満たすと

する．このとき，補題 3.4より Map爪G,(H/H)砂=JAであり， G=GfAが成り立

つ．また，命題 3.7より巧=a-RGである．したがって，補題 2.3より，主張を得る．ロ

定理 3.9HさG,Tを (H,A)集合とし， Tは単純 (H,A)集合の和として

T = LJ (H/[; 砂Tk) (Uk, Tk) E S(H, A) 
k=l, 2, ... , s 

と表されるとする．左 G集合 M品H(G,T)/Aの G軌道の完全代表系を fiA,hA, ... , 

ftA, G/Hの完全代表系を {g1= E, g2, ... , gn}, k = 1, 2, ... , S に対して Hf且の

完全代表系を {hik)= E, h~k)'...'h盟｝とし， e = 1, 2, ... , tについて，

fe(g-;1) = (aej, hteJ)叫） EA x (Hf尻）， "jE [n] 

となっているとするこのとき， e= 1, 2, ... , tについて， a-eEか(GfeA'A)で

(kgj) 

叫） = IT 9Jh;£j尻 (ht£j)-l(g;1ggj,)h悶::)), "g E GfeA' 
j=l 

ここで g直=ggj,H, を満たすものが存在し，

一―→

MapH(G, T)-:::::'U (G/GfeA加
£=1, 2, ... , t 

が成り立つ．

証明 £= 1, 2, ... , tおよび j= 1, 2, ... , nについて， gE GfeAならば，

(gfR)(炉） = f((g;1ggj,)g;; り=(g;1ggi,)(%,, h;:e;'l囚），

ここで giH= ggi'H, より，柘＝柘， hし:£1)叫=(g;1ggi')h悶いu杞，および

(gfR)(g;-1) = (atj, h悶ゎ）仇）ai/ h;;:i~kei (hi~ 扉 ¥g;lggj,)hi:,り）約ーi99/aej'

が命題 3.7の証明と同様に得られる．よって £= 1 2 ...'tについて，補題 3.4より

砂 =f町；(g), "g E GfeA 

を満たす O"feEか(GfeA'A)が

n (kej) 

咋(g)= IT研，切尻(h悶いー¥g;1ggi,)h悶り）， vg E G!£A' 
j=l 

ここで a= g,afll g切Eし.9na犀，により与えられる．したがって，補題 2.3および命

題 2.4より，主張を得る．ロ

定理 3.9に関連する結果が [14]で与えられる．
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4 モノミアル・バーンサイド環のテンソル誘導

!l(G, A)+を!l(G,A)の部分集合 {L(U,T)ER(G,A)£cu,T)[(G/U)T]I£cu,T) E Z::,o}の元

からなる加法的半群とする．補題 2.8より !l(G,A)+は乗法に関して閉じている各

HさGに対して，写像M尋H(G,-) : !l(H, A)+→ !l(G, A)を

[T]e-+[面加(G,T)], Tは任意の (H,A)集合

により定義する ([4,(80.42)]参照）．補題 3.5より，この写像は乗法的である．

B を零元をもつ加法的半群とし， E を加法群とする．任意の CEB および写像

f: B→ E に対して，写像 D』 :B→ E を

de-+ f(c + d) -f(d), vd EB 

により定義する．写像 f:B→ Eが n次の代数的写像であるとは， nが

D辺 c2・ ・ ・Dcn+1f = 0, 閤， C2,... , Cn+l E B 

となる最小の整数であることをいう ([4,§SOC]参照） • f: B→ Eをn次の代数的

写像とし，万を B の元で生成される加法群とするこのとき fの拡張である写像

了：万→ Eがただ lつ存在し，了もまたn次の代数的写像である ([6,Proposition 1.1], 

[4, (80.44) Theorem (Dress)]参照）．また，万およびEが可換環であり， Bが乗法に関

して閉じているとき，写像 f:B→ Eが乗法的ならば，その万への拡張 f:万→ E

もまた乗法的である ([4,(80.47) Theorem]参照）．

命題 4.1([13])各 H::;G に対して M面H(G,-):!l(H,A)十→ !l(G,A)はIG:HI

次の代数的写像である．

この命題は [4,(80.43) Proposition (Dress)]の一般化である補題 3.5,命題 4.1,お

よび [4,(80.47) Theorem]より， [4,(80.48) Theorem (Dress)]の一般化を得る．

命題 4.2各 H::;G に対して M而H(G,-)を拡張するただ lつの乗法的写像

MapH(G, -) : !l(H, A)→ !l(G,A), x e-+ MapH(G,x) 

が存在するさらに，この写像は IG:HI次の代数的写像である．

命趙 4.2の乗法的写像は A={EA}の場合に [6,§4]で得られた．命題 3.6は次の

マッキー分解公式に拡張される ([15,§3(G.5)], [1, Proposition 9.5]参照）．

命題 4.3H, K ::; G, x E !l(H, A)とするとき

疇 (MapH(G,x)) = IJ Mapxn9H(K, resffn叩゜ cont(x))
KgHEK¥G/H 

が成り立つ．
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5 モノミアル・バーンサイド環の基本定理

各 H~G に対して，環準同型 con沿： Zが(H,A) → Zが（咀， A) を

炉→膵， vaEげ (H,A), vg E G 

により定義するここで Z圧 (H,A)は Z係数の群環を表す．環 U(G,A)を

U(G,A)~{ (研）応aE且訓(H,A) con加（咋） ~xon,'q E G} 

により定義される環の直積 I1底 aZH1(H,A)の部分環とするこの環をモノミアル・

バーンサイド環 O(G,A)のゴースト環と呼ぶ

各 K~H~G に対して，環準同型 resば： Zが(H,A) → Zが(K,A) を

a f--+可， VaE H1(H, A) 

により定義し， O(G,A)から U(G,A)への加法的写像p:O(G,A)→U(G,A)を

[(G/U)サ→(L'"炉ooont(r)) ,'(U, r) E R(G, A) 
gUEG/U,H<:: 叩 H<::G 

により定めるこのとき pは環準同形であり ([7,2.4, 2.5]参照），さらに単射である

([7, Theorem 1]参照）．次に，加法群D(G,A)を

螂，A)= II z 
(K,v)ER(G,A) 

により定義するまた，加法的写像cp:D(G,A)→ D(G,A)を

cp([(G/U)7]) = (l{gU E G/U I Kさ 9U,V = resJ,;U O coni(T)}l)(K,v)ER(G,A) 

により定義し，バーンサイド準同形と呼ぶ．このとき，次の図式を可換にする加法群の

同型"':り(G,A)与 U(G,A)が存在し，ゃは単射となっている．

'P 
D(G,A) -ヤ D(G,A)

~! K 

U(G,A) 
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各 (U,T)E 1i(G,A)に対して

Nc(U, T) = {g E Nc(U) I conb(T) = T }, Wc(U, T) = Nc(U, T)/U 

とおき，加法群 Obs(G,A)を

Obs(G, A)= IJ Z/IWc(U, T)IZ 
(U,r)E'R(G,A) 

により定義する各 (U,T)E 1i(G,A)および各 gE Nc(U,T)に対して

H;:(〈g〉U,A)= {v E H1(〈g〉U,A) IT= res籾u(v)} 

とおく．加法的写像ゅ： D(G,A)→ Obs(G, A)を

(Y(K,v))(K,v)E'R(G,A) f-t (z(U,r) mod IWc(U, T)l)(U,r)E'R(G,A), 

ここで (K,v) E R(G, A)が (H,u)を含む G軌道の代表ならばY(H,u)= Y(K,v)として

疇） = L Y(〈g〉U,v)
gUEWa(U,r), vEHH〈g〉U,A)

により定義し，コーシー・フロベニウス準同形と呼ぶ．

次の定理は，バーンサイド環の甚本定理 ([5,Proposition 1.3.5], [15, Lemma 2.1]参

照）と同様に，コーシー・フロベニウスの定理 [16,2.7 Lemma (Cauchy—片obenius)] を

用いて証明され，モノミアル・バーンサイド環の基本定理と呼ばれる．

定理 5.1([13])加法群の列

0---+ O(G,A) _<!:_直(G,A)_!_パ）bs(G,A)---+ 0 

は完全である．

6 バーンサイド環の一般化

モノイドの族 M(H),H <:::'. G とモノイド準同型の族

（共役写像） con沿： M(H)→ M(9H), HさG,gEG, 

（制限写像） res¾: M(H)→ M(K), K <:::'. H <:::'. G 

の組 M = (M,con,res)が次の条件を満たすとする：

(M.l) con~H o conH = con岱， con'k= idM(H), 

(M.2) resf ores¾= resf, resり=idM(H), 

(M.3) con災ores岱=re噂 ocon仇
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ここで LさKさHさG,g, r E G及び hEHである以下 HさG とし，

訂(H)= LJ M(K), S(H, M) = {(K, s) I K~H, s E M(K)} 
K~H 

とおく．このとき M(H)は作用俯=con}(s), vh EH, v(K, s) E S(H, M)により左

H集合となる．任意の有限左 H集合 J,Ji。に対して J。から Jへの H写像全体の集

合を Map瓜J。,J)で表す．有限左 H集合のカテゴリー H-setからモノイドのカテゴ

リー Monへの反変関手 T=T,訊： H-set→ Monを，各 JEH-setに対して

T(J) = {1r E Map瓜J紅(H))I 1r(x) E M(H』,vx E J}, 

ここで止は H における xの安定化群，により定義する.J, Ji。EH-setとH写像

入： J。→ Jに対して Monにおけるモルフィズム T(入）： T(J)→ T(Jo)は

T(入）(7r) : Ji。→ 祐H), X → resり戸（叫(x))), v1r E T(J) 

により定義される JEH-setとT(J)の元 T の組 (J,1r)は Tの要素と呼ばれる．

Tの要素間のモルフィズム入： (Ji。，7ro)→ (J, 1r)は T(入）(1r) = 7r。となる H 写像

入： J。→ Jとして定められる.Tの要素 (J,1r)を含む Tの要素の同型類を [J,1r]で

表す．各 (K,s) E S(H, M)に対して， H写像7rs:H/K→ M(H)を

叩 (hK)= hs E M(hK), vh E H  

により定める集合 S(H,M)上の左 H作用を h.(K,s) = (hK, hs), vh E Hにより定

め， R(H,M)をH軌道の完全代表系とする (K,s), (U, t) E S(H, M)が同じ H軌道

に含まれるための必要十分条件は [H/K,1rs]= [H/U, 叫となっていることである．こ

こで M バーンサイド環 D(H,M) を自由 Z 加群〶(K,s)E冗(H,M) Z[H/ K, 7r8]において

[H/K,1rs]・[H/U, 叫=Khu~H/u [ H/(K n叩），7rres岱nhu(s)-res認huびt)]

により乗法が定まる環として定義する ([11]参照）．例として， M(K)=が(K,A),

吹::Hの場合 St(H,M)はモノミアル・バーンサイド環 Sl(H,A)と同型である．
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