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非コンパクト型対称空間内の弱鏡映等質超曲面＊

権藤暁則（広島大学理学研究科）↑

1 Introduction 

対称空間内の等質部分多様体は，部分多様体論における基本的な研究テーマであり，興味深い部

分多様体の例を豊富に供給する．その中でも等質超曲面は比較的扱いやすい対象であり，分類問題

や幾何的性質の研究が盛んに行われている．本稿では，部分多様体の弱鏡映性に着目し，その分類問

題にアプローチする．弱鏡映部分多様体とは， Ikawa-Sakai-Tasakiにより導入された Riemann部

分多様体のクラスであり，次で定義される．

定義 1.1([6]). Riemann多様体訂の部分多様体 M が弱鏡映部分多様体であるとは，次が成り立

つこと：各点pEMと， pにおける各法ベクトル vETfMに対し，訂の等長変換 a-E Isom(訂）

が存在して，次を満たす：

叫p)= p, a-(M) = M, (d叫 V=-V. 

弱鏡映部分多様体は，鏡映部分多様体の一つの一般化であり，さらに他の部分多様体と比較して，

次のような位置づけにある．

鏡映部分多様体 ([7]) ⇒ 全測地的部分多様体

-lJ- JJ, 
弱鏡映部分多様体 ⇒ austere部分多様体 ([5])

-lJ- JJ, 
arid部分多様体 ([9]) ⇒ 極小部分多様体

この関の左の列は部分多様体の normalizerによる作用の性質，右の列は部分多様体の主曲率の

性質によって定義される．

本稿は，非コンパクト型対称空間内の等質超曲面に焦点を当て，弱鏡映等質超曲面の構成，分類を

紹介することを目的とする．コンパクト型対称空間の場合には，線型イソトロピー表現や Hermann

作用による軌道の弱鏡映性の研究がおこなわれており，具体例の構成や分類が進んでいる．しかし，

非コンパクト型対称空間の場合は，群作用の様相がコンパクト梨対称空間の場合と大きく異なり，

同様の手法を用いることが困難であるため，別の手法を構築する必要がある特に大きな問題とな
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るのは，全ての軌道が互いに合同な cohomogeneityone作用が連続的に存在することである（本稿

では type(N)ー作用と呼んでいる）．

本稿では， type(N)ー作用の軌道が弱鏡映となるための必要条件を与える（定理 4.4).低階数の既

約対称空間の場合にこの条件を満たす軌道の分類を行ったところ，階数 3以下の場合には，そのよ

うな軌道は全て弱鏡映となることが分かった．特に，階数 3以下の既約非コンパクト型対称空間内

の弱鏡映等質超曲面を完全に分類した（定理 3.1). さらに，対称空間 SL5(股）/S0(5)においては，

austereであって弱鏡映でないような等質超曲面の具休例が得られた（詳細は 5章で紹介する）．

なお本稿は，執筆中の論文 [3]の内容のアナウンスである．

2 準備

Riemann多様体内の等質超曲面は， cohomogeneityone作用の正則軌道とみなすことができる．

cohomogeneity one作用は以下で定義される．

定義 2.1.Riemann多様体への等長作用が cohomogeneityoneであるとは，正則軌道（最大次元

の軌道）が余次元 1となること．

対称空間への cohomogeneityone作用は分類が進んでおり，非コンパクト型の場合には次のこと

が知られている．

定理 2.2([1], [2]). 連結 Lie群による既約非コンパクト型対称空間への cohomogeneityone作用

は，次のいずれか一つを満たす（このような作用を type(K), (A), (N)ー作用と呼ぶことにする）．

type (K) 唯一つの特異軌道を持つ．

type (A) 全ての軌道は正則で，唯一つの極小軌道を持つ．

type (N) 全ての軌道は正則で，互いに合同である．

例えば，実双曲平面匝ザ=SL2償）/S0(2)について，

K = S0(2), A=  { (~aり1)la>o}, N={G~)lbE 股｝
とすると，岩澤分解 SL2(股） =KANが得られるが， K,A,Nの股H2への作用はそれぞれ type

(K), (A), (N)ー作用である．図示すると次のようになる．

type (K) type (A) type (N) 

一般の既約非コンパクト型対称空間に対しては， type(A), (N)ー作用については Berndt-Tamaru



18

によって分類が完成しており，各対称空間に対して type(A)ー作用は有限個， type(N)ー作用は一般

に非可算無限個存在することが知られている ([2]).

注意 2.3.異なる typeの作用の軌道は互いに合同とならない．

3 主結果

今回各 type(K), (A), (N)ー作用の軌道の弱鏡映性を調べ，弱鏡映な等質超曲面の分類を行っ

た．次が本稿の主結果である．

定理 3.1.低階数の既約非コンパクト型対称空間 M 内の弱鏡映な等質超曲面の個数は以下のよう

になる

表 1 弱鏡映等質超曲面の個数（合同なものは除く）

I type (K) I type (A) I type (N) II Total I 

~(M) =ふのとき

゜
1 

゜
1 

~(M) = A2のとき

゜
1 1 2 

~(M) = B2,C2,BC2, 伍のとき

゜
2 

゜
2 

~(M) = A3のとき

゜
2 1 3 

I;(M) =恥，C3,BC3のとき

゜
3 

゜
3 

~(M) =山のとき

゜
2 00 CX) 

E(M) =広のとき

゜
2 1 3 

ただし， :E(M)はM の制限ルート系とする．

注意 3.2.M が低階数の場合には，弱鏡映等質超曲面の個数は M の制限ルート系 :E(M)のみに

よって決まる．高階数でも同様のことがいえるかどうかはまだ分かっていない．

例えば，対称空間 SL3(団）/S0(3) (制限ルート系は A2型）において，

H, ~{ (云~:)} c SL,(阻） H, ~{ (己え a:,)}c SL,(囮）

による作用はそれぞれ type(A), type (N)ー作用であり，各々の原点軌道は弱鏡映等質超曲面とな

る．逆に，対称空間 SL3(股）/S0(3)内の弱鏡映等質超曲面は， H1,凡のいずれかの作用による原点

軌道と合同となる．
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4 主結果の証明の概略

主結果の証明は， type(K), (A), (N)に分けて行う.type (K)ー作用の正則軌道， type(A)ー作用

の極小でない軌道が弱鏡映にはなりえないことはすぐに分かる.type (A)ー作用の極小軌道が弱鏡

映となることは，ルート空間分解を用いて比較的容易に示すことが出来る (cf.[4]).本稿では，弱鏡

映軌道を持つ作用の分類が特に難しい type(N)ー作用に焦点を当て，分類の手法を紹介する．

以下， M=G/Kを既約非コンパクト型対称空間， g=£ ① a① nを岩澤分解とする．このとき，

s = a① nはg内の部分 Lie環であり，対応する Gの部分 Lie群 SはM に単純推移的に作用する．

M への type(N)ー作用は， Sの然るべき余次元 1部分 Lie群による作用として実現できる．

定理 4.1([2]). ~E a, s, := (a e殴） EElnとする．ここで， eはgのKilling形式に閲する直交補

空間を表す．このとき，s,に対応する Gの連結部分 Lie群 s,による M への作用は type(N)ー作

用であり，逆に全ての type(N)ー作用は軌道同値なものを除いてこの方法で得られる．

以下では，各 ~Ea に対し， s,—作用による原点軌道 s,.o の弱鏡映性を調べる．まず， s,.o が弱鏡

映となる十分条件を与える.Mの制限ルート系に関する Dynkin圏形の自己同型が与えられたと

き，そこから a上の直交変換 Pが自然に誘導される．これを用いて次の十分条件が得られる．

補題 4.2.Dynkin 固形の自己同型が存在して，そこから得られる a 上の直交変換 P が P(~) = -~ 
を満たすならば， s,.oは弱鏡映である．

従って， M の制限ルート系が心(n2 2), Dn(n 2 4), 恥のときはこの方法で弱鏡映等質超曲面

を構成することができる．

次に， s,.oが弱鏡映となるための必要条件を与える一般に，弱鏡映部分多様体は austere部分

多様体であるから，あらかじめ austereとなるものを分類し，それらの弱鏡映性を調べれば良いこ

とが分かる.Mの 0における接空間 T。(M)を5 と同一視すると，くは s,.oの法ベクトルとみなせ

る-~ に関するシェイプ作用素 A,の性質として次が成り立つ．

補題 4.3([2]). A, = ad, ・

これとルート空間分解を用いると，比較的容易に austere性を調べることが出来る．

次に， austereであって弱鏡映でない部分多様体を識別するために，より強い判定条件を与える．

どを M の制限ルート系， Aを単純ルート系とし，次のように記号を設定する．

• <I>, := { a E A I a(~) = O}. 

• 各 a=c1a1 +・ ・ ・+ c凸 E~U{O}に対し， Lv,(a):= I:a,EA¥虹“

• gi :=〶Lve(a)=i 恥 (g。は a のルート空間）．

このとき，④iE応 0ずはs,内の部分 Lie環であり，補題 4.3より， A,はこの直和分解を保つ．こ

れを用いて，次の必要条件が得られる．
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定理 4.4.上記の設定のもと， s,.oが弱鏡映のとき，各 A山枷： it→ giはaustere.

各対称空間に対してこれらの十分条件，必要条件を適用することで定理 3.1の分類が得られる．

定理 4.4により， austereであるが弱鏡映でないような等質超曲面の例は多数得られているが，こ

の定理の逆の反例は現時点では見つかっていない．この必要条件の十分性を調べることや，階数 4

以上の対称空間内の弱鏡映等質超曲面を分類することは今後の課題である．

5 Example : S15(良）/S0(5)の場合

この章では，簡単な例として SL5(戦）/S0(5)への type(N)ー作用であって，軌道が弱鏡映とな

るものを具体的に構成，分類する． この場合，制限ルート系は A4型である．単純ルート系を

A:= {a1,a2心 3,a4}とし，対応する aの双対墓底を {H1,H汽H3,Hりとおく.SL5(良）/S0(5) 

への type(N)ー作用であって， austereとなるものを分類すると，以下のようになる．

命題 5.1.~=a圧+bH2 -bH3 -aH4, 2H1 -2か+H4'2H1 -H2 -炉＋がのとき， Se.o

はaustereである．逆に， SL5(罠）/S0(5)への type(N)ー作用であって，軌道が austereとなるもの

は，軌道同値なものを除いてこれで全て得られる

これらのうち，~= 2H1 -2H3 + H4'2H1 -H2 -H3 + H4のときは定理 4.4の条件を満たさ

ないため， Se.o は austere であるが弱鏡映でない．残りの~= aH1 + bH2 -bH3 -aH4の場合は，

補題 4.2を用いて Se.oの弱鏡映性が示される以上より次が従う：

命題 5.2.~=aが+ bH2 -bH3 -aH4 のとき， s~.o は弱鏡映である．逆に， SL5(股）/S0(5)へ

のtype(N)ー作用であって，軌道が弱鏡映となるものは，軌道同値なものを除いてこれで全て得ら

れる．

この例では，弱鏡映等質超曲面が連続的に存在する．これは非コンパクト型対称空間の場合の特

有のものであり，コンパクト型対称空間では起こりえない現象である．
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