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共形ケーラーアインシュタイン・マックス

ウェル計量およびその一般化について＊

1 概要

埼玉大学大学院・理工学研究科小野肇

Hajime Ono 

Graduate School of Science and Engineering, 

Saitama University 

(M,J)をケーラー計量を許容する複素多様体とする.ApostolovとMaschlerは

[2]において，次の3つの条件を満たすM上のエルミート計量0のことを共形ケー

ラー，アインシュタイン・マックスウェル計量 (cKEM計量）と呼び，その存在

問題を， Donaldson—藤木型のモデル（無限次元のモーメント写像）により表現し，

存在のための障害として-=木型の積分不変量 (cKEM-二木不変量）を定義した．

l. M 上の正値coo級関数fが存在して， g=f切は M 上のケーラー計量と

なる．

2. gのスカラー曲率 Sgは定数である．

3. M 1:: のベクトル場Jgrad9fは， g,gのどちらに関してもキリングベクトル

場である．

本稿ではまず，幾何学的不変式論 (GIT)における Kempf-Nessの定理とその

周辺について，必要と思われる部分を復習する続いて，その無限次元版の 1つ

である Donaldson—藤木型のモデルを再考し，それをもとに， cKEM 計量の概念や，

二木型不変量，松島・リヒネロビッツ型の定理などを一般化する ([9]).次に，一

般化された cKEM計量に対する「volumeextremization」について解説する最

後に，最近Apostolov-Calderbankにより指摘された，一般化された cKEM計量と

extremal佐々木計量の関係 ([1])について紹介する．

＊本講演の内容は二木昭人氏（清華大学）との共同研究に甚づく． また，本研究は科研費

(17K05218)の助成を受けたものである．
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2 GITとモーメント写像

まず， GITの意味での安定性の概念は，幾何学的対象のモジュライ空間（代数

群による「よい」商）を考える際に重要であり， Mumfordにより専入された（例

えば [12]参照）：

定義 2.1.X C <C戸を複素部分多様体とする.U(N + 1)のコンパクト部分リー

群 Kの複素化G= Kc c GL(N + l;<C)がX に作用しているとする.pEXに

対して， pのリフト pE (CN+l ¥ {0}のG-軌道G.p C (CN+lが閉集合であるとき，

pはG-polystableであるという．

簡約群 Gによる Xの廂をそのまま考えてしまうと「良い」商空間は得られな

い GITの意味での商空間X//Gとは， Xから安定ではない元（商をとる際悪さ

をする）を取り除いてしまって，安定な元の軌道全体をパラメトライズような空

間であるしたがって，いつ安定になるかを判定することが重要になるが，それ

をシンプレクティック幾何を用いて判定するのがKempf-Nessによる次の定理で

ある：

定理 2.2(Kempf-Ness). X今 c戸を複素部分多様体とする.U(N + 1)のコン

パクト部分リー群Kの複素化 G= Kc c GL(N + l;<C)がXに作用していると

するさらに， Kの(X,し＊咋s)への作用はハミルトン作用であるとする． （モー

メント写像を μ:M→£*とする．）このとき，

pEXはG-polystable←=} G-pnμ ―1(0) =I= 0 

である1.

これにより， GIT商とシンプレクティック簡約が等しいことがわかる

また，この有限次元の状況でも， G-pnμ―1(0)ヂ0となるためのいくつかの障

害が存在する： gp Cg, £p C£ をpのstabilizerのリ一環とする．

1. G-pnμ ―1(0) =I= 0⇒ gp =£p① 《可£p

2. G-pnμ ―1(0) =I= 0⇒ F三 0,ここで

F: 9p→ <C, F(A) := -✓ 可Ttace(μ(p)A)

3. Hilbert-Mumford criterion 

Do叫 dson,藤木による無限次元モデルを考えた場合 1は松島・リヒネロビッツ

の定理， 2は二木不変量， 3はYau-Tian-Donldson予想にそれぞれ対応している．

1本当はモーメント写像μの採り方には多少の不定性があるので，μをしかるべき形で決定し
ておかないとこの主張は正しくないが，ここでは詳細は省略する．
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3 cKEM計量の一般化

複素曲面においては， cKEM計量はEinstein-Maxwell方程式の強エルミート解

に対応しており ([10,11]などを参照），重要な対象であるしかし，果たしてそ

の高次元化として，上に挙げた cKEM計量の定義が良いかどうかは今現在不明で

あるそこでまず， cKEM計量に関する Donaldson藤木型モデルについて復習し

よう [2].

(M, Ji。,w)を複素 m次元コンパクトケーラー多様体， Gをreduced自己同型群

Autr(M, Ji。)の極大トーラスとするこのとき，

:T:={J:M上の複素構造IG-不変， w(J・， J・） = w(・, -)} 

にはG同変ハミルトン微分同相群Ham0(M,w)が作用する.J E Jに対し， G不

変なケーラー計量gパ・，・):= w(-, J・）が定まるまた， JE Jにおける「接空間」

TJJは

{j E「(EndTM)I jJ + Jj = O,w(j., .) +w(-, j.) = O} 

の部分空間であるとしてよいそこで，正値関数fE C00(M)で， wに関する fの

ハミルトンベクトル場X1がGのリ一環gに属するもの（このとき fをキリング

ポテンシャルとよぶ）を 1つとり固定するこのとき，

1 
切，1-2m(ぷ，み）：= 2 J tr(J鱈）j1-2m_ 

Wm  

M m! 

はJ上のシンプレクティック形式を定める

定理 3.1([2]). Ham0(M, w)の(:T,切，l-2m)への作用はハミルトン作用であり，

J→ 〈s幻― CJ,-1-2m,・ 〉f,-1-2m

がモーメント写像であるここで，

幻＝靡い〉f,-1-2m:= L匹f―1-2m~, <p, 心E(C00(M))° 

であり，

CJ-Hm ,~L 知，,!—,-,m~ 

, /1―1-2m竺
M ml 

はJE .:Jの採り方によらない定数である．

このモデルにおいて， cKEM計量はモーメント写像の零点と同一視できる．ま

た，この定理より Gのリー環g上の線形関数

Fut1(H) :=〈SgJ,f- Cj,-1-2m, h〉J,-1-2m, h : Hのハミルトン関数



72

がJの採り方によらず定まり， gJ,fがcKEM計量となる Jが存在するとき Fut1= 0 

である

さて，上の定理で fのべきとして現れる 1-2mやー1-2mは自然なものだろ

うか？まず任意の実数 aに対して

恥（ぷ， j2):= 1 j tr(J且）r竺
M m! 

と定義すると， j上のシンプレクティック形式を定めることがわかるまた，実数

b に対して， (Ccxo(M)匹上の内積〈・，•いを

い〉f,b:= J匹l
Wm 

M m! 

により定義することもできるこのとき，上の定理と全く同様に次のことがわか

る生

定理 3.2([8, 9]). Ham0(M, w)の(:T,切，a)への作用はハミルトン作用であり，

J→ 〈SJ,f,a,b-CJ,a,b, ・ 〉f,b

がモーメント写像であるここで，

であり，

SJ,f,a,b := r-b-2{f2s9J + 2aj△, Jf -a(a - l)ldfl~J (3.1) 

CJ,o,b ,~L Sc,J,o,d'~ 

J『三
M m! 

はJE Jの採り方によらない定数である．

この定理より Gのリ一環flJ::: の線形関数

Futf,a,b(H) :=〈SJ,J,a,b-CJ,a,b, h〉J,b, h: H のハミルトン関数 (3.2) 

がJの採り方によらず定まり， SJ,J,a,bが定数となる Jが存在するとき Futf,a,b= 0 

である．

また， Sj,J,a,bが一定となる Jの存在に関する松島・リヒネロビッツ型の障害につ

いては， [8]において証明されている

例えば， a= 1 -2m, b = -1 -2mのとき SJ,J,a,b= SgJ,fであり， SJ,J,a,bが一定

であることはgJ,fがcKEM計量であることを意味する．一般の (a,b)に対しては

SJ,J,a,bはある計量のスカラー曲率とはならない．したがって， SJ,J,a,bの幾何学的

2[9]ではより一般の場合の主張が述べられている
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意味は，今現在ではあまりよくわからない．しかし，特定の (a,b)については幾何

学的の興味深い意味があることは 5章で紹介するまた，単に「複素曲面上のア

インシュタイン・マックスウエル方程式の強エルミート解の高次元化」と考える

と， a(2)= -3, b(2) = -5となる関数 a(m),b(m)に対して SJ,t,a(m),b(m)が一定と

なるものを考える意味はある

4 Volume extrem1zation 

cKEM計量はスカラー曲率一定計量であり，したがって，正規化されたアイン

シュタイン・ヒルベルト汎関数EHを共形類に制限したものの臨界点であるま

た，正規化されたアインシュタイン・ヒルベルト汎関数は

柘：= {9J,J I J E J} 

上一定であることがわかるしたがって，もし H1にcKEM計量が存在したとす

ると，キリングポテンシャルfは

｛キリングポテンシャル｝ぅ h→EH(gJ,h) 

の臨界点であるつまり，この閲数の fにおける第一変分はH1にcKEM計量が

存在するための障害を与える実は，それがFut1に一致する [5].この事実を，佐々

木・アインシュタイン計量の存在問題における volumeminimizationに倣って，

本稿では cKEM計量の volumeextremizationと呼ぶことにする．

全く同様に，次が成り立つことがわかる．まず， M 上の正値関数 hE C00(M) 

および， aヂ0,-1, b -=f-ー 1に対して

とおく．

SJ,h,a,b hb+l 
Wm  

訊，.(J,h),~L 面
(L 炉+1~) 声

定理 4.1([7]). 1. 固定された Jに対して， hがEHa,b(J,・)の臨界点であるた

めの必要十分条件は SJ,h,a,bが定数であることである．

2. fがキリングポテンシャルであるとき， EHゅ(J,f)はJE .:Jによらず一定

である．

3. キリングポテンシャルの集合上の関数EHa,bをEHa,b(f):= EHa,b(J, f)に

より定義した時 EHa,bのfにおける第一変分はFutf,a,bの定数倍に等しい．
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例として， m次元コンパクトトーリックケーラー多様体に対して EH1-2m,-1-2m

は次のように求まる (M,J,g)をm次元コンパクトトーリックケーラー多様体

とし，△ c股m をそのモーメント像とする．このとき，

(K, a) E Pim c:c:'{JK,a(μ) :=言臼+a I f K,a > 0 on△ } (4.1) 

に対して，

J 2!-2dr, 
EH1-2m,-l-2m(K, a)= 

41r fJ△ fK,a 

(m!)よ(1△ fい）三
(4.2) 

となることが分かる (cf.[2] or [5].)特に， m=2のとき，

EH ,, ,(a., b, c)'~Sn'(1• (aμ,+: 即 +c)'da)'

J f _ , 1~, _¥,1 dμ 
△ 

(4.3) 

の臨界点 (a,b,c)EPJ;.2を求めれば， (a,b, c)に関する cKEM-二木不変量は消え

る （もちろん，蹄界点以外の (a,b,c)については cKEM計量は存在しない）

cP2,cp1 x cP1, c戸の 1点ブローアップについての計算結果は以下のとおり

である：

•M=C戸：この場合は，定数倍と平行移動を除いて，△は 3点 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 

の凸包である. EH: P'f,2/恥→ 股の臨界点は [(O,0, 1)]のみである． これは

Fubini-Study計量に対応しており，この他にはr2_不変な cKEM計量は存在し

ない

• M = CP1 x CP1 : p 2 1に対して今を (0,0), (p, 0), (p, 1), (0, 1)の凸包と

する．

1さPさ2のときは， EHは唯 1つの臨界点 [(O,0, 1)]を持つ．これは，定曲率計

量の直積計量に対応しており，この他にはTえ不変な cKEM計量は存在しない

一方， p>2の場合は， 3つの臨界点3

[(0,0,1)], [(士1,0,H✓iS 干 p))l 
を持つ.[(0,0,1)]は定曲率計量の直禎計量，残りの 2つの臨界点は LeBrunによ

る例 ([10],または， 2章の m= 2のケース）に対応しており，この他にはTえ不

変な cKEM計量は存在しない．

3この場合は EHは凸にならない！！
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•M=C戸の 1 点ブローアップ： O<p<lに対して今を (0,0), (p, 0), (p, 1-

p),(0,1)の凸包とする．

O<p<lに対して，

[(1,0,2~)2)] 

はEHの臨界点である.LeBrunの例 [11]がこれに対応する．

~<p<l の場合にはさらに 2 つの臨界点

[(—1, o,"2(:: ::-二）］
が存在する．これも LeBrunの例 [11]が対応している．

次に O<a</3く 1を

F(p) := p4 -4p3 + 16p2 -16p + 4 = 0. 

の実解とする.0::::; p さ〗のときは，最初に挙げた臨界点しか存在しない
しかし， O<p<aのときは，最初に挙げた臨界点の他に 2つの臨界点

(4.4) 

(4.5) 

［（忙ー 4p+2 土《回祠，土2✓回祠，p2+ 2p-2干《亨）] (4.6) 

が存在するこの場合は cKEM-=木不変量は消えるが，今現在，対応する cKEM

計量が存在するかどうかはわかっていない4_

一般の EHa,bも，上の計算と全く同様に， P『上の有理関数となり，基本的に

は全く同様に Futf,a,bが消える fを求めることができる．

5 Extremal佐々木計量との関係

さて， (3.1)で定義された SJ,J,a,bは一般の a,bに対しては幾何学的な意味は明確

ではないしかし， a= -m -1, b = -m -3の場合に Apostolov-Calderbank[1] 

により， extremal佐々木計量との関連があることがわかったのでここで簡単に紹

介する互

(M,L)を偏極多様体とし，ケーラー形式はwE c1(L)とする．このとき， L上に

は曲率が wとなるエルミート内積が一意に定まり， L*の単位ベクトルからなる

31_束 1r:S(L*)→ M上には自然に regularな佐々木構造 ('f/,ふ屯g)が入るここ

4実はこの場合には cKEM版 K安定性であることを数値的に確認できる [7](ただし厳密な証

明は今のところ出来ていない．）これと， [2]の結果を合わせると cKEM計量の存在が言える
5m  = 2のときは a=-3,b = -5であり， cKEMと一致するこの a,bの採り方のほうが，

cKEMよりも，アインシュタイン・マックスウエル方程式の強エルミート解の高次元化としてよ

いのかもしれない．
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で，接触形式nは曲率形式がw となる接続形式，くは 31_作用の generatorである．

また，佐々木計量gは

g = drJ o (<PRid) + rJRrJ 

により与えられるここで，キリングポテンシャルfが与えられたとするこのと

き， S(L*)上に新たに佐々木構造（が，豆炉，gりが与えられる ([1]では CR-twist

と呼ばれ，また， Boyer-Galickiの本 [4]では deformationof type Iと呼ばれる．）

ここで， 

が＝（デf)―IT/,が=(1r*f)~+(ふ）ho! ((to! : 水平リフト），炉＝炉如(e。が），

gf =dが o(<I:>1 @ id) +がRが

であるもちろん，一般のキリングポテンシャルに対して（叫召炉，gりはirreg-

ularである．横断的ケーラー構造に関するスカラー曲率の変換公式6より，次が得

られる．

定理 5.1([1]). gfがextremal佐々木計量ことと， SJ,J,-m-l,-m-3がキリングポテ

ンシャルであることは同値である．

特に，複素曲面上の cKEM計量に対し， SJ,f,-3,-5は定数であるから，今まで知

られていなかった 5次元extremal佐々木計量が得られる．
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