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1 Introduction 

空間は正則な T1-位相空間とし，積空間はすべて通常の積空間 (Tychonoff積）を考えて

いるものとする．股は実数直線， IIは股の部分空間としての閉区間 [O,1]を表す．

空間 Xから IIへの連続関数 f:X→l1があって， U= {x EX: f(x) > O}となるよう

な集合 Uのことを X におけるコゼロ集合とよぶ

空間 X,Yの積空間 XxYを考えているとき，ある EcXとFcYに対して ExF

で表せるような XxYの部分集合を， XxYにおける長方形とよぶ表記を簡潔にする

ため，今後長方形と言ったら，空でないことが仮定されているものとする．積空間 XxY

における長方形 ExFがXxYにおいて閉集合（コゼロ集合）になるためには， EがX

の閉集合（コゼロ集合）であり， FがYの閉集合（コゼロ集合）であることが必要十分であ

る．そのような ExFはXxYの閉長方形（コゼロ長方形）とよばれる．

積空間 XxYが長方形的であるとは，有限個のコゼロ集合（長方形でなくてもよい）か

らなる XxYの任意の被覆が，コゼロ長方形からなるぴー局所有限な細分をもつことを意

味する．長方形的積空間の概念は 1975年に Pasynkovによって導入されたもので，次元論

に関する次の定理はよく知られている．

定理 1.1([10]). 完全正則空間 X,Yの積空間 XxYが長方形的ならば，不等式

dim(X x Y)'.S dimX + dim Y 

が成り立つ．

＊本研究は科研費（課題番号：19K03606, 17K05351)の助成を受けたものである．
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この講究録に掲載の別稿「順序数によるある積空間の基数関数による特性化定理」 [7]

でも述べている通り，次の定理が成り立つ．ここで， e(X)は空間 Xのextentを表す．

定理 1.2([7, 定理 4.1]).弱到達不可能基数は存在しないと仮定する順序数の任意の部

分空間 A,Bに対して，次は同値である．

(a) Ax Bは長方形的積空間である．

(b) Ax Bの任意の閉長方形 A'xB'に対して，等式 e(A'xB') = e(A')・e(B')が成

り立つ．

この定理の (a)から (b)を導くには，次の 2つの事実がわかれば十分である．

事実 1.3.A',B'が順序数の空でない部分空間で， A'XB'が長方形的積空間ならば，

e(A'x B') = e(A')・e(B')が成り立つ．

事実 1.4.A,Bが順序数の部分空間で， AxBが長方形的積空間ならば， AxBの任意の

閉長方形 A'xB'も長方形的積空間である

上記の 2つの事実のうちで，新たな証明を要したのは事実 1.3の方だけである．という

のは，可算パラコンパクト空間の閉集合が可算パラコンパクトであることは明らかなので，

事実 1.4の方は，次の知られている定理から直ちに導かれるからである．

定理 1.5([8]). 順序数の部分空間 A,Bについて， AxBが長方形的積空間であることは，

AxBが可算パラコンパクトと同値である．

A,B: 順序数の部分空間， A'xB'がAxBの閉長方形のとき：

AxBはrectangular ⇔ AxBは可算パラコンパクト

-U-

A'xB'はrectangular ⇔ A'xB'は可算パラコンパクト

事実 1.4を導くときに使った定理 1.5は，順序数の部分空間の特殊性に多分に依存し

ている．そこで，順序数の部分空間に限らず，一般の空間 X,Yによる長方形的な積空間

XxYにおいて，長方形 X'xY'がまた長方形的積空間になるための十分条件にはどの

ようなものがあるかを考えてみた．そして，次の事実が成り立つことに気付いた．

事実 1.6.長方形的積空間 XxYにおける長方形 X'xY'について，もし X'xY'が

XxYにおいて C*-embeddedであるならば， X'xY'は長方形的積空間である．
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ここで， C*-embeddedの定義を確認しておこう． 空間 X の部分集合 E が C*-

embedded (C-embedded, P-embedded)であるとは， Eから lI(良任意のバナッハ

空間）への連続関数が， X上の連続関数に拡張できることである

3種類の埋め込み性の間には，次の implicationが成り立つ．

P-embedded⇒ C-embedded⇒ C* -embedded 

Tietze-U rysohnの拡張定理としてよく知られているように，

• 空間 Xが正規であること，

.xの任意の閉集合が C*-embeddedであること，

•X の任意の閉集合が C-embedded であること，

は互いに同値である．

同様に，

• 空間 Xが族正規であることと，

•X の任意の閉集合が P-embedded であること，

が同値であることも知られている [l](Dowkerの拡張定理）．

この 2つの拡張定理が成り立っためか，部分集合が特に閉集合であるときに，それが

C* -, C-, P-embeddedであるかどうかが考察されることが多いようである．

2 元埋め込みとレトラクト

前節では，事実 1.4が定理 1.5から導けること，そして，順序数の部分空間のような特殊

な空間に限らず，より一般の空間を対象とした事実 1.6が成り立つことについて言及した．

それでは，定理 1.5を使う代わりに，事実 1.6を使って事実 1.4を導くことができるだろ

うか？

疑問 2.1.A, Bが順序数の部分空間で AxBが長方形的積空間であるとき， AxBにお

ける任意の閉長方形 A'xB'はAxBにおいて C*-embeddedか？

この疑問に答えるには， 7r-埋め込みやレトラクトの概念が有用である．

定義 2.2([11]). 空間 X の部分集合 X'が 1r-embeddedであるとは，任意の空間 Yに

対して， X'xYがXxYにおいて C*-embeddedであること．
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距離空間や，局所コンパクトなパラコンパクト空間においては，任意の閉集合が 7r-

embeddedであることが知られている [9,12]. 一方，一般順序空間における閉集合が

1r-embeddedでないこともある例えば， Michaelline閏において，有理数全体の集合 Q

は1r-embeddedではない閉集合である [9].順序数の部分空間は一般順序空間の中でも特

殊なものであるが，これについては次のことが知られている．

定理 2.3([3]). Aが順序数の部分空間ならば， Aにおいて任意の閉集合は 1r-embedded

である．

定義 2.4.空間 X の部分集合 X'がレトラクトであるとは， X から X'への連続写像で，

X'の各点を動かさないものが存在すること．

X'が空間 Xのレトラクトならば，明らかに，

• X'はX において P-embedded(特に C*-embedded)である，

• 任意の空間 Yに対して， X'xYはXxYのレトラクトであり，よって， XxYに

おいて C*-embeddedである．

ゆえに，空間 X における任意のレトラクトは， X において 1r-embeddedである．

定理 2.3は次のように一般化されている．

定理 2.5([2]). Aが順序数の部分空間ならば， Aの任意の空でない閉集合は Aのレトラ

クトである．

1r-embddedな部分集合やレトラクトについて，次の事実が成り立つことは容易にわ

かる．

事実 2.6.n E w で，各 k<n に対して， x~ が空間ふにおける Jr-embeddedな部分集

合であるならば， X'=Ilk<n況は X = Ilk<nふにおいて C*-embeddedである．

事実 2.7.各入 EA に対して， x~ が空間 X入のレトラクトならば， X'=TI入EA欧は

X=TI入EAふにおけるレトラクトである，よって， X'はX において C*-embeddedで

ある．

定理 2.3と事実 2.6を使ってもよいし，定理 2.5と事実 2.7を使ってもよいが，いずれに

しても，次の系が得られる．

系 2.8.n E w で，各 k<n に対して， Ak は順序数の部分空間， A~ はAkの閉集合とす
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るこのとき， ITk<n位は ITk<n心において C*-embeddedである．

この系から，疑間 2.1に対する肯定的な答えが得られる．ここでは AxBが長方形的租

空間であることは，仮定から外してしまってよい．

系 2.9.A,Bが順序数の部分空間ならば， AxBにおける任意の閉長方形 A'xB'は

AxBにおいて C*-embeddedである．

このことから，事実 1.4を導くには，定理 1.5を経由する代わりに，事実 1.6を使っても

よいことがわかる．

3 一般順序空間の積における C*-embedding 

前節で述べたように， A,Bが順序数の部分空間であれば， AxBにおける任意の閉長方

形 A'xB'はC*-embeddedである．また， AxBにおいて C*-embeddedな任意の閉集

合（長方形でなくてもよい）は P-embeddedであることも分かっている [6].順序数の部分

空間は一般順序空間の特殊なものであるので，一般順序空間においても同様のことが成り

立つかどうかを考えるのは自然であろう．

疑問 3.1.X,Yは一般順序空間とする．

(1) Xx  Yにおける任意の閉長方形 X'xY'はC*-embeddedか？

(2) Xx  Yにおける C*-embeddedな任意の閉集合は P-embeddedか？

一般には (1)の答えは Noである.Michael line M, その部分空間としての有理数全体

の集合 (Q,実数直線股の部分空間としての無理数全体の空間 1P'について， M X IP'は一般

順序空間の積で， (QX JP'はその閉長方形であるが， C*-embeddedではないからである [9].

そこで，間をとって，片方は一般順序空間，もう片方は順序数の部分空間の場合の積空間を

考えてみた．更に，長方形的積空間であることも仮定すれば，疑間 3.1の答えが肯定的であ

るという結果を得ることができた

定理 3.2.X は一般順序空間， Bは順序数の部分空間で， XxBは長方形的積空間である

とすると，次が成り立つ．

(1) Xx  Bにおける任意の閉長方形 X'xB'はC*-embeddedである．

(2) Xx  Bにおける C*-embeddedな任意の閉集合は P-embeddedである．
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ここから派生する問題として，次のようなものが考えられるが，現時点で筆者たちは答

えを得るに楽っていない．

問題 3.3.Xx  Bが長方形的積空間であるという仮定なしで，定理 3.2と同様のことが成

り立つか？

問題 3.4.一般順序空間 X,Yの長方形的積空間 XxYについて，

(1) Xx  Yにおける任意の閉長方形 X'xY'はC*-embeddedか？

(2) Xx  Yにおける C*-embeddedな任意の閉集合は ?-embeddedか？

尚，先ほどの疑問 3.1(1)の反例M X JPは長方形的積空間ではないので，問題 3.4(1)の

反例にはなっていない．

一般順序空間は単調正規空間の特別なものである．

問題 3.5.単調正規空間 X と順序数の部分空間 Bの長方形的積空間 XxBについて，

(1) Xx  Bにおける任意の閉長方形 X'xB'はC*-embeddedか？

(2) Xx  Bにおける C*-embeddedな任意の閉集合は ?-embeddedか？

長方形的積空間という仮定をはずして，巨大基数の存在を仮定すれば，問題 3.5(2)の反

例が存在する空間が非孤立点を高々 1つしかもたないないとき，その空間はほとんど離

散であるというほとんど離散な空間は単調正規かつパラコンパクトである．

定理 3.6([4]). 可測基数 K に対して，ほとんど離散な空間 xi,,が存在して， X1,,X K, にお

いては， C-embeddedだが ?-embeddedではない閉集合が存在する．

一方，長方形的積空間の仮定を保持すると，問題 3.5(2)の反例で Xがほとんど離散な

空間であるようなものは存在しないことが次の定理からわかる．

定理 3.7 ([5, Theorem 6.6], [13, Theorem 4.2]). 単調正規空間 X とほとんど離散な空

間Yの積空間 XxYが長方形的ならば， XxYは族正規である（よって， XxYの任

意の閉集合は P-embeddedである．）
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