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Faber [2]において，順序位相空間の辞書式順序積の第二可算性が特徴付けられている。

また，同文献で辞書式順序積 2竺通常の Tychonoff積炉とカントール集合 Cは互いに

同相であることが示されている。したがって，辞書式順序積 2wは第二可算であることが

わかる。次は簡単に示せる。

• Tychonoff 積 2w1 の weight は ~l である。

• Tychonoff積 2w1とTychonoff積 2w1+lは同相である。

予想 1.1.次が予想される。

(1) 辞書式順序積 2立の weight は ~l である，

(2)辞善式順序積 2w1と辞書式順序穣 2出 +1の weightは一致する。

最近， [8]において，一般順序位相空間の辞書式順序積が定義された。この概説では、一

般順序位相空間の辞書式順序租の weightの計算式を与え，上の予想を考察する。

まず，基本的な概念について述べたい。集合論や位相の基本的な概念は Jech[4], Kunen 

[11]や Engelking[1]に従い、集合論と言えば選択公理を含む ZFC-集合論を意味する。
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順序集合〈X,<x〉は{(←,x)x : x E X} U {(x, →） X : X E X}を準基とする

自然な順序位相と呼ばれる位相入を持つここで (x, →） x = {z E X : x <x z}, 

(x,y)x = {z EX: x <x z <x y}, (x,y]x = {z EX: x <x zさXy}等である。三つ

の組〈X,<x,入〉は順序位相空間と呼ばれ，単に X と書くこともある。よく知られている

ように，実数恥や有理数 Qは順序位相空間である。

一方，三つの組〈X,<x,T〉は次の二つの条件をみたす時，一般順序位相空間と呼ばれ，

同様に単に X と書くこともある。

• 〈X,<x〉は順序集合である。

● T は X 上の乃位相で，凸集合からなる碁底を持つ。

この時，位相 Tは自然な順序位相入より強い（入 CT)ことが簡単にわかる。 Sorgenfrey

line§ や Michaelline M は一般順序位相空間であるが，順序位相空間でない典型的な例

であることが知られている。一般順序位相空間については [12]を参考にするとよい。

w は最小の無限順序数を， W1 は最小の非可算順序数を表すことにし、順序数と言え

ばその通常の順序による順序位相空間と考えることにする。また、一般にギリシャ文字

a, /3,'Yふ・は断らない限り順序数を表すことにする。 cfaは順序数 aの cofinalityを

表し， cfa= aの時， aは正則順序数と呼ばれる。ある順序数 8の直後(=8 + I)となる

順序数 aを後続順序数と言い、後続順序数 aの直前を a-1と表す。 0でも後続順序数

でもない順序数を極限順序数と呼ぶ。 IXIは集合 X の濃度を表し、 al =aをみたす順

序数 a は基数と呼ばれる。正則順序数は基数である。 w や W1 は基数であることを強調

して，それぞれ R。,~1 と表すこともある。 ~Q'ま a 番目の無限基数を表す。 K を基数と

する時，宏で K のべき集合全体の濃度を表す。

各 aくァに対して，順序位相空間 X。が与えられたとき，その積 X= Iln<'YXnに辞

書式順序と呼ばれる順序 <xを次のように定義する： x,x'EXに対し， x<xx'を

ある aくァが存在して， x「a=x'「aかつ x(a)<x。x'(a)が成立することとする，

ただし， xを列〈x(/3): /3 <'Y〉とみなし， x「a=〈x(/3): /3 < a〉とする。

X =〈X,<x,T〉を一般順序位相空間とし、入を自然な順序位相とする。

x+ := {x EX: (←，x]x ET¥入｝

x-:= {x EX: [x, →） XE T¥入｝

とおくと、明らかに次がわかる。
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•X が順序位相空間であることの必要十分条件は x+ux- = 0となることである。

そこで，

X* :=x-x {-l}UX x {O}ux+ x {1} 

とおいて、 X*に辞書式順序 <x*を入れて X*を順序位相空間と考える。ただし， X*

の辞書式順序とは Xx{-1,0,1}上の辞書式順序の X*への制限順序である。もちろん

-1 < 0 < 1である。この定義において， X=〈x,O〉と考え， X を X x{0}と同一視す

る。従って、 X* =x-x {-l}uxux+ x {1}と考える。特に XcX*である。次

は明らかである。

•X が順序位相空間なら X* =Xである。

• 順序 <x• は順序 <xの拡張で，位相空間〈X,T〉は自然な順序位相空間 X*の桐

密な部分空間である。．

その他の X*の性質については [13]を参照するとよい。

以上の概念を利用して，一般順序位相空間達の辞善式順序積が定義できる ([8])。各

aくァに対して，一般順序位相空間 Xaが与えられたとき， x= IT"'<'Yx~ は辞書式順序

位相空間となるが， X = ITa<'Yふにその制限順序と部分空間位相を付与することで X

は一般順序位相空間となる。この X を一般順序位相空間 Xa達の辞書式順序租という。

これから先，積 IT°'く'Yx°'を扱う場合は常に 2::::;'Yと2::::;IX叫(a<'Y)を仮定する。一

般順序位相空間達の Tychonoff積や辞書式順序積については [3,6, 7, 9, 10]を参考にす

るとよい。

2 辞書式順序積の weight

[2, Theorem 4.3.1]では順序位相空間達の辞書式順序積の第二可算性が次のように特徴

付けられている。

定理 2.1.[2, Theorem 4.3.1] X = TI X は順序位相空間達の辞書式順序積でa<'Y°' 
IXI 2:N。とする時， X が第二可算であることの必要十分条件は次が成立することである。

(1) "(SW, 

(2)もし 'Y= wならば，すべての aくァについて IXalSN。,

(3)もし 'Y< w ならば， x'Y-1は第二可算かつ，すべての a<"(-1について Xaは

可算。
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この定理を改良するため，いくつかの考察から始める。 X を位相空間とする。

w(X) := min{IBI : Bは X の開基｝

d(X) := min{ D : D は X で桐密｝

とおく。 w(X)は X の weightと呼ばれ， d(X)は X の densityと呼ばれる。一般順序

位相空間の weightとdensityの関係は次の補題のように与えられる。ここで

Nj := { x E X : x < yと (x,y)= 0をみたす yEX が存在する｝

である。

補題 2.2.X を一般順序位相空間とすると

w(X) = max{d(X), INjl, 1x+1, IX―} 

が成立する。

この補題は一般順序位相空間の開堪 (weight)は部分集合（桐密部分集合， Nj,x+,x-

達）からコントロールできることを示している。辞書式順序積で開基を直接扱うのは難し

いが、この補題を利用することで次の二つの補題がわかる。

補題 2.3.X = X。xふは二つの一般順序位相空間の辞書式順序積で IXI2: N。をみた

し， K は無限基数とする。この時 w(X)st,, であることと,IX。Is K, かつ w(ふ） s K, で
あることは同値である。

補題 2.4."/を極限順序数とする。 X = Ila<,x。は一般順序位相空間達の辞書式順序

積で IXI2:: N。をみたし， K は無限基数とする。この時 w(X):::;;;,であることと，"/:::;I',, 

かつ、各 /3< "Iについて ITia:<:::fJ Xal :=:;;;, であることは同値である。

上の二つの補題から，次の主定理が得られる。証明については，後続順序数の場合が補

題 2.3から，極限順序数の場合が補題 2.4から得られると思えばよい。

定理 2.5.X = I1。ぐふは一般順序位相空間達の辞書式順序積で IXIミR。をみたすと

すると，

w(X) = { sup{I IT→ぬ： /3<1} 'Yは極限順序数

max{I ITa<,-l X叫，w(X,-1)} 'Yは後続順序数

が成り立つ。
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この定理を応用すれば，定理 2.1はそのまま一般順序位相空間達の辞書式順序積の定理

として拡張できる。また，この定理から次がわかる。

例 2.6.1 = 2に適用して， w(QX 股）＝蜘で w(股 X Q) = 2N。となることがわか

る。これは上の定理を使わなくても直接導くこともできる。また， w(wx [0, l)JR) =~。,

w([O, l)JR x w) = 2N。もわかる。ここで [O,1)股は戦の半開区間 [O,1)を意味する。

3 応用

ここでは上で得られた主定理を応用して、特殊な辞書積順序積の weightを実際に計算

してみよう。基数μ に対して，μ+はμ を超える最小の基数を表す。無限の基数入は基

数μ が存在して入=μ+と表されるとき，後続基数と呼ばれる。後続其数でない非可算甚

数は極限基数と呼ばれる。

基数 K と極限基数入に対して次の基数関数は集合論でよく利用される。

K,<入=sup{砂：μ は甚数でμ<入｝，

[4, p.52, (5.10)]を参照せよ。ここではこの基数関数の概念を拡張する。基数 K と順序数

7に対して基数関数炉:7を

応ぐ=sup{砂：μ は韮数でμ<"(} 

と定義する。例えば無限基数氏について次が成り立つ。

● 氏く 7ならば炉ぐ =2ぐ，

● "'S 2く氏 sK, 色 K,< K,cf尺

• 一般連続体仮設 (GCH)を仮定すれば， K が正則基数（すなわち cfK,=K,) であるこ

との必要十分条件は 2<れ=K, く尺 [4,Theorem 5.15]を見よ，

• 2<w = Ntw = N。,2<w+l = Ntw+l = 2N。,N戸=Ni, Ntw+l = N臼=2N。,
糊w1+1=2N1,...。

上で定義した基数関数を使えば，辞書式順序積 2"1'ただし 2={0,1}で 0< 1, の

weightは次のように計算できる。

系 3.1."(を無限順序数とすると辞書式順序積 2"1の weightは 2<"1となる。すなわち、

w(2'Y) = 2ぐ。
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例 3.2.上の系を適用すれば w(2w)= N。,w(2w+l) = w(2w1) = 2No, w(2叫 +1)= 

w(2勺 =2罰 w(2Ww)= 2<Nw 2沢などがわかる。もっと一般に，無限基数 K につい

て， w(2勺=2<ん 2K, が成り立ち，更に K,< "IさK,+ならば w(2'Y)= 2氏が成り立つこと

がわかる。

以上から，予想 1.1は次のように解かれた。

系 3.3.次が成立する。

(1)辞善式順序積 2凸の weightが N1であることは連続体仮説と同値である，

(2)辞書式順序積 2w1と辞書式順序積 2四 +1の weightが一致することの必要十分条

件は 2N。=2N1である。

系 3.1は次のように一般化できる。

系 3.4.X = ITa<-y Xaを一般順序位相空間達の辞書式順序積とし， K を無限基数とす

る。もし、各 aくァに対し， Xa='""が成り立つならば， w(X)=炉ぐである。

IQl=N。,|良I=ISi = 2N。に注意して上の系を適用すると

例 3.5.
w(的＝似o)<2
心） = (No)<w } = N。,
w(Qw+l) =似o)<w+l
心）＝似o)<w1 } = (N。応=2N。,
w(Q四 +1)= (No)<w1+l = (N。砂 =2叫

w(配） =w(§ り=(2No)く2

疇） = w(岱） = (2No)<w } = 2罰
w(野w+l)= w(§w+l) = (2N。)<w+l 
w(正） = w(§ 勺=(2N。)<w1 } = (2N。)N。=2N。,

w(応 i+l)= w(§ 叫 +1)=(2No)<w1+l =(2N。砂 =2州

また，順序数空間については，

例 3.6. • w(研） = w(ww) = N。,w(wr) = w(w'i') = N1, 

• w(ww+l) = w(ww1) = 2N。,w(w『+1)= w(wゃ） = 2No, 

• w(ww1 +1) = w(ww2) = 2判 w(w『i+l)= w(wf2) = 2叫

• w((叫）w+l) = (Nw)No >沢，
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• 一般連続体仮説を仮定すれば， w(2ら） = 2<ww = Nwが成り立つ。

系 3.3と同様に次がわかる。

系 3.7.次が成立する。

(1) w(§ り＝巡 w(訳）＝巡 w(ww+l)= N1や w(wwi)= N1はそれぞれ連続体仮

説と同値である。

(2) w(股W1)= w(股切+1),w(§wi) = w(§w1+1), w(wwi) = w(wwi+l)や w(wや）＝

w(w『1+1)はそれぞれ 2N。=2N1と同値である。

例 3.8."Yを無限順序数とすると，主定理から

(1) w(TI定 a<'Ya)= 2ぐ

が成り立つことが導かれる。よって，

(2) w(TI2~a<w a) = N。,w(I12年 <w+la)= w(TI2~a<w1 a)= 2N。,w(I12印＜叩+1a) 

= 2N1, ・・・，

(3) w(Tia<w Wa) = Nw, w(Tia<w+l Wa) = N翌＞沢，（基数の計算は [4,Lemma 5.9] 

を参照）。

4 辞書式順序積 2'Yの homogeneous性

位相空間 X が homogeneousとは，各 x,yEXに対して，同相写像 h:X → X で

h(x) = yをみたすものが存在することである。次は簡単にわかる。

• もし、位相空間 Xa逹 (aEA)が homogeneousならば， Tychonoff稼 ITaEAX°'

もまた homogeneousである，

• もし、位相空間 X が homogeneousならば，ただ一つの猜数氏が存在して任

意の XEX に対して x(x,X)= "'を満たす，ここで x(x,X)= min{IUI : 

U はェにおける近傍基｝で xにおける characterと呼ばれる， [1]を見よ，

• もし、位相空間 X が homogeneousで孤立点を持てば、すべての点が孤立点であ

る，したがって Aが無限集合であれば， Tychonoff積 2Aは homogeneousで孤立

点を持たない。
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特に Tychonoff積 2wは homogeneousであることがわかる。したがって辞書式順序

積 妍も homogeneousである。ここでは辞書式順序積がの homogeneous性について

考察する。 [5]で定義されたコンパクト順序位相空間の cofinalityの概念はこの考察に

有効である。 Lがコンパクト順序位相空間で xELとする。（←，X几の部分集合 A は，

各 y<xに対して， y:::;a をみたす aEA が存在する時， x に対して O—非有界と言う。

(x, →）L の部分集合に対する 1—非有界の概念も同様に定義される。

0-cfL x = min{IAI : Aは xに対して 0非有界｝

とおくと明らかに 0-Cf£Xは 0,1か無限正則基数となる。また， 0-cfLx=O(0-cfLX= 

1)は xは Lの最小元 (xは Lにおいて直後元を持つ）となることに注意しよう。通常

0-cfL Xは 0-cfXと表される。 1-cf Xについても同様に定義される。各 xELについて

x(x, L) = max{O-cf x, 1-cf x}が成り立つことや，辞書式順序積がはコンパクト順序位

相空間であることに注意しよう。

補題 4.1.2'Yを辞書式順序積で XE2'Yとすると次が成立する。

(1) X―1 [{1 }]は最大元を持たないとし， 8= supx―1 [{1}]とおくと， 0-cfX = cf 8が

成立する，ここで sup0= 0で cfO= 0と考える，

(2) X―1 [{1}]が最大元を持てば 0-cfx= 1が成立する。

上の補題で 0と 1を入れ替えることで， 1-cfXについての同様の補題が得られる。

Lをコンパクト順序位相空間すると， Lの任意の部分集合 A は上限 supLAと下限

inhAを持つことに注意しよう， [1,3.12.3 (a)]を見よ。コンパクト順序位相空間 Lの

点 xについて， min{O-cf x, 1-cf x} さ 1 が成り立つとき x は I—型，そうでないときは， X

はII-型であるということにしよう。正則非可算基数 K上の clubsetの族が氏上のフィル

ター基になることはよく知られているが，その証明と同じような議論を行うことで次のこ

とを示すことができる。

補題 4.2.Lをコンパクト順序位相空間とする。 Lが W1さmax{O-cf x, 1-cf x}をみた

す L型の点 xとII-型の点 y持てば， Lは homogeneousでない。

この補題を利用すれば次が得られる。

定理 4.3.次が成立する。

(1)もしァが後続順序数で "I> w をみたせば，辞書式順序積 2'Yは homogeneousで
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ない，

(2)もし 7が極限順序数で "(2'.W1をみたせば，辞書式順序積 2'Yは homogeneousで

ない。

(1)は 2'Yが孤立点（例えば 2'Yの最大元）と，非孤立点の両方を持つことからわかる。

(2) は補題 4.2 を使う。補題 4.1 を使って補題 4.2 のような I—型の点 x と II-型の点 y が

存在することを示せばよい。これを利用すれば次がわかる。

系 4.4."'fを順序数とすると次は同値である。

(1)辞書式順序積 2'Yと Tychonoff積 2'Yは同相である，

(2)辞書式順序積 2'Yから Tychonoff積 2'Yへの恒等写像は同相である，

(3)集合 Aが存在して，辞書式順序積 2'Yと T,ychonoff積炉は同相である，

(4) "'(さ W。

この系の証明でポイントになるのは (1)⇒(4)であるのでその概略を見てみよう。

"'(> w と仮定して，辞書式順序積 2'Yと Tychonoff積 2'Yは同相でないことを示せばよ

い。上の補題から W < "'(< W1 としてよい。ァは可算であるから Tychonoff積がは

Tychonoff積 2wと同相である。したがって Tychonoff積 2'Yの weightは可算である。

一方，系 3.1から辞書式順序積 2'Yの weightは 2ぐ=2N。である。 N。<2N。であるか

ら，辞書式順序積 2'YとTychonoff稽がは同相にはならないことがわかる。

ァが有限順序数の時は，辞書式順序積がは有限であるから，明らかに homogeneousで

ある。したがって定理 4.3より次が問題として残る。

問題 4.5."'fが極限順序数で W < "'(< W1の時，辞書式順序積 2'Yは homogeneousか？
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