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1 序

ユークリッド空間内の極小曲面のワイエルシュトラス表現公式は、よく知られているも

のである．それは，極小曲面のパラメトライゼーションの微分を具体的に構成するもので

ある本稿の目的は，高次元のユークリッド空間内の曲面のパラメトライゼーションの微

分をスピン束の切断を用いて書くこと，そこから得られる共形はめ込みのコーシー・リー

マン方程式の類似物を用いて，共形はめ込みの変換を与えることである ([1]).

2 曲面のスピノル表現

団の標準基底を eい..., erと書く .vをe1,e2で張られる即の二次元線形部分空間と

する．

C£(即）を囮のクリフォード代数とし， Spin(即）を即のスピン群とする.C£(股r-1)は

C£(陀）の部分代数であり， Spin(政r-1)はSpin(野）の部分群である.Adをは（即）の随伴

作用素とする．

M をリーマン面とし JをM の複素構造とする. f: M → ~r (r~3) を共形はめ込

みとする．任意の pEMに対し， (d:几(TpM)はTf(p)即の 2次元部分空間であるから，

v:M→ Spin(即）で Ad面）(T_加）V)=叱(TpM)となるものが存在する.fは共形はめ込

みであるから， M 上の零にならない一次微分形式01,的で 01釘 +0廷 2が(1,0)形式もしく

は(0,1)形式であり，

df = Adv(0凸 +0西）

となるものが存在する.T*M⑭ Vのスピン構造を一つ固定して，そのスピン束を Sと書

＜．この時，二重被覆バンドル写像 w:S→T*M Q9 Vが存在するこの写像は全射だか
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ら， Sの切断 sで

W(s) = 01e1 + 02e2 

となるものが存在し，

df = Adv iJ!(s) (1) 

となる．

定義 1.式 (1)の右辺を dfのスピン表現と呼ぶ．

T*M⑧Vのスピン構造が固定され，したがって Wが固定されているときに， AdいI!(s)が

共形はめ込みの微分になっているための sとvの満たすべき条件を考えるそれは， w(s)

が0にならない (1,0)形式もしくは (0,1)形式で， Adv¥J!(s)が完全微分形式であれば良い

ので，次が得られる．

補題 l.M が単連結でv:M→ Spin(即）と 0にならない Sの切断 sが

w(s)は零点を持たない，

w(s)は(1,0)形式もしくは (0,1)形式，

v―1 dv A ¥J!(s) + d¥JJ(s) + ¥JJ(s) Av―1dv = 0 

を満たすとき，共形はめ込み f:M→即でdf= Adv w(s)となるものが存在する．

写像

G:M→ Spin(野）/ Spin(配） x Spin(股r-2),

G = Adv e1e2 

は， fの一般化されたガウス写像である．び＝ー1であるので，スピン表現は次のように

共形はめ込みのコーシー・リーマン方程式の類似方程式を誘導する

補題 2.スピン表現がdf= Adv w(s)である共形はめ込み f:M→町は

dfoJ=Gdf=-dfG, G=Adve1e2 

もしくは，

df o J = -G df = df G, G = Adげ 1e2

を満たす．
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この方程式を使うと共形はめ込みの変換が得られる以下，しばらくその準備をする．

酎 1をCC(陀）の部分空間で e1er,・ ・ ・, er-lerで張られるものとする．この時CC(良r-1)

は CC(野）の部分代数となり，したがって Spin(応—1) c Spin(即）である.Pin(野）を即の

ピン群とすると，

r-1 

u =~aieier E Pin(尉—1)
i=l 

は

U=  (塁）ぢ
であるので，次がすぐにわかる．

補題 3.Spin(応—1) = Spin(股r-l).

すると，共形はめ込み g:M →応—1 がスピン表現で

dg = Adw W(s), w: M → Spin(股r-l)

とかける．

dg o J = (Adw e心）dg = -dg (Adw e心）

または，

dg o J = -(Adw e図）dg = dg (Adw e図）

である．

定理 1.f: M → 股パを共形はめ込みで，そのスピン表現を df= Adv屯(s),v: M → 

Spin(股r-1),w(s)は(1,0)形式とし， g:M→良パをはめ込みとする．この時次は同値．

1. df A dg = 0, 

2. dgAdf = 0, 

3. gは共形で，スピン表現がdg= Adv屯(s)で屯(s)は(0,1)形式

証明 Xを零でない M の接ベクトルとすると

(df A dg)(X, JX) = df(X) dg(JX) -df(JX) dg(X) 

= df(X){dg(JX) + (Adげ心）dg(X)} = 0 

より， (df(X)戸を左からかけて

dg o J = -(Adv叩 2)dg 

であるしたがって， gは共形で，そのスピン表現がAdvW(s)で屯(s)は(0,1)形式となり，

1と3の同値性が示される．

2と3の同値性も同様である．
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