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要約．ピアノ線を手本とする曲線を弾性曲線という．その運動方程式は理想化の取り方によっ

ていくつか考えられる．この講演では Caflish& Maddocks [1]が導入した太さのある弾性曲

線の波動型運動方程式を紹介し，それを Riem皿 n多様体上に一般化する手法を解説する．

詳しい証明は [4]を参照していただきたい．

1. Eulerの弾性曲線

弧長表示の曲線 ,=,(x)に弾性エネルギー U(,):= II▽ ~,』 12 := /1v, □ xl2 dxを与える．

弾性エネルギーが定める Euler-Lagrange方程式の解を Eulerの弾性曲線という．

―▽ ~3石+R(rx, ▽x石）加＝▽~(µ,x) (μ=μ(x)は未定関数）

Euclid空間 Rnの Eulerの弾性曲線は R3に含まれ，平面閉弾性曲線は円と oo型の 2種の

み（たぶん Euler)で，空間閉弾性曲線は Qn[O, 1/2]と1: 1に対応する. (Langer & Singer 

[5]) 

2. 弾性曲線の運動方程式

この材質の曲線の運動を考える．それは Eulerの弾性曲線が動くという意味ではなく，弾

性エネルギーが支配する曲線の運動方程式を考えるという意味である．

運動方程式は Hamiltonの原理によって与えられる．即ち，運動方程式は汎関数

JT F(,) -U(,) dt (, = ,(x, t)) 

゜の Euler-Lagrange方程式である．ここで，

U(,) =状態エネルギー＝弾性エネルギー II▽~'Y』 12,

F(,) =運動エネルギ— II叫 12 + II▽ t'Y』12

と定める．この II▽百x侶は曲線の太さに起因するもので， Caflish& Maddocksが導入した．

主定理．この運動方程式は解ける．
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まず， Euler-Lagrange方程式を求めておく．第 1変分公式は次の通り．

1 d r 
冨 JF(,) -U(,) dt = JT ht, ▽叫＋〈▽~, ぷ応〉一〈▽~, ぷ翫〉dt

＝゚「〈一応＋▽x▽？加□-叫＋い〉dt,

゜w := R(石，▽心）/X -R(, ェ，▽心）ft・ 

Euler-Lagrange方程式は“弧長表示を保つ変分ベクトル場 /8に対して第 1変分 =0"と

いう条件であり，それは次のように言い換えていくことができる．

⇔ “（石べ互） =0⇒ 第 1変分=O" 

⇔ “〈Vu,xべ互〉 =0⇒第 1変分=O" 

⇔ "1s l_▽ ~(Vu況） ⇒ /8 J_ (―▽贔＋▽パ丘—▽~3/x + w)" (上は J。T〈*,*〉 dtに関

して）

⇔ (―▽ tit 十▽バ和x —▽';況 +w)E {▽ ~(u石） I Vu} 

⇔ —• tit十▽'.rv'l石一▽~3/X + ¥[f =立(μ石） （ヨμ(x,t))

この最後の方程式を以下方程式 (EL)と呼ぶ．これを解くことが目標である．

(EL) ―▽乃＋▽'.rv'l石—▽~3/X + ¥[f =▽'.,,(μ 石）

3. 定理と証明の骨格

ここでは主定理の証明の流れを説明する．まず，次のことは直接計算で確かめられる．

命題（方程式の分解）．方程式 (EL) の解 1 に対して~:= /X) T/ := /t) 0 :=▽伐—▽欠ー

(μ+虚とおけば，次の結合系が満たされる．

(cs,J { c!l 口／三：▽の。口~I'~I
(I,) 1t='f/. 

ここで， w= R(~, ▽年）~-R(~, ▽ t~)'T/, <I> = (I▽ t~l2-I▽ぶ喰ーR(~,T/)T/, *_j_ := *-g(*,~K 

逆に，この結合系の解の？は，十分微分可能であれば，方程式 (EL)の解である． ■

これらの方程式を微分可能性が低い仮定の下で解くために作用素 Dx,Dtを導入する．初

期曲線の管状近傍上の正規直交枠 {e;}を用意する．そして，それを用いて▽e凸 =r占ek,

~=ぐei, T/ = T/国と表示したとき，

Dx(Piら）：=p乞+r占ぐpiek, Dt(piei) := p如＋じりが炉ek

によって作用素 Dx,Dtを定める．

さらに， (CSo)の▽xべりを Dx,Dtで置き換えた結合系 (CS)を考え，実際にはそれを

解くことにする. (CS)が完全に解けた後で，その解について Dx=▽'.,,, Dt =▽tが示され，

従って (CSo)が解けたことになる．
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定理（短時間解の存在）．曲線 10E C0(x)上に結合系 (CS)の初期値 T/oE C0(x), fo E 

び (x),6 E C0(x)が与えられ，線素保存条件： ll附=1, g(fo, も） = 0と非測地条件：

IIDxloll =J 0を満たされれば，一意な短時間解 'Y,TJ E c~n Cl, e E c1, 0 E c; n c~ が存在

する． ■
この定理は微分可能性が低い状況で証明しなければならないので，細かい注意を払って評

価しなければならない．また，方程式 (E0)の評価には， 4節で定義する曲がり量を必要とす

る．証明の方針は通常のもので，縮小写像の原理に持ち込む．詳しくは 5節で説明する．こ

の定理の解は微分可能性が低いので，まだ (CS。）の解にはならない．次の定理によって初め

て (CS。)の解になる．

定理（解の正則性）．結合系 (CS)の短時間解の初期値が 1oEC刊x),TJo E C2(x)で整合

条件： ea ='Yb, ▽ tl(x, o) =▽'xTJoを満たせば，その解は礼三(,r E C3を満たし，結合系

(CS。）の解になる．さらに，ァは方程式 (EL)の解になる． ■

以上で短時間解の存在が示された．長時間存在はそれを繋ぐことで構成できる．その際，

Hamiltonの原理の一般論から全エネルギー F(r)+U(1)が保存量であることが効いてくる．

定理（長時間解の存在）. (M,g)が完備なら，上のび短時間解 7は測地線に近づかない

限り無限時間解に延長される．また，初期値が COOなら解も COOである． ■

4. 曲がり量

方程式 (E0)の評価のために曲線の曲がり量 B(,,l)を導入する．それは長さ Lのとき

B(r, ()2 := inf(LIIDx¢112 + L-111¢-(112), B(r) := B(r, ,') 
q, 

で定められる．

1. 曲がり量の最も基本的な性質は測地線を特徴付けることである．即ち，

B(r,() = 0~ ⇒ Dx(=O, B(r)=O~ ⇒ ァは測地線．

2. 方程式 (E0)には次の評価式を適用する： 0の方程式ーDx(D』+f) + 0_]_ = hは一意

な解を持ち， 11Dx(ll2のみに依存する Cを用いて supl01,suplD』I:s: cB-4(11!11 + 11h11)が

成り立っ．

3. 測地線を特徴付ける量としては IIDよIドの方が簡明だが，それはどの Hし位相に依存

してしまい，微分可能性の低い仮定では使えない．それに対して B(r,()はr,lのら位相

に関して連続である．従って，初期値が B(,o,fo)> 0を満たせばその COXCO近傍でも

B(r,() > 0. 

以上が証明に用いる基本的な性質である．証明には直接用いないが面白そうな性質を補足

しておく．
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4. B(賃） :::; 1. 下限 B(,,~) はーびD討c/J+ cp =~ なるので実現され， B(,,~) = 

1-L-1 <~.¢〉.
5. 平面上の単位P3Cで B(c)2= 4召/(1+ 4召） =; 0.975. 正 n角形 Pnで

B(pn)2 = 2nsin2(1r/n) sinh(l/n)/(cosh(l/n) -cos(21r/n))→ B(c)2. B(p2)2至 0.980.

6. Euclid空間において平面内の円が B(,)の最小値を与えると予想される.Bは多角形

近似可能なので， n角形の中では正 n角形が最小であることを示せばこの予想が証明できる

が，まだできていない．

5. 短時間解存在の証明ー縮小写像の原理

最後に短時間解の存在の証明を簡単に説明する．

まず， (Iサを除き， ~,'T],0 は 1 に沿ったベクトル場で，正規直交枠 {e;} で表示する. Mi。,

M1, Mi。,1, M1,。をそれぞれ c0,c1, c~n Cl, c』ncfの S1x [0, T]上の supノルムとす
．~．~．．、

る．記号{,,ふ'T],0}⇒｛可，ふり， 0}によって，{,ふ'T],0}を与えて各方程式の解 fi,もrj,0}

を求める操作を表す．

｛布， 'T);,~;,0;} ⇒ ｛予五ぷ亙}(i=l,2)とし，関数の差をふ：= *2 -*1で表す．そのと

き， M。，1(81),M虞）， M。,1(初）， M1,0(80)戸ならば，次の評価が成り立つ．

M。,1(朽）， M心f)□CTr, 

M。（呵:::;CTr, Mi。（婦）さ Cr,

M1,o(甜):::; Cr (Mi。（婦）には依存しない）．

ここで，ほとんどの C は初期値と M。,1(,), M心）， M。，1(rJ),M1,0(0)のみに依存する定数

であるが， M1,o(励の C だけは曲がり量 B(,,~)-1 にも依存する．
任意に初期条件を満たす関数の組{,,も'T/}をとり，{,,ふrJ}⇒{0}, {,, ふ'T/,0} ⇒ ｛う， ~.if}

で写像 A(,,~'rJ) := (1, [, rf)を定める．更に，｛テぷ叫 ⇒{0}, {ぅぷ句 ⇒｛り｝で写像

入(,,ふrJ):= (1ぶり）を定める．すると，上の評価から

M。,1(8テ） + M1(8[) + Mi。,1(高） :::; CT{M1(8~) + Mi。,1(初）十 M。,1(8,)} 

がなりたつ．即ち， T< c-1のとき入は縮小写像であり一意な固定点を持つ．この固定点

はAの固定点でもあることが示され，結合系 (CS)の解であることがわかる． ロ
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