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1 はじめに

磁性流体界面現象の安定性解析や動的解析には，大きく変形した界面や

任意の印加磁場分布を扱える方法が必要である．ただし，たとえば，臨界磁

場近傍で界面形状が遷移する速い過程の解析では，界面変動の細かい各時間

ステップごとに，流体と磁場両方を効率的に解析できることも重要になる．

磁性流体の流体解析・磁場解析には，しばしば，有限要素法 (FEM)のよ

うな汎用性の高い方法が用いられる [1,2, 3, 4]. FEMは解析領域の形状が変

わらない問題を詳しく調べるのには適しているが，領域内部の量まで求めて

しまうため，極めて負担が大きくなる．

本研究では，磁性流体界面現象の解析では，多くの場合，界面磁場・界面

応力を調べれば十分なことに着目し，界面力学方程式 (Equationfor Interface 

Motion, EIM)による流体解析と汎用磁場解析 (MagneticAnalysis for General 

Use, MAGU)による磁場解析を組み合わせて [5,6, 7], これまで，界面安定

性の分岐 [6,8, 9]や界面物理量の波数スペクトルの時間変化 [9,10, 11]など

を調べてきた.MAGUでは， Greenの定理から厳密に導かれた 3次元界面磁

場方程式 (InterfaceMagnetic Field Equation, IMFE)を解いて，任意の界面形

状と印加磁場で調和性と界面条件を満たす界面磁場を求める．この界面磁場

を用いて， EIMでは磁場から流体への作用を表す磁気応力差を決める．

IMFEは，実際には，緩やかな界面形状を仮定して波数空間で解いてい

る．このため， MAGUとは別に，間接境界要素法 (IndirectBoundary Element 

Method, IBEM)に基づく磁場解析を用意し，計算結果の比較や解析方法の改

良に役立てることにした [12].IBEMでは，単極子密度ぴを導入して，境界

上の未知の磁気ポテンシャル¢ と法線磁束密度 hzを互いに分離して求める．

磁性流体では，大きい磁場で磁化が飽和して磁場に比例しなくなり，透磁

率が磁場を通して場所の関数となる非線形磁化が生じる. [13, 14, 15]では

MAGUを非線形磁化へ拡張したが，本稿では， 3節， 4節において， IBEMの

拡張についても論じ，さらにMAGUとの関係を調べる.5節では，「界面応力

と界面エネルギー密度の関係 (RELA)」を用いて，界面応力が正しいことを
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物理的に確かめる方法を述べる [10,13, 15]. 6節では，流体領域・真空領域

から成る一様鉛直磁場中の 2層系について， IBEMで求めた界面磁場と共に

界面応力（磁気応カ・表面張力）を示し，それらの分布について解析を行う．

2 界面力学方程式 (Equationfor Interface Motion, EIM) 

非圧縮性・非粘性・非回転の磁性流体界面の動的解析を界面形状の制限な

く行うため， Bernoulli方程式と界面上の力学的条件から導かれた，次の界面

力学方程式 (EIM)を用いる [7].

如
p-+ s = o, (j) = J dzvz, s三 G+ C + T + D + po. (1) at -oo 

ここで，ふs'D,G, C, p, Po,'P, Vzはそれぞれ，界面変位・界面応力和・動圧・

重カポテンシャル・表面張カ・流体密度・大気圧・速度ポテンシャル・流速

の鉛直成分である．なお，界面の動きが充分遅くまた大気圧が一様として，

以後， S中の D とPoは無視する．

磁気応力差 Tは磁場から流体への作用を表し，流体 (J=l)・真空 (J=2)そ

れぞれの領域内で透磁率μJが一定の場合，接線磁場hx,yと法線磁束密度 hz

から次のように得られる．

T=[土］加2(hi~h}) + h1. (2) 

ここで，[".]は界面をはさむ値の跳び（流体ー真空）を表す．

3 非線形磁化のための磁場解析

汎用磁場解析 (MAGU)では，任意の界面形状と印加磁場分布の下で，「調

和性」と「界面条件」を満たす接線磁場 hx,yと法線磁束密度 hzを求める．

ここでは，これまで透磁率μJが流体・真空各領域内で一様であることを前

提としてきた間接境界要素法(IBEM)および汎用磁場解析を，非線形磁化の

場合へ拡張し [13,14, 15], さらにこれらの関係を調べる．

3.1 磁気ポテンシャル方程式と勾配方程式

S,Vを閉曲面とその内部領域， r,r'を観測点とソース点とし，ソース点

だけの関数や微分を 9で表せば， 2つの関数 1/J'cp'に対する Greenの定理は

冊V'(cp'L1'1/J-ifJL1'cp') =§dS'・{cp'(V'1/1) -1/J(V'cp')} . (3) 
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透磁率が μ(H(r')=μ(r') =μ'と磁場を通じて場所の関数となることを考慮

して， (3)を次のように拡張する（これはGaussの定理を用いて示される）．

冊V'{</J'V'•(µ'V'I/J)噴'·(µ'V'</J')} =§dS'・{</J'(μ'V'I/J)-,fJ(μ'V'</J')}. (4) 
s 

ここで， </J'として h'=▽I </J''b'=μ'h'のように磁場と磁束密度を導き Gauss

の法則▽I. b'=▽ I•(µ' •'¢') = 0を満たす磁気ポテンシャルを選ぶ．また， u
として 3次元Poisson方程式▽I• (μ'▽'1/J) = o(r'-r)の解を選ぶ．このとき，

観測点rがSの内部・境界上・外部いずれかに応じて fffvdV'▽'・(μ'▽'1/1)= 

1, 1/2, 〇::::::a となる．さらに，面積素 dS' と法線単位ベクトル t~ で面積素

ベクトルを dS'=dS't~ と表し， µ't~-▽'1/J :::::: q, µ't~- • I </J'= t匁-μ'h'=b~ と置

けば，磁気ポテンシャル </J' と法線磁束密度 b~ に対する次の磁気ポテンシャ

ル方程式が導かれる．

吟 =§dS'(q</J' —鴫） • (5) 
s 

次に，観測点 rにおいて(5)の両辺に tr▽を演算する．ここで lJ(l=X, Y,Z) 

は， S上においては接線単位ベクトル tx,y, 法線単位ベクトル tzをまとめ

て表したものである．この演算は， (5)右辺の被積分量では， rを含む q,1/J 

に対してのみ行われる. </J1 :::::: lJ . ▽ <p, q1 :::::: lJ. ▽ q, 如：：：：：： IJ・ ▽ルと置けば，

次の勾配方程式が導かれる．

吟＝かdS'(qゆ'-州） • (6) 

3.2 単一領域の間接境界要素法

(5),(6)にしたがって，内部問題 (rが領域内部）と外部間題 (rが領域外部）

の式を用意した後， Fig.l(a)のように， rを境界まで近づける [16,17]. 

{:: 1 ::::~:,~~::~), 『。:: 1 :: ::;::. ーニ!:;• (7) 

(b; =μ't; ・ ▽ I </J'*'q* :::::: μ't; • ▽ 11/J*, 1/J; :::::: t J . 切*, q; = tr▽ず）

ここで，上つき添え字"*"は外部問題の量を表す．境界をはさんでポテン

シャルは連続であり，また，各領域の法線単位ベクトルは互いに逆向きなの

で(t;=-t~), 

¢'* = </J'' 炉=1/J, q*= -q, 町＝如， q;=-q1. 

更に，単極子密度ぴ'=b~+ b; を定義すれば， (7)括弧内両式の和から，間
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(a) (b) 

Out Jr □a=l :q :: z ; lb 

r r ， 、.IT 

In 

Fig. 1: (a)間接境界要素法における内部問題と外部問題. (b)流体 (1)・真空 (2)各領域にお
ける，磁気ポテンシャル ¢1,2と3次元Poisson方程式の基本解妬，2- r,r'は観測点・ソース
点の位置ベクトル， T,B,Fは上方境界・下方境界および界面．

接境界要素法の基礎式が導かれる．

</J =』dS'厨，如＝―炉dS'iftzぴ'. (8) 
s s 

(8)でrは境界上に限られるが，び’が得られていれば，¢ と如は互いに分離

して求められる．また，境界上の</J,如があれば，領域内部の量は(5),(6)を

用いて求めることができる（直接境界要素法）．

3.3 複合領域の間接境界要素法

前節までの結果をFig.l(b)のような複合領域へ適用するには，流体領域

(J=l)と真空領域 (J=2)ごとに

ふ， tu, 如，び］，
bu三μ凸J=μ山 J"▽如， b幻三 µ~t'J. ▽ I </J~, 
如， qJ=µ~t匂. V'如，如J= tu-'efi如， qu=tu・VqJ 

を再定義して， (5),(6),(8)を次のように書き換える．

叩=p dS'(q心 叫 ） ， abu=µJ炉dS'(qu</J~ ー如J妬）， (9) 

s, 如＝一玉,dS',r,.,灼， bZJ~-µ.1¥dS'if,z.1灼. (10) 
SJ 

境界要素法では，各境界上のポテンシャル如と法線磁束密度 bZJは境界

条件・界面条件から決める．特に界面上では，界面をはさんで如， bZJが連

続なことから，次の界面条件を用いる．

接線界面条件： </J1 =釦=</J, 法線界面条件： hz1 = -b22 = hz. (11) 

3.4 3次元Poisson方程式の基本解

前節で導入した如は， 3次元Poisson方程式▽'(μ尺’加） = 6(r'-r)を満

たすが，以下では代わりに，

µ~V'如＝▽'ift (12) 
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のように， Jによらず化と関係する Uを用いる．このとき， R 三 r'-r, 

R三 IRIと置いて，▽I• (▽'1/1) = o(r'-r)より 1/1= -1/ 4訊が求められる．こ

れを用いれば，次の関係を導くことができる．
R 

V'!/J = -V!/J =μiV'妬=μ;▽ I 1/12 = 
4冗R3'

(13) 

q戸µ~t幻. V'如=t匂・ ▽'1/1, (14) 

I/Ju= tu・Vl/JJ =tu・(-V'l/JJ) =tu・(-V'!/J/µ~) = tu·Vl/J/µ~. (15) 

(10)には，関係(12)により既知の↓ を積分した如を用いる．ただし， (10)

第2式の bZJにおいては(15)を使うことができる.(10)に(15)を代入すると

き，非線形磁化では，分母のµ~ は積分の中に留めておく必要がある．

3.5 汎用磁場解析 (MagneticAnalysis for General Use, MAGU)の導出

(9)の磁気ポテンシャル方程式・勾配方程式において，界面上の面積分を

分離し，残る上方境界・ 下方境界などにおける面積分からの寄与を

八吼as'(q叫—妬b公）， B 三 2-ffdS'(q母ー妬b匂）
a r a B 

と表す．また，如J=tu・ ▽如， 仰=tu・ ▽ qJを用いれば， (9)の第2式は次

のように書き換えられる．

岳=(tu・▽)｛浙『as'(q心 叫）+(;)} 

＝氾伽(qu,P;-如J知）+(t認）• (16) 

界面稽分では，各領域で互いに逆向きな法線単位ベクトルを， J=2, 1に対

応する複号上下で tu=干Uと表す．また， (14),(15)を考慮しながら， Jによ

らない q 三 t~. ▽'1/1, q1三 '1・ ▽ q, 1/11三 TR四を用いて， (16)の中の量を

qJ= t幻• ▽'I/I =干t~ ・▽'I/I =干q,
仰= tu・V卯＝平(t1・V)(匹q)= q1, 
仰=tu・ ▽ I/JIµ~= 干 TR ▽I/JIµ~= 干如/µ~,

加/μJ= tu・V如＝ゴI.hJ/μJ 

と置き換える．これらにより， (16)は次のように書き換えられる．

刊・臼＝氾伽(q心長）＋（万認）• (17) 

ここで，流体領域・真空領域に対する (17)の差を以下の (18)のように取り，

界面条件(11)を適用すれば， (19)が導かれる．

'1·(~+ 臼）＝氾伽 {q伍—心ー 1/11 (〗十鸞）} +'1・V (T + 13) (18) 
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1 1 1 ＝一心伽'1/11(,-,)的＋ヽ -V(T+'B) (19) 
μ1μ2 

=-2伽 [M'bz']+ t1・ ▽ (T +'B) . (20) 

(20)では， 3次元Hilbert変換演算子 Gu『l三一上§cts'如J'を定義して
a F 

用い，また M'=(1/μ; -1/μ;)/ 2と置いた. (20)は非線形磁化のMAGUを

導いた [13]の(22)に一致している. [13]に示したように，この後， bJを両

領域の界面が存在する前に与える基本場約とそれからのずれである誘導場

b:, = bJ-b~ に分離し，既知の外部印加磁場を hoとして hz,hx,yの基本場を

砂=tz・h0j P, h岱=tx,y・h0と選ぶとき (P= (1/μ 戸 1/μ1)/2),誘導場 bi,

h}yに対する次の 3次元界面磁場方程式が導かれる．

｛閃＝一伽[M(砂'+砂')]+ tz・g, 
化＝—如，1dM'(砂＋砂')] + tx,y. g. 

(21) 

ただし， gは，上方境界と下方境界が誘導場に及ぼす影響を表している．

3.6 非線形磁化における IBEMとMAGU

(16)と同様に， IBEMの(10)でも界面精分を分離して書き換えれば，

臼 =(tu·V){~『竺I1/f J灼＋（砂＝伽’如J灼＋（切．認）• (22) 

ただし，

T*三ー『dS'l/fJ灼， ぢ三ー『dS'l/fJ砂
B 

ここで， tu=干If, 仰＝干如/µ~ を用いれば，

初・臼＝士伽’尻灼＋（閉認）． (23) 

さらに，流体領域・真空領域に対する (23)の差を取れば，

If・（色＋閂＝ー『dS'l/f1(昌十二）+ IJ・V(T互＊）．
μ1 灼 Fμ l μ 2

(24) 

すなわち， IBEMでは (24)がMAGUの(18)に対応している．ただし， (24)

にこれ以上界面条件を組み込むことはできない．

非線形磁化の場合，透磁率が磁場を通じて場所の関数となることに注意し

ながら， IBEMでは(10)を， MAGUでは(21)を導いた．数値解析では，前ス

テップの界面磁場でµ~,M を決めてから，これらの方程式を解いて次ステッ

プの界面磁場を求める繰り返し法を用いることになる．なお，非線形磁化で

は， (2)の代わりに，界面磁場hx,y,hzから求めた磁化 M = (Mx, My, Mz)に
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よる，次の非線形磁気応力差を用いる [13,18]. 

T=l凡Bn- 』HB叫＝一塁硲—µ。』HIM]dH.
4 境界要素法による数値解析

4.1 離散化

(25) 

(9), (10)の面積分 SJをめ個の微小な面要素 (FE)の和で置き換える

(Fig. 2(a)). riを観測点座標， 'Jをj番目の面要素 SJjの中央座標とする．

SJj 内でぴ~. </J~, b~J は一定とし， <TJj 三 <rJ(r'), o/Jj 三 </J~(r', hzJJ三b幻(r')と

置けば， (9),(10)に対する離散式が行列形式で次のように得られる．

abu = a(bJJi) = Ku軋+Hub~, Ku = (μJ珈 1), Hu= (μJ凰）， (26)

</JJ =(¢Ji)= GJ<TJ, GJ = (PJij), (27) 

hJ = (hzJi) = HJ匹凡＝伽PZJij)- (28) 

ただし，びJ= (げJj),<P~= (動）， b~= (bzJj), (l::;;i,J::;;1も）．また， R 三 r'-r, 

R = IRI, tR = Rf R, (= tu・t凡 t = t匂・tRとして，行列要素は次のよう

に求める．

PJij 三（』四'1/tJ)~sj4冗;'µ''PJJiJ 三 (-ffdS'如J)= S j 41rJ2μ''(29) 
S1 

Qui)三圃dS'qu)= S竺'-_(t~:·t匂）．
S1 

(30) 

(26),(27)でPJij,PzJijを間接境界要素法に用いるとき， riは境界上に限ら

れる．このため， GJとHJの対角要素では，面要素内で被積分関数が特異

になり，数値積分が奨められている [16,17],しかしここでは，中心を r, 無

限小半径を cとする境界外の球面ふを用いて，次のように計算する．
dS' 

PJu = ff = lim </J。s = 0, 
s知-RμJ 6→ o4冗叩J

(31) 

(a) (b) (c) 

L 

T; r＇ • 
I I 

-v-v-
IF I (1)~ ル(2)

-v-v-
I I 

Fig. 2: (a)間接境界要素法における境界面積分の離散化. (b)微小な面要素 (FE)と点要素
(VE). (c)境界同士が交差した尖端における多価な hz.
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PzJu =『dS'tZJ・tR= lim¢。s2tzJ. tR = _.!/!!!._tZJ. tR・

s. 知 R2μJ s→ 0 4加 :2μJ 牧 μJ
(32) 

ただし，面要素が面上・縁上・隅上に応じて，伽=2冗，冗，冗/2とする．なお，

Ku,Huの対角項については， T;を境界から外して使う場合，被積分関数の

特異性が間題になることはない．

4.2 解析手順

流体領域 (J= 1)・真空領域 (J= 2)の各境界は，適用される境界条件に応

じて， (1)Dirichlet条件(tfJりが既知， bりが未知）， (2)Neumann条件 (bりが

既知，¢りが未知）， (3)界而条件 (0= tfJりー¢り， O=bり+bりを満たすよう

に砂， bりを求める）のように分類される．

式 (26),(27)は，¢り）(2)(3), bり）(2)(3)は直接的には同じ領域に属する境界上の

最とめ1)(2)(3)を通して関係し，別な領域に属する境界上の最とは界面条件を

通してのみ関係することを示している．上記の境界条件の分類を考慮すれ

ば，このことは次の式で表される．
{"'c1)(2)(3) = d11)c21)(31)砂+d)2)c22)(32)砂+d13)(23)(33)砂，
砂(2)(3)=約1)(21)(31)砂＋糾2)(22)(32)砂＋か3)(23)(33)砂. (33) 

数値解析の手順は，次のようにまとめられる．

(A)界面以外の境界では，接線条件 (Dirichlet条件），法線条件 (Neumann条

件）のいずれか，界面では接線条件・法線条件の両方を与える．これらすべて

の条件を連立した一次方程式を解いて，すべての境界上で砂1)(2)(3)を求める．

(B) <Ty)(2)(3)が得られた後， Dirichlet条件の境界ではb凰Neumann条件の境

界では砂，界面では¢り， bりを求める．

(C)既知および求められた¢り）(2)(3), bり）(2)(3)を(26)に用いて，領域内部を含

む任意の観測点で磁束密度成分buを求める．

4.3 数値要素上の量の再配置

面要素 (FE)上の磁気応力差を精度よく計算するには， FE上の界面磁場

hx,y, bzが必要になる．もし釦， bzJiがFE中心の代わりに FE間の点要素

(VE)で求められていれば， FE上の hx,yは差分で， FE上の bzは内挿で，精

度を落とさず求められる (Fig.2(b)). さらに， </JJi,bzJiと同じく， (TJjもVE

上に置く．これにより， cり）(2)(3)を求めるとき，条件の数と未知量の数が一

致する．したがって，釦， bzJi直 JjはVE上に再配置する方がよい．ただし，

境界同士が交わる尖った縁または尖端上の VEでは，多価となる bzを注意
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深く扱う必要がある (Fig.2(c)). 

5 界面応力と界面エネルギー密度の関係

界面力学方程式(EIM)(l)において，数値的に求めた界面応力和Sが物理的

に正しいことを確かめるとき，ある任意の界面変位［で， S(()とは別に界面

エネルギー密度 U(?)(Flat Spaceにおける単位面積当たりのエネルギー）を求

められるようにし，微小距離況だけ界面移動したときのその変化が次の界面

応力と界面エネルギー密度の関係 (RELA)を満たすことを用いる [10,13, 15]. 
8U = U((+ 8() -U(() = S (()8ふ
U(() = UG(D + Uc(D + Ur(D, (34) 
S (() = G(() + C(?) + T(?). 

以後，況による物理量の変化を6で表す．

流体密度・重力加速度・表面張力係数・界面形状の主曲率をp,g,び， KI,2と

すれば， S(()中の重カポテンシャルG(?)・表面張力 C(()と，それらに対応

する界面エネルギー密度 UG(D,Uc(Dは次のようになる．

恥 (?)=pg計2, G(()=pgふ

Uc(D =パ1+ (V()2, C(() =一び(KI+K2). 
(35) 

これらにより， 6恥=G(()8(, 8Uc = C(?)況を確かめる．

一方，磁気応力差T(()(2)と対応する磁気界面エネルギー密度 UT(Dは，流

体・真空各領域の磁気界面エネルギー密度 Un,UT2, 微小変位 6ふ， 8(2によ

るUn,UT2の変化の割合（実はMaxwell応力） T1, 乃で，

応(?)= Un(?) + UT2(?), T(() = T1 (?) -T2(D (36) 

と表される．これは， 6伍 =T況=8Un +8UT2において

oUn = Tioふ， oU口=T20(2, (37) 

および如＝ー如=o((oふ， 6らは大きさが同じで互いに逆向き）から導く．

5.1 表面張力と表面張力界面エネルギー密度の関係
X 

界面形状を r= Ccl Y))のように媒介変数表示するとき，界面の平均曲率

H= 2 = 
灼+K2 (1 + zt)zxx + (1 + zi)zyy -2zxzyzXY 

(38) 
2 (1 + zi + zt)312 

により，表面張力がC(()= -2a-Hと表されることはよく知られているが，元

をただせば，これは，面積素dS= lrx X ryl d.XdY (rx = 8r/8X, ry = 8r/8Y) 

により表面張カエネルギーが Ucd.XdY= crdSで与えられ [19], 界面を法線
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方向に俎だけ動かせば (Fig.3(a)), 面積素が 8dS= -2HdS俎だけ変化する

[20]ことによる．

界面形状を2次曲面で内挿し，その界面方向偏微分から (38)より平均曲率

H を求めた．これによる解析的な表面張力をFig.6(e), またはy=O断面内

でFig.6(d)とFig.3(c)に示す．一方，界面を動かす前後で数値的に求めた表

面張力界面エネルギー密度 Ucの差 8UcをFig.3(b)に示す. Fig. 3(b),(c)を

比較して，表面張力と表面張力界面エネルギー密度の関係 (CRELA)

8Ucd.XdY =ぴ8dS= C(()dS俎 (39)

を確認した．界面形状に従い， Cは大部分の領域で正であるが，一部に負の

領域が見られる．

(a) (b)~. 6Ucd.XdY (c) (, CdS俎
0.6 06 

--dS--+r5dS 

三戸
0.5 

0.4 

05 

0.1 

04 

03 

0.0 

02 

01 

00 

40 
-01 

-40 -20 00 20 40 
x[cm] 

Fig. 3: (a) 「表面張力と表面張力界面エネルギー密度の関係 (CRELA)」を導くための面要
素， (b)「表面張力界面エネルギー密度」から求めた表面張力， (c)解析的に求めた表面張力．

5.2 Maxwell応力と磁気界面エネルギー密度の関係

以下では， Fig.4のような， FlatSpaceの流体側に

界面に対し垂直方向に伸びた高さふ深さ Z。，断面積

Szの角柱領域で， (37)の「Maxwell応力と磁気界面工 ．．． 

ネルギー密度の関係 (MRELA)」について調べる [10,

13, 15]. 接線成分を加，Y,bx,Y, 法線成分をhz,bzとす

る磁場ベクトルh• 磁束密度ベクトルbを

h = (hx, hy, hz) = h2 + hztz, h2 = (hx, hy, 0), 
b = (bx, by, bz) = h2 + bztz, h2 = (bx, by, 0). 

と表せば，磁気界面エネルギー密度は次のようになる．
(e(X, Y, Z) 

Un= JdZ , e三 h・h= h2・h2 + h位z.
Z。 2 

Fig. 4: 「Maxwell応力と

磁気界面エネルギー密度

の関係 (MRELA)」を導

くための角柱領域

(40) 

(を況だけ変えたとき， (43)第2辺に示すように， Unの変化は角柱の

体積変化と e自身の変化の和になる. eに対する連続方程式にAmpereの法
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則 ・Gaussの法則を滴用すれば， eの変化は次のように求められる [13].

8e = -28({ 0 (h;; h2) -V2・(hzh2) + 1}, (41) 

oh2 oh2 obz ohz 
L1 = -h2・ —+ h2・ — -hz—— az az az +bz az・ 

(42) 

ここで，▽2 = ca;ax, a;aY, o)接線方向偏微分を表す. (41)を用いれば， 8Un

は(43)の形にまとめられる．

1 
馴=2 { e(X, Y, ()況＋』~dZ&(X,Y, Z)} =況(T1+ T{). (43) 

ここで， T1は(36)に現れたMaxwell応力で，特に h=μ1h (μ1 : 流体の透磁

率）の場合は， L1= 0より，以下の (44)のようになる．

Ti= hzohzo ー~h20·h20 _『号=~(臼—µ1 lh2012 . 
Z。

l (44) 

ここでは， Z=(における h2,h2, hz, hzの値を h20,h20, hzo, hzoと表した．

(44)とこれと同様の乃を T= T1ー乃に用いれば，磁気応力差(2)が得られ

る．一方，

T{=『dZV2・(hzh2)+ (h2・h珈 z。 (45)
Z。

については，これを角柱断面内で積分し，第 1項については， Gaussの定理

の2次元版
? 

』dSz』~V2·A=』dS2 -A 

を用いて，角柱側面 (Fig.4のSx,Sy)にわたる積分に書き換える．

三{:Sz』:dZV2・(hzhz)+ (h2・b羞 z。Sz

=『dS2・(hzb2)+ (h2・bガZ=Z。Sz. (46) 
S2 

(37)とは異なり， (43)では oUnにr;からの寄与が含まれる. (46)より，

r; は角柱側面および底面からの磁気エネルギーの漏洩，と解釈できる．な

お， Unおよびr;を数値的に評価する際には，領域内部の磁場が必要にな

る．このためには，境界上の磁気ポテンシャルと法線磁束密度が求まった後，

直接境界要素法の式(26)を使う．

6 一様鉛直磁場中の 2層系

同じ層厚の流体領域・真空領域からなる 2層系 (Fig.l(a))で，界面 F上
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の物理量を計算した．真空領域上方 Tと流体領域下方 Bには同じ鉛直一様

磁場を印加した．用いた境界条件をFig.5に示す．ここで， T,Bでは hzに

既知の値を与え，側面境界では hz= 0とした．

(2) J=2 (2) 
(3) 

(2) (3) 

J=l (2) 

Fig. 5: 界面磁場数値解析のための境界条件．（・）は4.2節に示した境界条件の分類番号．

[21]を参照して，重力加速度 g=9.8ms-2,流体密度p=l.0x103 kgm―3, 表

面張力係数cr=3.1x10-2Nm―1, 流体・真空の透磁率μ1=2.0μo, μ2=1.0μoを用

いれば，印加磁場が線形波を不安定化する際の臨界値が得られる [22].

kc= (pg/び）112 = 6.1 x102 m―1, 
Mc= {4P(pgcr)112戸 =6.7x103Am―1, 
Ac= 2叫 c = 1.0 x10-2 m, 
be= Mc/2M = 1.7 x10-2 T, 

＿た：：：： Mb~=5.6x101Nm—2, 
he= -Tc/ pg = 4.9 x10-3 m. 

ここで， p三 (1/μサ 1/μ1)/2,M三 (1/μ2-1/μ1)/ 2を定義し，波数・磁化・波

長・磁束密度・磁気応力差の臨界値をそれぞれkc,Mc, Ac, be, Tcと表した．

また heは，磁気応力と重カポテンシャルが釣り合うときの界面高である．

Fig. 6には，これらの値が細い黒線で示されている．

Fが平らであれば，印加磁場がそのままFにも現れると考えられる．まず，

¢ とbzが界面を横切って連続であること，冗/2だけ回転した分布が元の分布

に重なることを確認した．界面磁場は F上のできるだけ広い領域で一様に

なることが望ましいが，これは実験前に広い一様磁場領域を持つHelmholtz

コイルを用意することに相当する.HJの対角成分を調整することで， Fの

縁まで一様に近い磁場分布を達成した．この後， Fを変形した．

幅 Wpro, 高さ {pr。の軸対称な孤立波形状に界面を変形して強度 hap!の鉛

直一様磁束密度を印加したときの，流体領域に対する接線磁束密度ベクトル

ht=μJ▽如XtzJ = htxX+htzZ, 接線磁束密度ベクトルbn= hzJtzJ = bnxX+hnzZ 

およびそれらの合成場 b= bn + htをFig.6(a)-(c)に，これらの界面磁場や界

面形状から求めた表面張力 C・ 磁気応力差 T.重カポテンシャル Gも含む

界面応力和SをFig.6(d)-(g)に示す.(a)-(d)は， (e)-(g)のような界面上分布

のy=O断面内での変化を表したものである．
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Fig. 6: (a)-(c)接線磁束密度ベクトルとその成分 b1=h1xX+b1zZ,法線磁束密度ベクトルとその
成分 bn=bnxX+bnzz,合成磁束密度ベクトル b=b,+bn,(d)表面張力 C,磁気応力差 T,童カポテ
ンシャル Gを含む界面応力和 s,のy=O断面内分布. (e)表面張力 C,(f)磁気応力差 T,(g) 
界面応力和の符号反転ーS,の界面上分布．細い黒線は (a)波長心と波高 he,(b),(c)法線磁
束密度 be,(d)磁気応力差 Tc,それぞれの臨界値．太い黒線は(a)界面形状?,(b),(c)印加磁束
密度強度 hap!・
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(A),(B),(C)では， Wpro,hap! は共通で，伽。だけが 0.5,1.5, 2.5 mmと増える．

これに伴い，波形の中心付近の Sは 負→ 0→ 正と増加する (Fig.6(d),(g)). 

G,Tに較べて Cは小さく (Fig.6(d),(e)), Sは主に正の Gと負の T((d),(f)) 

の釣り合いから成り立つ.Tは界面磁場によって変化するが全体的にはそれ

ほど変わらないので， Sの増加は主に Goc (pr。の増加によるものとなる．界

面力学方程式(1)より，もし avz/at~0 であれば況/8t oc 8<p/8t = -S/ pなの

で，界面には， (pr。が低ければ磁場による引き上げ，高ければ重力による引

き落としが働くことになる．

7 まとめ

磁性流体の界面解析に必要な界面磁場を求めるため，安定性解析や動的

解析などで汎用磁場解析 (MAGU)を利用してきたが，結果の比較や方法の

改良ため，間接境界要素法 (IBEM)に基づく界面磁場解析を開発した．境界

上の磁気ポテンシャル¢と法線磁束密度 hzは，単極子密度げを導入するこ

とにより，分離して求められる．界面磁場などの界面量は，波数空間で求め

ていたMAGUとは対照的に，実空間で直接求められる．磁気応力差の検証

に用いる領域内部の磁束密度成分は，境界上の</J,hzを求めた後，直接境界

要素法で求める. IBEMとMAGUを非線形磁化へ拡張するとともに，両方

法の関係を調べた．

界面現象の理解に本質的な役割を果たす表面張力や磁気応力差が正しく

求められていることは，界面エネルギー密度を界面応力とは独立に求められ

るようにし，「界面応力と界面エネルギー密度の関係」を用いて検証する．「表

面張力と表面張力界面エネルギー密度の関係」を確認することはできたが，

「Maxwell応力と磁気界面エネルギー密度の関係」については，接線応力に

基づく磁気エネルギー漏洩の効果を考慮する必要がある．

「一様鉛直磁場中の 2層系」で，軸対称に変形した界面に一様鉛直磁場を

印加して，界面磁場や界面応力（磁気応力差・表面張力）分布の波高依存性

を調べた．これらは，界面形状の時間変化を調べる際に，体積保存則と合わ

せて利用される，
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