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1 はじめに

ループソリトンの相互作用

富山大院小林泰之，富山大・エ角畠浩

Hiroshi Kakuhata and Yasuyuki Kobayashi 

Faculty of Engineering, University of Toyama 

我々は最近，ループソリトン解を持つ 2成分の連立非分散方程式 (CIDE)[1] 

洸X羞 X=-(豆 +a辺）X, 

洸Z-8弦＝はX+8a-X)X 
(1) 

の正の振幅同士の相互作用を調べた。ここで， (X,Z)はストリングの位置ベクトルの成分，

T は時間 oで「弧長」（ストリングに沿うパラメータ）である。従来，ループソリトンの相

互作用は小さな速度 vの衝突では二つのループが弾くように相互作用し，より大きな vでは

小さいループが大きなループの中をまわるものと考えられてきた。しかし，さらに大きな v

では小さなループが消えるが，ソリトンの個々の成分の挙動を調べると，それらのピークは

オーバーラップせず，よりいっそう大きな vで個々の成分のオーバラップが始まることを発

見した [2]。

本稿では Konno-Ichikawa-Wadati(KIW)方程式 [3,4]で同様の現象が発生するのかを調

べる。

2 連立非分散方程式 (CIDE)のソリトン解

CIDE (1)は双線形変換

により，双線形方程式

G 
X=F, 

F =a+ 2(8T -8砂lnF,

(D;-Dいl)F・G= 0, 

(DT -D砂2- -び=0, 
2 

(2) 

(3) 
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に変換される。これから lソリトン解，

G=e叫
F = 1 +Ae笠

(4) 

を得る。ここで，波数を p, 周波数を w,初期位相を 8,位相速度を vとすれば，位相 7/,

係数 A, および分散関係はそれぞれ

rJ =四+pa+6, 

A=  l 
l6(w -p)2' 

w2 -p2 = -1, 

(5) 

で与えられる。 Iソリトン解は実空間では，波数を p="(, 周波数を W = -"(V, 初期位相を

6=0として，

X = A sech-y(a-ー VT),
Z=Z。+び-Atanh-y(a--vT), 

1 (6) 
'Y = 
凶'

A=  2-y(l + v), 

で与えられ， Zはtanhのキンク型である。ここで Z。は任意定数である。

同じスピード V (Q < V < 1)での 2ソリトン解は正の振幅のソリトンの正面衝突のとき

G = ryv [(1-v)cosh-y(び-vT) + (1 + v) cosh-y(び十 VT)],

F = cosh 2-yvT + (1 —炉）＋炉 cosh2-ya-, 
(7) 

になる。このとき，初期位相は X とZがT=Oで左右対称になるように選んだ。以下では，

この解を用いて，ソリトンのピークの挙動から， 2ソリトンの相互作用を見る。

3 ソリトンの位置とソリトンの相互作用

ソリトンのをソリトン解の極大（極小）と考え，それらのピークは X 成分に関しては

8aX=0で， Z成分はキンク型であるから， 8;Z=0で与えられる。 x=e的 VT) y = e2,a 

とすれば， X に対しては， 3次方程式

fx(x,y) = bx3炉+bx2炉+bx1Y + bxo = 0, (8) 

Zに対しては 4次方程式

fz(x,y) = bz4炉+bz記 +bz元+bz1Y + bzo = 0, (9) 
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を得る。ここで，それぞれの方程式の係数は

bx3 =一炉 [(l+v)丑 +(1-v)x],
bx2 = (1 + v)丑 +(l-v)(3+4v —炉）丑 +(l+v)(3-4v-v伽+ l-v, 
bx1=-(l-v)企— (1 + v) (3 -4v -v2声ー (1-v)(3 + 4v -v2)x -1 -v, 
bxo =炉 [(1-v)叶 +(l+v)x],

および

bz4 = v2x [(1 + v)丑+2(1-悦）x+l-v], 
如＝― {(l+v)が+2(2 + v)(l —炉）x3 

+2 [ 1 -4v4 + 2(1 -V叩］丑+2(2 -v)(l —炉）x+l-v}, 

(10) 

知＝ー6v3x(x2-1), (11) 
知=(1 -v)x4 + 2(2 -v)(l —炉）x3 

+2 [1 -4v4 + 2(1 -V叩］丑+2(2 + v)(l —炉）x + l +v, 
bzo = -v2x [(1 -v)丑+2(1-炉）x+l+v], 

で与えられる。 T= 0 (x = 1)のときには，び =O(y=l)はソリトン間の谷間が厳密解とな

り， zでは非物理的な解 y= -lも解となる。このとき，方程式 fx=0とfz= 0はそれ

ぞれ2次方程式

v2炉ー 2(2-3炉）y+炉=0 (for fx = 0), 

性(2ー炉）炉ー 2(4-4v2 -v4)y +炉(2-炉） = 0 (for f z = 0), 
(12) 

に帰着し， T= 0 (x = 1)のとき， X のピークの位磁と Zのピークの位搬は異なることがわ

かる。それぞれの 2次方程式の解は

2-3伍 士 2凶l-vり(1-2炉）
Yx土＝ v? (for fx = 0), 

4-4炉— v4 土 2凶1 ー炉）(2 +炉）(2 -3炉）
Yz士 ＝

炉(2-炉）

である。 2次方程式が二つの実数解を持っためには， vの範囲が

1 
0 < v < - R::: 0.70710 (for fx = 0), 

⑫ 

0 < v < f R::: 0.81649 (for fz = 0), 
3 

(13) 

(for fz = 0), 

(14) 

1 
でなければならない。このとき X のピーク (Yx-= Y1,Yx+ =ぬ）は V> -~0.70710 

一 ⑫

で， Z のピークは v~ 喜 ~0.81649 でオーバーラップし，後者では両成分の二つのピー
クがオーバーラップしている。以下で， これらをいくつかの特徴的な場合に図示する。なお，

以下の図では左から順に (X,Z), X, 8uZであり， (X,Z)では横軸は z,縦軸は X, X 
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と0ワzでは横軸は a, 縦軸はそれぞれ， X,8びzであり，時間発展は上から下に向かい，

上から 5行Hが T=Oである。 V= 0.1での相互作用ではどのピークもオーバラップせず，

ループソリトン同士が弾くように相互作用しているのが見える（図 1)。V= 0.4での相互作

三

三

三

三

三

三

三

三

三

図 1 V = 0.1 

用では小さいループが，大きなループの中を回っているのが明瞭に見えるが，それぞれの成

分はオーバラップしていない（図 2) 。 V= 喜 ~0.44721 での相互作用では小さなループが

〗
ニ
ニ
一一一一ニニニ 一一一一図2 v=0.4 

T=Oでカスプ状に， すなわちループではなくなる （図 3)。このときにも依然として，個々
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の成分のピークはオーバラップしていない。これは個々のピークのずれが大きくなったため

と思われる。 V= 占 ~0.707106 での相互作用では， T=O ではもはや小さなループは存在

〗
ご
ニ
ニ
〗
〗
〖

一一一一一一一一図3 V= 喜 ~0.44721

せず， X成分のピークがオーバラップし，

バラップしていない（図 4)。

そのピークは平坦になる。 しかし， Z成分はオー

こロニ
□

[

[

一 一一一一~
 
一一一図4 v=古:::o0.707106 
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V =~ ~0.81649 での相互作用では X 成分とともに Z 成分もオーバーラップし，
3 

ピークは平坦になる（図 5)。

その

ロロニ
□

二
□

_A___  ---v----
__A___ ---v----
___A___~ 
~~ 
____/¥___ ------v--
___/八'----~
_____A__ -------v--
__/\_——/ 
________I\_ー—/

図5 v= 喜 ~0.81649

結局， CIDEでの正の振幅のループソリトン相互作用は，従来考えられていた弾く相互作

用とループの中をループが回る相互作用だけではなく，大きな vでこれまでに知られていな

い相互作川を含むものであった。

4
 

KIW方程式と mKdV方程式

では， CIDEでのループソリトン相互作用のようなことは KIWでも起きるのだろうか？

WKIは平面曲線を記述するソリトン方程式で，

qt+ ((1 /~ い）xx =O 
(15) 

で与えられる。ここで， tは時間， X は空間座標であり，添字 X はX に関する偏微分を表

す（以下同様）。この方程式は Ishimoriによりポテンシャル mKdV方程式

1 
0t +ー炉+0888 = 0 2 8 

あるいは曲線の曲率 Kに対する mKdV方程式 (r;,=0J

3 
均十— +r;,2応十 K,888 = 0 

2 

(16) 

(17) 

との関係が指摘された [5]。
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曲線の接ベクトル T は

T(s) = 
dr(s) 

ds 
(18) 

で定義される（図 6)。ここで， r= (X, Y)は曲線の位憤ベクトル， sは弧長である。 Tの

,(s) 

図6 接ベクトル T

x成分

Tx = Xs = cos0 (19) 

とT のY一成分は

Ty= Ys = sin0 (20) 

で与えられる。ここで 0はポテンシャル mKdV方程式 (16)を満足する。従って， X, y 

は以下の関係式

s 
X = J cos0ds, 
Y = f sin0ds, 

で結ばれる。曲線 y= cp(X)を X の関数として

r = (X, cp(X)) 

とすれば，微分幾何により

叡 x
t,,(X) = (1 +吠）3/2'cf>t =一応叶~=-t,,x

なので， q= c/>xとして， KIW方程式 (15)が得られる [6]。

ポテンシャル mKdV方程式 (16)は双線形変換

F* 
0 = 2ilog― 

F 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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＇ 
9

・1
;

図7 t = 0, k = 1 

により，双線形方程式

(Dt +DりF*-F= 0, 
Dび*-F= 0, 

に変換される。この双線形方程式から lソリトン解に対応する T 関数

F = l + ie2k(s-4炉t)

(25) 

(26) 

を得る。ここで， Kは波数である。変換 (21)により，曲線の位磁ベクトルの成分は

s 2 
X = j cos0ds = s --tanh2k(s -4炉t),

k 

2 
Y = J sin0ds = -sech2k(s -4k2t), 

k 

で与えられる。これはループになっている（図 7)。更に， 2ソリトン解は波数柘と k2が，

k1 >朽 >0で，位相が T/n= 2似(s-4k召） (n = 1, 2)の正の振幅の場合のみを考える。

t=Oのとき 2ソリトン解が対称になるように初期位相を選ぶと， 2ソリトンの T 関数は

(27) 

F = (k1 -k2) sinh(771 + 772) -i(k1 + k叫cosh(771-772) 

になる。これを用いて， Xs= cos0であるから， X の極値 Xss= 0は

as cos0 = -sin皿(~)
により決定される。しかし，因子

8sに） = 4(kr -k~)(k1 cosh2ゅ＋朽cosh2771) 

F (k1 -k州 sinh2伽＋叫+(k1 + k州 cosh2(771 —叫

(28) 

(29) 

(30) 

は零点を持たないので，零点は sin0=ら（ダ：—長け =0 からくる。また， Y の極値も
(20)により， sin0= 0からくる。このとき，超越方程式

sinh(7)1 + 7)砂=0, 

(k1 -k2) sinh(771 + 772) =土(k1+朽）cosh(771 -772) 
(31) 
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を滴足する sがソリトンの谷間とピークである。 t=Oのときには，

sinh伽＋叫=sinh(k1 + k叫s=O (32) 

がソリトンの谷間に対応し， s=Oが厳密解である。 t=Oでの二つのピークに対応する方程

式は

(k1 -k叫sinh(771 + 77叫土 (k1+松）cosh(771 -77叫
= (k1一朽）sinh(k1 +朽）s土 (k1+朽）cosh(k1 -k2)s = 0 

(33) 

である。厳密解の導出は困難であるが，

k1 +朽>k1 -k2 (34) 

であるから， sinh(k1+k叫sはcosh(k1-k2)sよりも速く大きくなるので， (k1-k2)sinh(k1 + 

k叫sと (k1+ k叫cosh(k1-k叫sは有限の sで士に対応して，必ず二つの交点を持つ。ま

た， X とZのピークはどちらも， sin0= 0から決定されるので，ピークの位闘は同じであ

り，ループが消失することはない。

これらを図示（図左は (X,Y)で横軸は X縦軸は Y,図中央と図右はともに横軸は s'縦

軸はそれぞれ sin0とK である）すると， k1= 1.5, k2 = 2のとき， t=Oでループは弾くよ

うに相互作用しており， KdVソリトンのピークはオーバラップしていない（図 8)。 CIDE 

一 図 8 t = 0, k1 = 1.5, k2 = 1 

一 図9 t = 0, k1 = 3+2v"5, k2 = 1 

でピークがオーバーラップするときにはピークが平坦になることから， 1'£88(0, 0) = 0から，
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一 図10 t = 0, k1 = 4, k2 = 1 

k1 = 3十乳朽 =1で mkdV方程式の二つのソリトンがオーバーラップすると予想される。

実際， mKdVの二つのソリトンがオーバーラップする（図 9)。

mKdVのソリトンが完全にオーバーラップしても大きなループの中に小さなループが回っ

ている（図 10)ので小さなループはソリトンと解釈可能であろう。

5 Discussion 

CIDEとKIWのループソリトン相互作用を調べた CIDEでは大きな位相速度で各成分の

ピークがオーバラップするが， KIWでは各成分のピークがオーバーラップすることはない。

従って，ループが消失することもない。 CIDEでは時間 0でのピークの位置を厳密に決定で

きたが， KIWでは超越方程式になり決定できない。 CIDEでは時間 0で，各成分のピーク

の位阻は異なるが， KIWでは一致している。この意味では小さいループはソリトンの谷間と

見ることもできるが， KIWでは mKdV方程式の小さいソリトンが大きなソリトンとオーバ

ラップして大きなソリトンの中を通過するときにも，小さいループは消失せず，小さいループ

が大きいループの中を回っているので小さいループはソリトンと解釈可能であった。 CIDE

ではソリトンが双方向に運動する座標系 a-Tを用いたが， KIWではこのような座標系をと

ることはできず，ソリトンは一方向にのみ運動し分散関係の形も異なる。また， KIWは伸縮

性がないとされるが， CIDEではループをなしているストリングに伸縮性がある [1,7]。仮説

としては， これが大きな違いになっている可能性がある。
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