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1 はじめに

幅広いクラスの非線形格子系において離散ブリーザー (DiscreteBreather, DB) /非線形局在モード

(Intrinsic Localized Mode, ILM)と呼ばれる局在振動モードが観測されている.DBの励起は粒子間相互作

用の非線形性によってフォノンバンドの外側に振動が励起されるものの，フォノンモードと共嗚する事が出

来ないためエネルギーが系全体に分散されないというメカニズムで理解できる．ここで，格子系の離散性

によりフォノン振動が許される振動数帯に制限が生じることと粒子間相互作用の非線形性が共に求められ

ることから非線形格子系特有の現象であると捉える事ができる．

DBは 1988年の Sievers,Takenoによる報告 [1]以来，さまざま格子系において存在証明 [2,3, 4] , 安定

性解析 [4]などの理論的解析および数値シミュレーションによる性質の解析が行われてきた．さらに， DB

はその存在に系の離散性と非線形性を必要とするのみで，可積分性などの特別な性質を必要としないこと

から，さまざまな物理系での存在が示されている [5,6]. 

DBの中でも局在構造を保ったまま系を伝ばする移動型 DBの存在は特に注目されている [7,8, 9, 10]. 移

動型 DBは系の狭い領域に高いエネルギーを保持したまま伝ばする性質から，ナノ・マイクロ構造でのエ

ネルギー・熱輸送として応用することも期待される．移動型 DBは数値シミュレーションにおいて静止絵

DBに摂動を加えることにより容易に構成できる事が知られている一方で，そのダイナミクスについての詳

しい理解は進んでいない．静止型に摂動を加えて生成した移動型 DBは伝ばと共に速度を失い，格子にト

ラップされる [11]. また，反復法により計算した移動型 DBの数値解は格子間隔と同じ空間周期でその軌

道が揺らぐ [12,13]. このような複雑なダイナミクスは移動型 DBが格子の離散性の影響を強く受けている

事を示す．この離散性の影響は Peierls-Nabarro(PN)ポテンシャルと呼ばれる実効的ポテンシャルで特徴

付けられる [14,15]. DBの良い移動性のためにはこの PNポテンシャルを小さくすることが重要であると

考えられている．
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われわれは移動型 DBが滑らかに伝ばする条件として格子の隠れた対称性に着目し [16,17], 対称性を満

たす格子のパラメータを数値的に求めた [18].この格子系においては摂動に対してロバストに伝ばする DB

を構成可能である．また移動型 DBの数値解は直線的な軌道をとるなど良い性質を持つ事を示した．本稿

では Fermi-Pasta-Ulam(FPU)-/3格子系を拡張した格子系において，この隠れた対称性を持つ格子系のパ

ラメータの存在と一意性を示し，格子系の解析的な表現を与える．また，この対称性を満たす格子系を用い

た移動型 DBの数値解の計算法を構築する．

2 格子の対称性

N粒子からなる周期境界条件の非線形格子

1 
N 

H=うこ点＋螂，q2,.・ ・,qN), 
n=l 

(1) 

を考える．ここでPnE艮， qnE艮はそれぞれ n番目の粒子の連動量と変位を表す．また <I>(qぃq公...,q刈：

応V→Rは粒子の変位 (q1,q2,・ ・ ・, 邸）の関数である．

物理座標 qn(n= 1,2, ・ ・ ・,N)と複素ノーマルモード座標 Um(m=-N/2+1,-N/2+2,・・・,N/2)の間

の変数変換

伽＝宣＿旦2+1四 exp[一デ], n = l, 2, ---, N, (2) 

を考える．モード座標 UN/2は格子の一様変位を表している．ハミルトニアン (1)に式 (2)を代入すること

により，複素ノーマルモード座標 Umに閲するハミルトニアン

Nh+l 
1 

H=  2区 Um□+if>(U,UN;2), (3) 
m=-Nh 

を得る．ここで Nh=N/2-1であり，ベクトル V =(U_Nh,u_芯 +1,... , UNh)とする．このときポテン

シャル <J>(U,UN;2)をUN/2に依存しない部分とそれ以外の部分に分解する．

<!?(U, UN;2) = <!?(U, 0) + 9(U, UN;2), 

ここで 9(U,UN;2) = <!?(U, UN;2) -<!?(U, 0)とした．

次の写像冗： cN-1→ cN-1を考える．

冗： Um >---+ Um exp(-im入）， m= -Nh, ... ,Nh, 

(4) 

(5) 

ここで入は実定数である．この写像は入の大きさに対応して， UN/2= L:~1 伽/../N = 0を満足する任意

の波形パターンを格子列に沿ってシフトさせ，かつ変位の符号を反転させる操作に対応している．例えば

入=21r/Nとした場合，

万,r/N:Um>-+四 exp(-21rmi/N), m = -Nh, ... , Nh, (6) 

となる．これを式 (2) に代入すると—Qn+l となる．したがって冗n/N は波形パターンを一格子分横にシフ

トして符号を反転させる写像になっていることがわかる．

この写像冗を用いて， UN/2に依存しないポテンシャル成分 <I>(U,O)を分解する．

〇(U,O)=剌(U)+虹(U) (7) 
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ここで剌(U)は<I>(U,O)のうち任意の入の写像冗に対して不変な成分，屯,(U)はそれ以外の成分を表す．

剌（冗U)= 4>8(U) for any 入€ 民 andany U E cN-l 

<I>a(U) = <I>(U, 0)一 <I>s(U)

<I>s(U)を対称項と呼ぶ．この分解を用いてハミルトニアン (13)は

1 
N正 1

H=2 区 Umい+if>s(U) +屯(U,UN;2),
m=-Nh 

(8) 

(9) 

(10) 

と書き換えられる．ここで'¥=虹(U)+ Q(U, UN;2)は全ポテンシャル <!?(U,UN;2)の非対称成分である．

いま， UN/2= (;N/2 = 0である部分空間I={(q,p) E股2NI区:=l伽＝区:=1Pn=0}を考えて対称格子

を次のように定義する．

定義 1

格子系 (3)または (10)について Iが系の不変部分空間でありかつ w(U,O)= 0であるとき，この格子系を

対称格子と呼ぶ．

この定義から，任意の対称格子の 1上の力学系のハミルトニアンは

H = 
1 

N, 

5区 UmU-m+ 4>s(U). (11) 
m=-N, 

で与えられる．

3 Pairwise Interaction Symmetric Lattice 

前章で議論した対称格子を構築するために N個の粒子からなる一次元の系を考える．

N 
1 

N N N/2 

H=L芦+ L [空点＋讐(qn+l-qn)2] + i塁；br(qn+r -qn)4, (12) 
n~l n~l 

ここで qn,Pnはそれぞれ n番目の粒子の変位，運動量， μoはオンサイトポテンシャルの係数， μ1は最近

接粒子間の線形結合強度を表す.brは第 r近接粒子間の非線形結合強度を表している．境界条件は周期

境界条件とする．この系は FPU-/3格子に長距離の非線形相互作用を付け加えたものになっている．実際

br = 0 (r~2) としたとき，系は FPU-/3 格子に戻る．

式 (12)に物理座標 qから複素ノーマルモード座標 Uへの座標変換 (2)を行うと，

Nh+l 
1 

H=2 区 UmU-m+ <l>s(U) +虹(U)+誓叫・
m=-Nh 

を得る．ポテンシャルの対称項虹(U)および非対称項 <l.>a(U)はそれぞれ

1 
Nh 

7rm 
虹(U) = 2 L [μ0 + 4μ 心ー 四U_mい）］

m=-Nh 

4 
Nh 

＋ ー L cp(i,j,k,l) 
N 

(b)U,Ui広防△(i+j+k+l) 
,,j,k,l=-Nh 

(13) 

(14) 
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叱(U)
4 

Nh 
—N~ 訊j,k,l)(b)U;UjUkU, 心(i+ j + k + l + N) 

i,j,k,l=-Nh 

4 
Nh 

—N~ 砂，j,k,l)(b)U;ujuku1△ (i + j + k + l -N) 
i,j,k,l=-Nh 

である． ここで

N/2 
<p(i,j,k,l) (b) どbqfJi,j,k,l)

q=l 

N/2 
砂，j,k,ll(b) ー 1:(一1)閲tJ叫，j,k,l),

q=l 

である．また， b= [b1, b2, ・ ・ ・, bN;2fとしている．関数 fは

jCi,j,k,l) cos寄cos舟cos埒cosw-
q ={sin窯sin帝sin予 in埒

で与えられる．関数△(d)は

で定義される．

△ (d) = {~ 
if d= 0 

otherwise. 

for odd q 

for even q, 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

集合S= {(i,j,k,l) E Z41-Nh-<:: i,j,k,l-<:: N: い+j+k+l=士N}を定義する．格子 (13)は非対称項

(15)が零の時かつその時のみ対称格子となる. <I>a(U) = 0となる条件は

訊j,k,l)(b) = 0, 

と等価である．

式 (20)に関して次の補題が成り立っ．

補題 2

V(i,j,k,l) ES. (20) 

(i,j, k, l) E Z4およびbE ]RN/2で心(i,j,k,l)(b)= oが成り立つ場合，ゅ（一i,-j,-k,-l)(b)= oも成り立つ．

証明任意の qEZに対して S-(2q-l)i= -S(2q-l)iおよび C-2qi= C2qiが成り立つので JJ→,-j,-, ― = 
k l) 

JJi,j,k,l)である． したがって，心(-,,-j,-k,-l)(b)=心(,,j,k,l)(b)が成り立っ. I 

方程式 (20)は任意のインデックスの入れ替えに対して不変であるので，集合Sの代わりに部分集合S。=

{(i,j,k,l) -Nh :Si'.Sj :S k :S l :S Nh,i+j+k+l =士N}cSでの方程式 (20)を議論すれば十分である．

このことと補題2より，これ以降は集合s= {(i,j,k,l)I-Nh :Si :S j :S k :S l :S Nh,i+j+k+l = N} Cs,。

について議論する．

2つの集合ふ={(0,n+l,N/2-n,N/2-1) 1 :Sn :S N/4-1} c Sと ふ ={(2-m,m,N/2-1,N/2-

l)lm = 1 or 3 :Sm :S N/4+ 1} c Sを考えると次の補題が成り立つ．

補題 3

NENを4の倍数とする方程式糾i,j,k,l)(b) = 0, V(i, j, k, l) E S1 u S2はN/2-1個の線形独立な方程式

であり非自明な解b-/0を持つ．さらにこの N-1個の方程式の解bは集合Sの他の方程式の解でもある
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補題 4

NENを4の倍数， b1を非零の定数とする．方程式ゅにj,k,1)(b)= O,V(i,j,k,l) E 81 U品の非自明な解は

T
-
N

エN

ti~2 

n
 

2
 n

 

•Sl2n.SI 

bl.Slbl-2 

,

'

、＝
 

r
 

b
 

(r = 1, 2, ・ ・ ・, N /2 -1), 

（ 
N 

r=-. 
2 
） 

(21) 

で与えられる．

補題 3と補題 4から次の定理が導かれる．

定理 5

N を4の倍数とする. b = (b1, b2, ・ ・ ・, bN;2)が方程式系ゅ(i,j,k,l)(b) = 0, V(i, j, k, l) E S1 Uふの非自明な

解であるとき，ハミルトニアン (12)で定義される格子は対称格子である．さらに，対称格子 (12)はb1を

非零の定数として以下の形で陽に与えられる．

H 

＋
 

1 
N 

1 
N 

う区点＋うこ[μ。点＋叫qn+l-qれ戸］
n=l n=l 

l N N/2-1 b . 2 .II_ N 

4 L L :i:: r: (qn+r -q出 +11=いin2(if) (qn+N/2―qn)4 
n=l r=l N n=l 

(22) 

式 (22)で与えられる格子は Pairwiseinteraction symmetric lattice (PISL)と呼ばれる [18].

r≪ Nの場合， (21)はbr/b1= r―2と近似される．この近似は粒子間相互作用を全粒子ではなく第 M

近接相互作用までで打ち切った近似 PISLを考える際に有用である．このとき近似 PISLは次の形で与えら

れる．

N N N M 
1 

H=江：瓜+2L[三＋叫qn+l叫）門＋位：江戸(qn+r-qn)4, 
n=l n=l n=l r=l 

(23) 

後述する移動型 DBの数値解の探索においては FPU-/3格子と PISLを一つのパラメータで連続的に接続

する格子

H t [訳 +~(qn+l ーと＋芹(qn+l -qn)4] +~t望 br(qn+r -qn)4 
n=l n=l r=2 

(24) 

が有用である．ここで Cが0:SC :S 1の定数で， C=Oの時FPU-/3格子， C=lの時 PISLを表す．この

格子は Translational邸 ymmetrycontrolled lattice (TASCL)[17]と呼ばれる．

4
 

PISLにおける移動型DBの構築

オンサイトポテンシャル無し (μo= 0)のもとで静止型 DBに摂動を与えて移動型 DBを構成する事を考

える．静止型DBの波形を Ustaticとした時，摂動は d冗[Ustatic]/ d入に平行な方向にとる．具体的に計算を

行うと摂動の成分紅伍は

bUm = -iblmU加 m=-N/2+1,・・・,N/2-1 (25) 
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で与えられる．ここで 8lは摂動の大きさを決定するパラメータである．また UN/2= 0より 8UN/2= 0で

ある．摂動況伍を逆変換により物理空間に戻して運動量の摂動とする．

如＝ーol喜勺 imUmexp[—雫叶， n=l,2,··•,N
m=-N/2+1 

(26) 

N = 128のTASCL(24)において内部振動数年B= 2.5の静止型 DBに摂動を加えて生成した移動型 DB

の局在中心の軌道を圏 lに示す．局在中心は各粒子のエネルギー eれに対して

N 

x(t) = L叫 ・

n=l 

で計算した．粒子あたりのエネルギーは

En = 訳+i [(qn -qn-1戸+(qn+l一冨］＋岳 [(qn-qn-1)4 + qn+l -qn)り

C 
N/2 

言 Lbr[(qn -い)4 + (qn+r -qn)4] 
r=2 

と定義している．また悩 1の軌道は DBの内部振動による揺らぎを減らすために

l t+-r 

X(t) =旦--r x(t)dt 

で平均化したものを用いている．平均化の間隔 T は十分に長く設定している．

(27) 

(28) 

(29) 

図 l(a)はFPU-{3の場合 (C= 0)の結果を示している．摂動の大きさが小さい場合 (ol= 0.005)には DB

は粒子間を伝ばせず，初期に置かれた粒子の位潰で捕捉されて振動していることが見て取れる．一方で摂動

の大きさが大きくなると (ol= 0.0056, 0.0060), DBは粒子間を伝ばし始める．しかしこの場合も局在中心

の軌道は粒子間隔で揺らいでいる．これらの様子は DBが実効的な運動エネルギーを持った粒子だと考え

ると，その移動に対して実効的なポテンシャル障壁が存在している事を示している．すなわち実効的な運動

エネルギーが小さい場合， DBはポテンシャル障壁を乗り越えることができない．ポテンシャル障壁の大

きさよりも大きな運動エネルギーを摂動として与えられた場合， DBは障壁を乗り越えて移動し始めるが，

この障壁の影響で移動速度は変動する．

一方で図 l(b)に示す PISL(C= 1)の場合，小さな摂動の場合も DBは粒子間を伝ばしていくことがわか

る．また伝ばに伴う移動速度の変動は見られない．このため， PISLにおいては FPU-{3格子のような移動

型 DBに対する実効的ポテンシャルが存在しないと考えられる．すなわち，本稿で述べた格子の隠れた対

称性は移動型DBに対する離散性の影響としての実効的ポテンシャル障壁の有無と関連づけられる．

5 PISLを用いた非線形格子系の移動型DBの数値解探索

上述のように， PISLは滑らかな移動性を示す DBを静止型DBに対する摂動から生成できる．一般の非

線形格子においては系の離散性による実効的なポテンシャル障壁による移動型 DBの速度の揺らぎにより

Newton法を用いた移動型DBの探索が困難な場合がある．一方， PISLでは移動型DBが一定の速度で伝

ばする事から比較的容易に Newton法による移動型DBを探索することができる．したがって，移動型DB

の解を見つけたい非線形格子と PISLをパラメータで連続的に変化させる格子系を作り， PISLにおける移

動型 DBの解を初期解として解を延長することで所望の格子における移動型 DB解を探索することが可能

であると考えられる．以下に例として PISLを起点とした FPU-(3格子系での移動型DBの探索方法の概略

を示す．



149

1. FPU-/3格子と PISLを接続する格子系として TASCL(24)を用いる．運動方程式は

qn Pn, 

加＝伽+1+ qn-1 -2qn + b1 [(qn+l -qn)3 + (qn-1 -q出］
N/2 

+CLbr [(qn+r -qn尺+(qn-r―qn)門，
r=2 

(30) 

(31) 

で与えられる．ただし n= 1,2,・・・,Nである. (q, p) = (q1, .. . , q凡 Pl,... ,PN)とする．初期条件

が (q(O),p(O))である解の時間発展は運動方程式 (30),(31)を積分することで得られる．時間 Tの時

間発展を写像:Fc,T:JE.2N→ JE.2Nで表す．

Fc,T(q(O),p(O)) = (q(T),p(T)). (32) 

2. PISL(C = 1)において内部振動数WDBの静止型 DBの近似解を構成する．近似解を

屈(t)= an COSWnBt, n = l, 2, ・ ・ ・, N, (33) 

と仮定する．ただし anは静止型 DBの空間波形である. (33)を運動方程式 (30),(31)に代入し，回

転波近似を行うと anについての代数方程式

an+l + an-1 -(2 -W伽）an+~[(an+l -an)3 + (an-1 -an)汀

3 
N/2-1 

+4区 br[(an+r―an)3 + (an-r -an戸l
r=2 

3 
+ -bN;2(an+N/2 -an 

4 
) 3 = 0, n = 1,2,・・ ・,N. 

を得る．静止型 DBの近似解aれ,n = 1,2,・・-Nは(34)を数値的に解くことにより得られる．

(34) 

3. PISL(C = 1)において UN/2= 0のもとで内部振動数WDBの静止型 DBの数値解を求める．具体的に

は相空間の周期軌道を探索する. (q(s) (0), p(s) (0))を静止型 DBの初期状態， T= 21r/WDBを静止型

DBの内部振動周期とする．このとき，時間発展写像F1,T(q(s)(0), p(s) (0))はC=lでの運動方程式

(30), (31)の時間Tの積分で定義される．初期状態が周期軌道上の点であるためには (q(s)(0)'p(s) (0)) 

に対する方程式

石，T(q(s)(O),p(s)(O))= (q(sl(o),p叫0)). (35) 

を満足する必要がある．方程式(35)の数値解について， Step2で得られた (34)の解(a1,・・・,aN,O,・・・,0)

を(q(s)(0), p(s) (0))の試行解として Newton法を用いて探索する．

4. PISL(C = 0)において Step3で得られた静止型DBに摂動 (26)を与えることによって速度VDB= r/s 

[site/period]の移動型 DBの近似解を構成する．パラメータ rとsは整数である．速度 r/sは移動型

DBがs回の内部振動時間 sTの間に r格子間隔分移動する事を意味する．ここで T= 21r/WDBであ

る．速度 VDBはある範囲内で摂動パラメータれに比例している．そのため所望の移動速度 VDBの移

動型 DBを得るための Iiiを決定することができる．

5. C E [O, 1]において TASCLを考える．ある与えられた T= 21r/WDBとVDB= r/sに対して写像

Mc: 艮2N→JR.2Nを以下のように定義する．

Mc= (-1)'Sr O Fc,sT, (36) 
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ここで＆：艮2N→民2Nは以下の巡回鷹換を表す写像である．

ふ(q1,... ,q凡 Pl,"',PN)= (ql-r,"', qN-r,Pl-r,"',PN-r), (37) 

もしインデックス iがi<:: 0の場合は i+Nとみなす. (q(tl(o), p(tl(o))を内部振動数 WDB,速度 VDB

である移動型 DBの初期状態とする．初期状態は以下の関係を満足する．

Mc(q(tl(o),P叫0))= (q(tl(o), P叫0)). (38) 

これは (q(t)(0), p(t) (0))に関する方程式であり Newton法を用いて数値的に厳密な解を探索可能であ

る．このようにして得られた方程式 (38)の解を X似(0)= (q(t) (0), p(t) (0))とする．

6. PISL(C = 1)において初期試行解を Step5で得られた文(t)(0)として， Newton法を用いて方程式

(38)の解Xや(0)を探索する．

7. Step 6で得られた解 Xi1)(0)をFPU-(3格子 (C= 0)の解x炉(0)まで延長する．パラメータ Cが

C=Oになるまで徐々に減らしながら方程式 (38)を繰り返し解くことにより解を延長する．すなわ

ち，△C > 0 を微小な定数， X似 (0) を C における方程式 (38) の解とすると， C —△C での方程式
(38)は初期試行解を X似(0)とした Newton法で解くことができる．

図 2に解の延長によって PISLから FPU-(3まで変化させた移動型 DBの構造を示す. PISLでは DBの

周りにテイルが存在しないが， FPU-(3に近づけるにつれてテイルが出現することが分かる．このように，

PISLで得られた滑らかな移動性を示す DB解を試行解として FPU-(3格子での移動型 DBに解を延長する

ことが可能である．他の非線形格子においても PISLを起点とした移動型DBの解の探索が可能であると期

待される．
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岡 1:Trajectories of traveling DB perturbed by Eq. (26): (a)FPU-/3 and (b)PISL. 
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悩 2:Structure of traveling DB in TASCL. 




