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温度勾配のある細管内の熱音響現象の線形および非線形理論
Linear and nonlinear theories for thermoacoustic phenomena in a pore 

subject to a temperature gradient 
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管路内に静止している気体に軸方向に一定の温度勾配を課すと，熱流が管および気体中を定常

的に流れる．軍力の影響はここでは無視する．熱流は制御できない撹乱に絶えず晒されており揺

らいでいる．このため気体の温度や密度，庄力も同様に揺らいでいると考えられる．しかし，気

体の粘性や熱伝導性の拡散作用により撹乱は普通減衰し，気体の静止状態が保たれる．

ところが熱流が大きくなり，もし流路を含む系全休に固有振動モードが存在すれば，撹乱がそ

のモードを共鳴的に励起させ，拡散作用に打ち勝って成長する可能性がある．熱流が外部から定

常的に流人出していることから系は熱的に開いているので，撹乱は熱流からエネルギーの供給を

受け成長する．この状況は粘性流の不安定性と似ている [1].

撹乱が不安定化すると指数関数的に成長していくが，振動に伴う様々な非線形現象により撹乱

のエネルギーが高次の振動モードにカスケード式に輸送される結果，ある一定の振幅の自励振動

が発生する．この現象は熱音鰐現象と呼ばれている1. 振動のエネルギーは熱（流）から変換され

たものであるから，これはまさにプライムムーバ（原動機）作用と見なされる [2,3, 4]. 発生する

振動は普通の音に比して追かに大きく叫エネルギーハーベスティングヘの応用が期待されている．

なお，温度勾配を課さない気体を外から強制振動させると逆に熱流が発生する．このエネルギー

変換はヒートポンプ（冷凍機）作用と見なされ，極低温の冷凍機に応用されている．

熱音響現象の定星化には，約半世紀前にヘリウムのタコニス振動 [5]の解析のために導かれた線

形のロットの方程式 [6,7]が現在も利用されている．最近では数値流体力学 (CFD)に基づく高精

度なシミュレーション [8,9]が行われるようになり，特に流れの非線形現象の解明に役立っている

が，複雑な流路ではやはり何らかのモデル化が必要になる.CFDは実際の機器を対象とした場合

には精密な情報を提供する反面，現象を物理的に理解することには向いておらず，また高度な計

算技術と資源も要求する．

著者のグループはロットの方程式以降の理論的な進展がなく，また CFDとのギャップがあまり

にも広いので，これを埋める理論が非線形振動・波動の立場から構築できないかと考えこの 10年

にわたり研究を行ってきた．ロットの方程式は後述する細管近似の下で導出されているが，不安

定化させる温度勾配に対する臨界条件の導出には有効であることが，これまでの研究により明ら

1燃焼等の非定常な放熱による音や振動の発生も熱音響現象と呼ばれ，熱流の不安定性による現象と対比される．

2大気圧下では音圧が 170dBにも達する．
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表 1:理論とそれが目標とする現象

圧力撹乱の 流路径 Rに対する粘性および熱伝導性による拡散届厚さの比

大きさ 撹乱の 8= ✓ 囚w/R~ ✓函w/R 目標とする現象

€=• p/po タイプ
薄い 18≪1) I 中間 (c5~ 1) I 厚い (8≫1)

調和振動 ロットの方程式
不安定化の臨界条件

臨界（中立）振動

線形理論
無限小

熱音響波動方程式 初期値問超の設定
C→ O 任意

線形境界層理論 拡散層が簿いまたは 線形拡散・波動 初期不安定からの

厚い痺論の拡張 （移流）方程式 発展

弱非線形 微小有限

理論 O≪c≪l 
任意

非線形 拡散屑が薄いまたは 非線形拡散・波動 自励振動，衝撃波

＋線形境界暦理論 厚い理論の拡張 （移流）方程式 音響流，熱音轡流

非線形

理論
任意 任意

数値計算流体力学 (CFD)

（振動流に伴う渦の発生，剥離，端面での熱流等）

現象の高精度な

シミュレーション

かにされている．しかし，ロットの方程式は不安定化後の撹乱の成長や最終的に出現する自励振

動に奎るプロセスは記述できない．

表 1はロットの方程式と CFDとの間を埋める理論を，圧力撹乱の大きさと粘性や熱伝導性によ

る拡散層の厚さとにより分類したものである．右端の列は，各行の理論により解明が期待される

現象を纏めたものである．ここで，△pとPoはそれぞれ，圧力撹乱の最大値と静止状態での圧力

を表し， uおよび K は動粘性率と温度拡散率であり， wは代表角周波数である．

非線形性を考慮するときに拡散の影響を一般に取り込むことは難しい．そこで非線形理論は，拡

散層の厚さと流路径との比が小さいか大きいかの極限の漸近理論である．このため，理論は比が

l程度の中間の場合は確かにカバーできない．しかし，両理論を中間の場合まで拡張して適用し

ても，あまり大きな違いは生じないことが分かる．このことから，実質的には両理論だけで十分

ではないかと期待される．本報告は既に発表してきた結果を表 1の観点から見直し概説する．内

容は文献 [10]と重複していることを最初にお断りしておきたい．

2. 基礎方程式と仮定のまとめ

2.1基礎方程式

熱音響現象はニュートン流体の理想気体で記述できるものと仮定する．重力の影響を簡単のた

め無視する．基礎方程式は連続の式，ナビエ・ストークス方程式，エネルギー式と理想気体の状

態方程式により以下のように与えられる：

lDp 

pDt 
十▽ ・V = 0, 

Dv 
国=―▽p十▽ • [2μ(e -!1▽ -v)] +▽ (μv▽ • v), 
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ここで， p,v,p, Tはそれぞれ気体の密度，速度ベクトル，圧力および温度であり， tを時間とし

(2.4) 

てD/Dtはラグランジュ微分 8/ot+v・Vを表す．デカルト座標を叩 (i= 1,2,3), 速度 vのi
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図 1:温度勾配のある固体壁に囲まれた半径 Rの十分に長い管路内の気体．固体壁の温度 T切が x軸方向に緩や

かに変化しており，熱流は固体内のみならず気体中を軸方向に流れる．静止気体の温度を九とすると，熱流ベク

トル Qeは―ke▽九で与えられる．ただし， keは温度九での熱伝導率である．図中の (a),(b)は，拡散層が流路

半径に比べて十分薄い場合（境界層）と厚い場合の， x軸方向速度 u'のある瞬間の断面内分布を模式的に表した

ものである．境界層外縁での半径方向内向き速度を Vbで表し， sおよび qは壁面で気体に作用するせん断応力と

流入する熱流束密度を表す．

成分を Viで表すと， eはひずみ速度テンソルであり，その i,j成分 Eijは(BvifBxj + Bvj/Bxi)/2 

で与えられる．また Iは単位テンソルである．ひずみ速度テンソル eと粘性応カテンソルヮと

の間には， a = 2μ[e -tr(e)J/3] +μvtr(e)Jの関係が成り立ち，① は粘性散逸関数 tr(ヮe)[=

2μtr(ee) + (μv -2μ/3)[tr(e)]2) 2: 0を表す．式 (2.3)の％は定圧比熱であり，添え字0はある甚

準状態での変数の値を示す．式 (2.2),(2.3)のμ,μv, kはそれぞれ，せん断粘性率，体積粘性率お

よび熱伝導率を表し，温度の関数として次式で与えられるものとする：

μ μv k T 
- = - = - = (-) . (2.5) 
μoμvo k。 T。

ここで， 0は実験により決定される定数である．空気では大体 0.5から 0.6程度の値をとる．

因 lに示すような半径Rの十分長い流路を考える．その軸に沿って x軸をとり，半径方向の座

標を rとする．流路の周りの固体の熱容呈は十分大きく，気体の温度が変動しても固体壁の温度

変化は無視できるものとする．固休壁の温度 Tw(x)は軸対称性を保ちながら軸方向にのみ変化す

る．壁面での境界条件として，速度に対して粘着条件と温度に対して等温条件を課す：

v = 0 and T = Tw at r = R. 

流路は x軸方向には十分長いと仮定し，両端の境界条件は考慮しない．

(2.6) 

2.2静止状態の温度分布

重力を無視しているので，静止した気休中の圧力は一様な値Poをとることは (2.2)から明らか

である．静止状態の温度場九を考える．温度場は (2.3)より次式を満たさなければならない：

▽ . (k▽ Te) = 0. (2.7) 

この式は気体中を定常に流れる熱流ベクトル qe(= -ke v'Te)に対する保存則▽ ・qe = 0である．

壁面温度が軸方向に緩やかに変化し，その代表長さが流路半径に比べて十分長いと仮定すると，

次の不等式が成立する：

炉 d2Tw R dTw 
—«— 
孔 dx2 几 dx

≪1. (2.8) 



210

温度場はこのとき近似的に

Tご d吋と(3
冗(x,r)= Tw + (R2 -r2) +・・・

4(1 + (3) dx2 
(2.9) 

によって与えられる [11,12]. 

以下の解析では， Twの2階以上の高階の微分項が無視できる程度の緩やかな温度勾配を仮定す

る．言い換えれば，温度勾配の影轡は TwとdTw/dxを通してのみ考慮するものとする．しかし

(R/T,』ldTw/d叫の自乗の項は 2階微分項と同程度に小さいので， (2.9)から

Te =Tw (2.10) 

となる．よって静止状態の気体温度九は壁面温度に等しく，断面にわたって一様であると見なせる．

このとき熱流ベクトル qeはx軸方向にのみ流れる．気体の密度Peはシャールの法則 Pe冗 =Po'I'i。

より， Pe/Po= To/Teと決定される．

2.3現象を特徴づけるパラメータ

次に振動を特徴づける量について述べる．長さについては，流路の半径R,壁面温度が変化する

代表長さ L,音波の波長a/wが考えられる．ここで， aは代表断熱音速， wは代表角周波数である．

まず，流路半径が代表長さ Lや波長に比べて十分小さいと仮定する，細管近似を導入する：

R≪L≪a/w または R≪L  ~ a/w. (2.11) 

次に，圧力撹乱の代表的な大きさ（最大値）を△pとする．この大きさの静止圧力p。に比した呈

△ p/po三 e (2.12) 

が非線形性の大きさの程度を表すパラメータである．この値は 1より十分小さく，大きくても 0.1

程度のオーダーである．

最後に粘性や熱伝導性の拡散の影聾を考える．これらは壁面近くで顕著に現れ，その影響が及

ぶ距離はそれぞれ《訂w, ✓訂こによって見積もられる．ここで， v,K, はそれぞれ，動粘性率μ/p

および温度拡散率 k/pepである．両拡散率の比v/"'はプラントル数Prである．この値は普通の

気体では 1程度であり，空気では約 0.72である．プラントル数が 1より小さいと，熱伝導性によ

る拡散のほうが粘性よるものより少し大きくその影響は遠くまで及ぶが，以下では両者の大きさ

は同程度と見なす．拡散の影響が及ぶ距離と流路半径の比を

~~ 
R R 

三 6 (2.13) 

とする．この値の大きさについては制約を設けない．

流路幅が拡散層の厚さに比して小さくなると，撹乱はもはや断熱音速では伝播できない．流路

幅が狭いと気体の温度は熱伝導性により壁面温度に等しくなるので，撹乱は等温音速V元万；で

伝播するように思われるが，後で見るようにそうではない．そこで，伝播の代表速度Lwと局所断

熱音速 aとの比
a 

Lw =x (2.14) 
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を考える．拡散層が十分薄い間はxの値は 1であるが，厚くなると大きくなる．

3. 線形理論

3.1熱音響波動方程式

温度勾配下で静止している気体中の微小撹乱の振る舞いを考える．各変数を静止状態での値の

まわりに展閲し，

[p, u, v,p, T] = [Pe(x) + p1, u', v',po + p1, Te(x) + T'] (3.1) 

とおく．ここで， u,vは速度ベクトルのそれぞれx,r方向成分であり，(-)'は撹乱を表す．撹乱は

x, r, tの関数である．韮礎方程式に細管近似を行い，撹乱について線形化すると

1 8p'u'dpe 8u'1 8 
--+-- - --
Pe 8t Pe dx 8x r街

+ + (rv') = 0, 

枷 1 8p'μe 8 8u' 
Pe可＝―元＋了玩（冨），

0= 
8p' 

8r' 

、1
,

、1
,

、1
,

2

3

4

 

．

．

．

 

3

3

3

 

（

（

（

 

直 ',dTe op'ke 8 8T' 
PeCp (可+u五）＝玩＋了玩(r否）， (3.5) 

P p T -=—+ - (3.6) 
Po Pe 九

を得る [11].式(3.4)より p'は断面にわたって一様であることが分かる．この結果は境界層近似に

似ており，以後の解析を大きく簡単化するものである．今後p'(x,t)はxとtだけの関数であるこ

とに留意する．

この結果を用いると上式を p'に対する一つの式に纏めることができる．時間に関するフーリエ

変換を行い，墜面での境界条件を用いると， (3.3)から u'をp'によって表すことができる．これ

を(3.5)に用いると， T'をp'で表すことができる．さらに， (3.6)から p'もp'で表せるので，これ

らを (3.2)に代入し， v'について解くと境界条件から p'が満たすべき方程式を導くことができる．

この式をフリーエ逆変換すればp'の時空間での方程式が得られる．

この方法は単純であるが計算が面倒であり，見通しもよくない．そこで各方程式を流路の全断

面で平均して p'以外の量を消去すると，次のように纏めることができる [11]:

唸＇＿羞 (a喜塁） =~[—羞(aら）＋茄（心〗J] (3.7) 

ここで， ae(x) は局所的な線形断熱音速であり，《う元尻~[= y'(, -l)epTe] (ただし，ァは比熱

比）で与えられ， sとqは壁面で気体に作用するせん断応力と気体に流れこむ熱流束であり，次の

ように与えられる：

8u'8T'  
S =μe― および q=k- . 

街 e8r 
r=R r=R 

方程式 (3.7)の左辺は，温度が一様でない気体中の断熱音波の伝播を表し，右辺はこれに対する拡

散の影聾を表す．せん断応力が二重極を，熱流束が単極として作用する．

(3.8) 
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2.5 

1/ ,l;rt, —1/2 

0.5 

L
O
 ゜

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

図 2:無次元化した緩和関数 0(t)のグラフ．関数は t→0において漸近的に 0= l/✓ 石— 1/2- J可元；
によって表され，一方 t→00では 2exp(-jrt)に漸近する．ここで， j1はJ1(j1)= 0を満たし j1""2.40 
である．

この sや qは外から与えられるものではな<,p'によって表すことができる．実際に sを求め

ると

S=忍ぷ（塁）
となる．ここでぷは8p'/釦の汎関数を表し，

ぷ（鸞） = l(X) e [凡(~~T)] 塁(x,T)dT

によって定義される．緩和関数 0は

e(叫=2_ JCXJ -山(1/ふ） -iwt 
R2 27r 

(iw)ゴ
Io(l/ふ）

e dw 
-CXJ 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

によって与えられる [11]. ここで， I。， hは変形ベッセル関数であり， 8e= (ive/w)½/R である．
いま叫／炉を無次元の tとおき， 8(t)= ,Jz召l(t)/Rとおく．無次元化した緩和関数0のグラフを

図 2 にドットで示す．関数は t → 0 で 1/✓冠に漸近し発散する一方， t→CX)においては指数関数

的に減衰する．

同様にして， qは

塵＝％冗況｛ー王（立冒）

+ (1一□翌［ぶ（詈）ー古吋詈）] } (3.12) 

によって与えられる．ここで， N氏はN,,,の 1/eを凡（＝凡/Pr)で置き換えた汎関数である．温度

勾配が無ければ 2 行目がゼロとなり， a~= ('Y-l)cpTeの関係を用いると， (3.12)はtに関して積

分できて

q= —石ぷ（冒） (3.13) 
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となる．これをせん断応力の閑係 (3.9)と対比してみると輿味深い．せん断応力は (3.8)から速度

の空間勾配の瞬時の値によって決定される一方， (3.9)から圧力の空間勾配の履歴積分で与えられ

る．熱流も (3.8)から温度の空間勾配の瞬時の値によって決定される一方， (3.13)から圧力の時間

勾配の履歴積分で表される．せん断応力と熱流は一見両者は独立しているように見える．確かに

せん断応力 (3.9)に熱流は関与しない．ところが温度勾配があれば， (3.12)から熱流にせん断応力

が影轡を与えることになる．温度勾配の正負の違いにより同じせん断応力の下でも，粘性による

熱流の流れる向きが反対になる．

関係 (3.9),(3.12)を(3.7)に代人すると， p'に対して次の波動方程式が導出される：

冒—羞（喜）＋羹｛羞［硲忍ぶ（詈）］＋五忍ぷ（冒）
-1~ 屠翌［ぶ（詈）—示叫塁）] } = 0. (3.14) 

この方程式を熱音響波動方程式と呼ぶことにする [11].

最後に， (3.2)から (3.6)を用いて音のエネルギー式を導出すると，次式で与えられる [13]: 

羞（三：十三）＋羞(p'v!)=羞（己+P~pqTJ (3.15) 

ここで，口は次の断面平均を表す：

u! =ふJR21rru'(r, x, t)dr. 

゜
(3.16) 

式 (3.15)の左辺の t微分の下の量は，断面平均した音の運動エネルギー密度とポテンシャルエネ

ルギー密度の和を表し， x微分の下の量は断面平均した音のエネルギー流束密度（音の強度）を表

す．右辺はせん断応力と熱流束によるエネルギーの減衰または生成項を表す．

3.2熱音響波動方程式の近似

熱音響波動方程式は細管近似と線形近似の下，拡散層の厚さについて何ら制約を設けることなく

(6の大きさが任意）導出されている．この結果，方程式は微積分方程式で与えられる複雑な形を

しており，このまま解くことは困難と思える．そこで，拡散層が薄い (6«1) または厚い（ぶ~1)

極端な場合を考える [11].

熱音響波動方程式に周期21r/wの時間局期的な解が存在すると仮定しよう．このとき sやqも当然

同じく時間周期的である．緩和関数0の引数の中の Rり％は粘性拡散時間を表し，引数Ve(t-T)/R2 

は現在の時刻tと過去のある時刻Tとの時間差t-Tと拡散時間との比である．時間差を周期21r/w

で見積もり，これと拡散時間との大小で緩和関数を近似する．いま周期が緩和時間より小さい，

加 /w≪R2加とすると， l6el≪1となる．一方，周期が長いと協 ≫1となる．言い換えると，

前者では拡散層の厚さ《五五；がRに比べて薄い場合であり，後者は厚い場合に相当する．
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3.2.1拡散層が薄い場合

緩和関数を loel≪1として近似すると，

e(晨）＝ 占＋・・・ (3.17) 

となる． これより履歴積分Nvは

ぷ（塁）～喜f_oo~墨(x,r)dr 三 :t~~(隠） (3.18) 

と近似される．ここで， (3.18)は8p'/8xのー1/2階の微分と呼ばれる [14,15]. 同様にN・も近似

され，これらの関係を用いると (3.14)は次式のように近似される：

ご—羞（喜）
+ 2a~ 四 [Ca-½(巧') + (C +巧） dTe 8—ら (op')] = 0 

R ot―}叩 Te 面祝―i西

ここで， C,G戸ま定数であり， 以下のように与えられる：

C=l+ 
1-l 

年＇

l f3 l 
Cr=-+ —+ • 

2 2 年 +Pr

3.2.2拡散層が厚い場合

一方， 18』≫1として (3.14)を近似すると

州訂:戸exp(-jf晨）

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

となり， 0は指数閲数的に急激に減衰する．ここで， mはベッセル関数 Jo(z)の最小のゼロ点で

あり， j1~2.40 である．

周期が長い変動では Vet/だの全てにわたる緩和関数 (3.11)が影響を及ぼす．詳細は省くが，

のとき (3.14)は次の拡散・波動（移流）方程式によって近似される：

こ

ap'a ap' 叩 dTe8p'8 O!e 82p' 
面 ― 面 いax)+戸石西＋［炉― (,-l)Pr]祠8t2

1 
(1 + /3 + Pr) 

叫炉 dTe沙p'
-- - =0. 

6 VeTe dx atax 
(3.22) 

ここで， Deeは
PoR2 

O:e = 
8μe 

によって与えられ，圧力波の流路方向への拡散率である．この拡散率は分子粘性よる動粘性率

l/e (~ 10-5酎 /s)等に比べて遥かに大きく，温度が高くなると μeの温度依存性から Te-f3に比例し

て減少する．

方程式 (3.22)の最初の 2項は，温度勾配がなければ圧力撹乱は狭い流路の中では拡散していく

だけで，伝播できないことを示している．しかし温度勾配があれば，第 3項から撹乱は温度勾配

(3.23) 
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図 3:両端が閉じた長さ L, 半径 Rの直管の中に，半径凡の多くの細孔からなるいわゆるスタックを区間

xi< x < X2 (=xi+ Ls)の間に設謹し温度勾配を与え熱流を発生させる場合．

の正の向きに伝播（移流）することが分かる．これら 3つの項は最低次の近似 (8→oo)である．

第4項と 2行目の式は，拡散層の厚さに対する管の半径の有限効果 (1≪8≪oo)を表す．

3.3ロットの方程式と臨界条件

熱音響波動方程式 (3.14)に時間周期的な解が存在するとして， p'=P(ぉ）exp(iwt)なる形の解を

探す．ここで， P(x)は複素振幅を表し，右辺は実部をとるものとする．角周波数wは未定であり，

周期解が存在するように決定する．方程式 (3.14)はこのとき

d 2dP fv-f氏 a~dTe dP 
面 [c1-1ぶ西]+ C-Pr)冗石面＋研[1+ (,-叫P=O

となる．ここで， fv,f氏はそれぞれ

2/i ('f/e) 
fv(い= fふ仇） = fv(亭 T/e)

nふ(TJe)'

(3.24) 

(3.25) 

で定義され，

T/e = (巳）1;2 R 

である．方程式 (3.24)はロットの方程式と呼ばれる [6,7]. これは変数係数をもつ Pの2階の微分

方程式であるが，断面平均した流速振幅 U[= i(l -fv)(pew)-1dP/d叫を用いて， PとUの 1階

の連立方程式に表現する方が数値計算では便利である [16].方程式の係数は，与える温度分布 Te

により咋/a5= Te/Ti。,ve/vo =凡／氏o= (Te/To)(1望）と温度比だけで決定される．

方程式 (3.24)を解くにはxに関する境界条件が必要になる．例えば両端が固定壁の場合には，両端

でdP/dx= 0, ループ管路の場合には全長Lを一周期とする局期関数，すなわち P(x)= P(x+L), 

U(x) = U(x + L)の周期条件を要求する．これにより wに対する固有値問題が構成される．こ

の問題を解くと実数の wが存在することがある．このときの最高温度 THと最低温度 T。の比と，

R/~ との間の関係が臨界条件（曲線）として得られる．

例として，図 3に示す両端が閉じた直管の中に，いわゆるスタックを設四した場合を考える．ス

タックは半径R,長さ Lの円筒形状をしており，その断面内には半径Rs(≪R)の多くの細孔が軸

方向に貫通している．細孔全ての断面積を管の断面積で除した量を空隙率¢と呼ぶ．

スタックの両端に設置した熱交換器から熱流が流入出する．スタック付近の温度分布を図 4の

ように仮定する．このときの臨界条件を図 5に示す [16].実線はロットの方程式を解いて求めた臨

界曲線である．縦軸はスタック両端の温度比であり，横軸はスタックの細孔半径Rsの粘性拡散層

(3.26) 
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図 4:スタック付近での壁面の温度分布．スタック内の温度冗は指数関数Toexp[入s(x-x,)]で増加し，温

度緩衝（バッファ）管（四 <x< L)内の温度は放物線T叫1ーふ(x-x2)ドで減少し， T,(L)= (TH +To)/2 
とする．

3 

TがT。

2
 

ヽ．•一

~· Rsmm 

4

[

2

 

紅

2
 

4 10 
R/(Vo/Ol) 

1/2 

胡.4

図 5:臨界（中立）振動が発生するスタック両端の温度比 TH/Ti。とスタックの細孔 Rsとの間の関係（臨界

条件）．曲線より上は不安定領域，下が安定領域である．ここで，実線はロットの理論を用いて導出した条

件であり，破線および一点鎖線は，細孔内でそれぞれ薄い拡散層および厚い拡散層の理論を用いて導出した

条件である．スタック外部では薄い拡散層理論を用いている．直線は無次元の横軸と Rsとの関係を示す．

の厚さに対する比を表し， l/oに相当する．曲線上でwの虚部がゼロであり，その上部は虚部が負

の不安定領域，下部は正の安定領域に対応する．

阿中の破線と一点鎖線はそれぞれ，拡散層が薄いまたは厚い場合の近似方程式をスタック内の

気体に対して適用して求めた臨界曲線である．スタックの外部では拡散層が薄い場合の方程式を

用いている．前者は横軸が 1より十分大き領域 (o≪1),後者は 1 より十分小さな領域（ふ~1) で

のみ成立する近似であるが，本来の領域を超えて結構広い領域 (o~ 1)でもロットの方程式によ

る結果と大きく違わないことが分かる．言い換えれば，二つの近似が本来適用できない o~lの

領域は実質的に狭いことが分かる．古くから知られているタコニス振動やソンドハウス管ではス

タックは用いられていない．このような場合には拡散層は流路幅より小さいので， (3.19)だけを

用いても臨界条件が導出できる [17,18]. 

臨界条件をエネルギー方程式 (3.15)から考える．周期解を仮定しているので， (3.15)を一周期
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にわたって積分すると左辺第 1項はゼロとなり，次の関係式が得られる：

加孟）＝塁＝責（戸~+ p:~qTJ (3.27) 

ここで， l=p'がであり，(・)は時間平均

- w t+21r/w 

（・）＝汗J (・)(x, t)dt (3.28) 

を表す．

長さ Lの両端が閉じた直管では，両端 x=Oとx=Lとの間で (3.27)を積分すると

~ ~ 

I x=L -I x=O =点［（盲~+ P:~qTJ dx = 0 (3.29) 

となる．両端では記 =0であるので 1=0となり，左辺はゼロになる．この条件が満たされるに

は，中辺の第 1項の積分は摩擦のする仕事率であり負と考えられるので，第 2項の積分が正にな

る必要がある．熱流束 qをp心p孔で除した量は速度の次元を有することに注意する．第 2項は非

定常な放熱qにより肯が発生するレイリーの条件 [19,20]によく似ている．レイリーの条件では単

位時間当たりの放熱量 q[J/m3s]を体積積分するのに対し， (3.29)のqは壁面での熱流束密度の違

いがあるが本質は同じである．

4. 非線形理論

この節では撹乱の大きさが有限になり， 2次の非線形性を考慮する必要が生じた場合の弱非線

形理論を紹介する．仮定としては，細管近似 (2.11)に加え，圧力撹乱の大きさを O≪E≪lとす

る．撹乱による代表速度 Uを連続の式より EWLと見積もると，音響マッハ数 Maは

U e:wL e: 
Maニー＝ ～一

a a x 
(4.1) 

となる．これより xが 1程度の間は Maはeと同程度であるが， xが大きくなると Maは小さく

なる．

運動方程式の非線形項である慣性項の大きさを見積もる．代表速度を u,代表長さを流路幅 R

にとると，レイノルズ数 Reは

Re= EwLR/v (4.2) 

と定義される．レイノルズ数は普通は 1より十分大きいが，流路幅が狭くなると 1程度に小さく

なる．

次に音響レイノルズ数 Raを定義する．線形断熱音速を aとして，波長 a/wとaに基づいたレ

イノルズ数

Ra=a勺vw (4.3) 

を音響レイノズル数と定義する．音轡レイノルズ数はRa≫1である．例えば， f~ 10―1, a~ 3x102 

m/s, w ~ 10町sと仮定して， L~ 0.1 m, R ~ 10-3 m, v ~ 10-5 m町sとすれば， Re~10主
Ra~ 108となり上の見積りは成り立つ．スタックの細孔の外では Rは10-3mより大きいので，

Reはさらに大きい．
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レイノルズ数と音響レイノズル数を (2.12)-(2.14)で定義したパラメータ o,Xを用いて表すと

Re=贔羞， Ra= (げ）2 (4.4) 

の関係があるので， Re=(e;/ox)J瓦iとなる．これよりふ xの値によっては， Reは1程度に小

さくなるときがある．

拡散層の厚さを制限しない線形の熱音響波動方程式を，非線形の場合に一般に拡張することは

難しい．しかし，拡散層の厚さの違いにより現象がそれぞれ異なることと，線形理論の結果から

6が1程度の中間の場合が拡散層の薄い場合と厚い場合を拡張して取り扱えることから， o≪1と

o≫1の二つの場合の非線形理論について考える．

4.1拡散層が薄い場合

拡散層が流路径に比べて薄い場合 (<5≪1)には，流路内を拡散（境界）層とその外側のコア領

域とに分けて取り扱うことができる（図 1参照）．コアの領域では Reが大きいので拡散の影讐は

小さい．一方，境界層は薄いのでコア領域に及ぼすその影響は小さく，線形近似で考慮する．

基礎方程式をコア領域で平均する．ある物理変数を心(x,r, t)として，コア領域での量を断面平

均量四(x,t)とそれからの偏差呈炒(x,r, t)との和（心＝叫m+い）に分けて取り扱う：

゜
＝
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ーバA, 

d
 

茄
f
|
“
 

1
-
A
 

＝
 

m
 

心 (4.5) 

ここで， Aはコア領域の断面積であり， dAはその面積要素である．偏差量は境界層の厚みに応じ

て変化しており， Aも定数ではなく xとtに依存する．

連続の式， x方向の運動方程式，エネルギー式および状態方程式をそれぞれコア断面で積分し，

平均呈を考えると次のように表せる [21]: 

8pm 8 2pm 
＋ー(PmU叫＝％，

at ax R 

枷 m aum 1 apm 
+um =--

at ax Pm ax' 

asm asm 
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ax 
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ここで， Sはエントロピーを表し，品は静止状態での値である．式 (4.6)のVb/ま境界層外縁での半

径方向のコア領域内向きの速度であり，コア領域の Umをu'とみなすと，次のように与えられる：

％＝叶：tー!½(塁）＋磨翌~一:~t]
ちなみに，壁面から境界層に流入する熱流束密度 qは

(4.10) 

q = PeCp九忍[(c-1) ::!½(信）＋（巧ー；—~) i翌゜:~竺］ (4.11) 
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図 6:低温端が開口し，高温端が閉じた管 (1/4波長管）でのタコニス振動の初期不安定（ん図）と自励振動
の発生（右図）のシミュレーション．

によって与えられ， Vbとqとは厳密には比例しないが同じような傾向を示すことは注目に値する．

温度勾配がなければ両者は完全に比例する．壁面から熱流が拡散層に流人すると，境界層外縁の

速度 Vbもほぼ連動して正となりコア領域を締め付け，境界層がコア領域に仕事をすることになる．

逆に熱流が流出すると Vbも負になり，コア領域が境界層に対して仕事をすることになる．コア頷

域では粘性を無視しているので，波のエネルギーの散逸や生成は境界層を介して行われる．なお，

衝撃波が発生する可能性があるときには， (4.7)の右辺に粘性項は小さいけれども残しておく必要

がある．

具体的な問題に対して上で導出した方程式を用いて初期境界値問題を解いて，温度勾配の大き

さによって撹乱が成長し，その後次第に振幅が飽和し自励振動が発生する過程のシミュレーショ

ンをすることができる．開口端を極低温に保ち，固定端が常温の管で発生するヘリウムのタコニ

ス振動のシミュレーション結果を図 6に示す [22,23]. 縦軸は閉端での超過圧p'を表し，横軸は初

期からの時間を表す．ここで△は線形の固有振動の一周期である．左図は初期の不安定化する様

子を示し，右図は不安定化した振動が次第に飽和し，一定振幅の自励振動の発生を示している．

4.2拡散層が厚い場合

拡散層が厚い場合には，流路全体に拡散の影讐が及ぶので流れは圧力勾配と粘性とが釣り合っ

たポアズユ流に近いものと予想される．実際， Jは

1 op' 
u'= ---(R2 -r2) 4.12 

4/Le枷
（）  

によって与えられる（図 l参照）．これは非圧縮流れのポアズユ流と同じ形をしているが，ここで

は圧縮性の影響で半径方向の速度 v'がゼロではなく

1 op' 
V = -(R2-戸）r (4.13) 

2poR2 ot 

と最低次の近似では与えられる [11,24]. レイノルズ数Reが1程度に小さくなると，運動方程式

の非線形性である慣性項は高次項となる．

非線形性は慣性項ではなく，むしろ密度変化が大きいことから連続の式の密度変化項p―1Dp/Dt

から生じる．詳細は文献 [24]を参照して頂くとして，最終的にp'を支配する式として次の非線形
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拡散・波動（移流）方程式が導かれる：

op'o (op')+叩 dTeop'[8 ae o2p' 
面― 面 知 盃 戸五盃＋訂― ('Y-l)Pr]互ot2

-~(l+f3+Pr)疇主巧＇＿互翌＿竺（逆 2 = 0. 
6 心 dxotox Po ot Po OX) 

(4.14) 

最後の二つの項が新たに付け加わる．この方程式により狭い流路内の音響流の解析が可能になる

ことが期待される．

5. おわりに

温度勾配のある細管内の熱音響現象を定量化するために，著者のグループがこれまで展開して

きた線形および弱非線形理論を紹介した．またそれらの適用例として，両端が閉じた直管の内で

生じる不安定化の蹴界条件の導出を示し，非線形理論の例としてはタコニス振動における初期不

安定化から自励振動の発生を示した．非線形理論は，ロットの方程式では記述できない現象への

適用ができることがメリットである．これにより線形理論と CFDとの間の理解のギャップが少し

でも埋まることが期待される．

最後に展閲した理論の制約について述べる．理論では流路は十分長く，端の影響は全く考慮して

いない．スタックの両端では，線形の場合には質量およびエネルギー流束の連続条件を課せば問題

はないと思われる．実際，スタックを挿入した場合の臨界条件はこうして求められている [13,25]. 

しかし，振動が大きくなると渦や剥離の発生など流れの非線形性の影響をどのように取り込めば

よいか次の問題である．

もう一つは固体側の問題である．これまでは流路壁の熱容量が十分大きく，気体が変動しても壁

面温度は変化せず一定として取り扱ってきた．実際のスタックや再生器と呼ばれる複雑な流路を

もつポーラスな物質では熱容量は必ずしも大きくなく，壁面温度は気体温度により変動する．こ

の影響を取り込むには，固体中の熱伝導を解く必要が起こり，壁面上では熱流束密度の連続性が

要求されることになる．この解析は線形理論でも極めて複雑になるが，共鳴のような現象が起き

る可能性があり今後の研究が必要である [12].

本研究は日本学術振輿会・科学研究費補助金 (KAKENHINo. 26289036, No. 18H01375および

No. 18K03938)の助成により行われたものであることを記し謝意を表す．
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