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1 まえがき

セルオートマトン理論では各セルに状態値が配懺されたものを様相と呼び，セルオートマ

トンは様相を様相へ移す変換として定義される．一般の様相変換との違いは，各セルの次状

態がそのセルの近傍での現在の状態のみによって決定されることにある．この決定規則を局

所遷移規則と呼ぶ．セルオートマトンは格子点などの均質な空間で定義されることが多く，

この場合，規則の適用は移動不変性を仮定される．すなわち異なったセルにおいても，参照

される近傍は丁度セルのズレだけ平行移動したものとなっており，平行移動した形での規則

が適用される. 1次元 2値の様相はビット列と見なすことができ，この場合セルオートマト

ンはビット列の変換と見なされる．計算万能性を持つセルオートマトンの存在が知られてお

り，セルオートマトンを利用した複雑なビット列操作が可能と考えられる．実際そのような

中で， 1987年にはP.Guan[l]によってセルオートマトンを用いた公開鍵暗号が提案されて

いる.P. Guanのセルオートマトン公開鍵暗号は RSA暗号で用いられる素数や，楕円曲線

暗号で用いられる楕円曲線上の点演算の代わリに，セルオートマトンの（局所規則の）合成

が利用する．合成された局所規則が公開鍵とされ，合成に用いた局所規則を秘密鍵とする．

本研究では，セルオートマトン公開鍵暗号の実現を進めるために局所規則と，それを合成

してできる合成規則の関係を考え，合成規則ではない局所規則すなわちプライマリーな局所

規則について考える．これは囚数分解における素数にあたる．なお，局所規則の合成・分解

を考えるためには（サイズ・形状ともに）異なった近傍（依存性）を持つセルオートマトン

を同時に考える必要があることに注意する．一般的なセルオートマトンの局所規則の合成に

ついては既に定義がされている．セルオートマトン公開鍵暗号の実用化における問題点と

して，

1. 可逆なセルオートマトンを見つけること、あるいは個々のセルオートマトンについて、

それが可逆となるような様相集合（リミットサイクル）を決定すること

2. 公開鍵として利用する合成された局所規則からそれを構成する局所規則を求めること，

いわゆる因数分解の可否，および可能であるならばその計算量を見積もること
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があげられる．ここでは2を中心に考える．現在のところ局所合成の因数分解に関するアル

ゴリズムは知られておらず，単純に合成して調べるしかない．そこで近傍サイズの小さなも

のから順に素な局所規則を決定することを試みた．

局所規則の合成について考える為に， 2近傍の局所規則同士で合成して 3近傍の局所規則

を， 2近傍の局所規則と 3近傍の局所規則を合成して 4近傍の局所規則を， 3近傍の局所規

則同士で合成して 5近傍の局所規則の生成を行った．一般に rー近傍（依存）の局所規則と

Sー近傍（依存）の局所規則を合成すると r+s-1近傍（依存）の局所規則が得られる．

局所規則の合成を行った結果，異なる複数の組み合わせから同じ合成規則が生成されるこ

とが発見できたことから，因数分解は一意でないことがわかった．ただし素因数分解の一意

性の可否は未検証である．

2 セルオートマトンの概要

セルオートマトンとは，

・k(2 2)個の状態を持つセル

・正方形セルが格子状に並んだ様相空間

・セルの状態を変化（発展）させる局所規則

からなる離散的並列計算モデルである．

セルオートマトンのセルは k(22)個の異なる状態を持ち，その中には静止状態と呼ばれ

る特別な状態が含まれる．本研究では最も単純である k=2で考え，それぞれの状態を 0と

1の記号もしくは白と黒の色で表す．

セルオートマトンのセル格子は n(:::::1)で定義され，セルオートマトンの研究の大半は 1

次元または 2次元のセルオートマトンを対象としている．本研究では 1次元セルオートマト

ンについて考える．また一般的に，セルの数は無限である．

セルオートマトンは離散的な時間間隔でセルの状態を変化（発展）させる．この時、セル

の次の時間ステップにおける状態は局所規則によって決定される．局所規則は規則集合であ

り，一つのセルおよび近傍内のセルから次の時間ステップにおける一つのセルの状態への関

数である．一般的な 1次元セルオートマトンのセルの近傍は，あるセルcの左側にある r個

のセルおよび右側にある r個のセルの集合をセルcの近傍セルと定義され，セルc自身も含

めた近傍は 2r+l個のセルとなる．セルcとその近傍セルの状態に対し，次の時間ステップ

におけるセル cの状態の対応させたものが局所規則である．局所規則は図 lのように表であ

らわすことができる．またこの図における出力列 00011110を2進数と見なし，それを 10進

数に変換した 30は規則番号と呼ばれ，図 lのセルオートマトンはECAにおける規則 30番

もしくはルール 30と呼ばれる．

セルオートマトンは，様相空間をそれ自身へ移す変換として遷移関数を定義することがで

きる．

セルの両側に近傍をとるセルオートマトンの中で，最も巣純なセルオートマトンは半径

r=lで，セルが持つ状態数 k=2である．このセルオートマトンは，近傍セと次の時間ス

テップにおける状態の組み合わせ，すなわち局所規則が223= 256通り存在する．一般にこ
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言〗
図 1:ECAの局所規則の例. ECAにおけるルール 30

図 2:栄一の黒セルの初期配置から関 lの規則で 50回セルの状態を変化させた．上から下

に向かって時間が進んでいる
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のセルオートマトンは初等セルオートマトン (elementarycellular automaton, ECA) と呼

ばれる．

また，本研究ではセルの片側だけに近傍をとるセルオートマトンについても考える．片側

だけに近傍をとるセルオートマトンの中で最も単純なセルオートマトンは，セルが持つ状態

数がk=2で，セル cと左右どちらか 1つだけに近傍にとるセルオートマトンで，その近傍

数は 2となる．このセルオートマトンには局所規則を 222= 16通り存在する．

3 局所規則の合成

3.1 群 G上のセルオートマトン

以下において， 2元0,1からなるブール代数を 2で表す．

本研究ではセルオートマトンを局所性と等質性の観点から一般的に考えるため，群におけ

る離散力学系として定式化する．すなわち，群 Gの幕集合 <ef'=炉を様相空間と考え， G

の部分規則集合 VこGの部分集合族 ,C<;;; りを Vに台を持つ局所規則と考える．ここにお

いて，局所規則 Sの働きは次のようなものである．様相 cの遷移後のサイト gE Gにおけ

る状態 c'(g)は，その周辺の状態パターンを群作用で単位元 eの周辺Vに移したものが£に

帰属するか否かによって決定する．明示的には

c i---+ c'= {g E G I g―1cnVE-C} 

となる．このような遷移関数は

変換T:CC→ぢで，群Gの作用と可換なもの：

T(ac) = a(T(c)), (a E G, c E CC) 

として特徴づけられる．ただし，様相 CE<ef'への aE Gの作用は ac= { ag I g E c}である．

通常の無限長無いし周期 N の1次元セルオートマトンはアーベル群 G=Zないし ZNに

おいて，原点対称な区間 V=[―r,r]を考えた場合に当たる．

3.2 代数構造

ブール代数Bに値をとる集合X上の関数空間 Bxには点毎の演算によるブール代数の構

造を考える．すなわち， f,gE Bxに対し

(f V g)(x) := f(x) V g(x) (x EX) 

(f/¥g)(x) := f(x)/¥g(x) (xEX) 

(,f)(x) := ,(f(x)) (x EX) 

と定める．このとき

fさg⇔ f(x)さg(x) (¥Ix EX) 

が成リ立つ.B = 2の場合は集合束としての構造と一致し， V,/¥,,およびこはそれぞれ，

和集合，共通部分，補集合をとる演算および包含関係となる．
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G上の遷移関数の全体たはブール代数 [2G→ 2勺＝（炉）(2G)の部分代数をなす．また V

に台を持つ局所規則の全体 .Cv= [2v→ 2]には 2閏）としてのブール代数の構造を考える．

これらはすべて完備である．

また， V<;;;W<;;;Gに対しては 2V<;;; 邪であるから， .Cvは.Cwの部分束となる．ただ

し，補をとる演算はいずれの代数におけるものであるかに依存するので，台を明示する必要

があるときには呵のように表すものとする．

これより Gの部分集合の増大列 J={¼}たz (i ::::: j⇒kこり）が与えられれば G上の

局所規則全体.Ccにフィルター付けが定まる：

isj⇒ .C-v; ~.C½ (1) 

次小節（定理 1)で見るように Lvは関数全体のなすブール代数 Tcの部分ブール代数Tv

と同型である．これによってたにも同様のフィルタ付け構造が入る．

3.3 局所規則と遷移規則の対応

Vに台を持つ局所規則 £E.Cvに対し， G上の遷移関数T,eE花を

T,e(c) = {g E GI g―1 c n V E£} (c E'-(}) 

で定める.T,eがGの作用と可換であることは容易に確かめられる．

遷移関数から局所規則への逆の対応を考えるため，局所規則の台に相当する概念として，

遷移関数の局所性領域の概念を導入する.T:C(? →杉を遷移関数， V こG,gE G とする．

任意の様相 c,c'E'-(/について

cnV=c'nV⇒ g E T(c)¢=⇒ g E T(c') 

が成り立つとき Tはサイト gにおいて V上局所的であるといい， VをTのgにおける局所

性領域と呼ぶ．サイト gにおいて Vl: 局所的な遷移関数の全体を万，vはTcの完備な部分

ブール代数である．

単位元 eにおいて， Vl: 局所的な遷移関数の全体Te,vを簡単のため Tvで表すものとすれ

ばTv=万，gVが成り立つ．

箪位元 eにおいて VJ:局所的な遷移閃数TE冗から Vに台を持つ局所規則均でごTvを

均={c E 2V I e E T(c)} 

によって定める.TがGの作用と可換であることから，任意の gに対して

均={g―1c E'-(/ I c E 29v,g E T(c)} 

が成り立っ．

定理 1写像 TvぅT1-+£r E .Cvおよび.Cv3 .£ → T,e E Tvは共にブール代数の同型写像

であって，互いに他の逆写像である．
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Proof. 2つの写像がブール代数の順同型であることは直接確かめられるので，後半部分のみ

示す. TETvに対し

氏={g E GI g―1cn VE均｝

{g E GI e E T(g―1cnV)} 

Tはeにおいて V上局所的だから

{g E GI e E T(g―le)} 

さらに TはGの作用と可換であるから

{g E GI g E T(c)} = T(c). 

一方£;E .Cvに対し

恥={cE2vleET,e(c)} 

= {cE2vlcnVE£}=£. 

よって T→均，£→ T,eは互いに他の逆写像である． 口

V<;;;Wのとき .Cvは.Cwの部分束になるが，これと同時に TvはTwの部分束になる．ょ

り詳細には次が成リ立つ．

命題 1V<;;;W<;;;Gとする．

1. .Cvは.Cwのイデアルである．すなわち，部分束でありかつ畑 <;;;Z(ZE.Cv,洲 E.Cw) 

ならば洲 E.Cv・

2. TvはTwの部分ブール束である．すなわち，部分束でありかつ TE'Tvに対し可,T=

,wT. 

このことは，それぞれの空間で埋め込み£v~ £w, Tv こ Tw が同型対応 £v~Tv,£w 竺

Twと整合しないことを意味する．実際.£E£vを£wの元とみて対応する遷移関数を Tf

と表せば， T但'.ST.cとなる．一方， TETvをTwの元とみて対応する局所規則を叫りと表

せば，均こ叫げとなる．

したがってまた Gの部分集合の増大列芯={¼hEZ によって得られる £c のフィルター付

け(1)と同様にしてたのフィルタ付け

i :S j⇒ TV;~Tv, (2) 

が得られるが (1)はイデアルによるフィルター付けであるのに対し， (2)は部分ブール代数

によるフィルター付けである．前者からさらに次数付けに移行出来るが，後者は出来ない．

3.4 局所規則の合成

V,Wt:;;Gの積を

VRw  = { vw E G I V E V, w E W} 

で定める．これはアーベル群における Minkovskii和①の非可換版である．次に £E.Cv,9JtE

.Cwの局所合成を

£◇郊={c E 2VRW I u;;-1岡） E£} 
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と定義する．ここで叩：V→2W /ま， CE2VRWに対し，

叩 (v)= V―1cnW 

で定義される写像で，佐―1(洲）はこの写像による皿 ~2W の逆像となる V の部分集合を表

す.£◇皿はこれがgのいずれかの元と一致するような様相 cの全体として定義されてい

る．定義よリ£◇飢 E.CvRWである．

これを局所合成と呼ぶのは次の定理による．

定理 2£E.Cv, 9J1 E .Cwに対し T£ETvとT叩 ETw の合成写像 T£o~飢は eにおいて

V⑧ W 上局所的な遷移関数であって，

T£o Ts_郊 =T£o洲

を満たす．

Proof. 最初に T£oTs_郊 E/1鐸 w を示す.Gの作用と可換であることは明らかであるから e

において Vi81W上局所的であることを示せばよい．任意の様相 cに対してな(c)と叩の定

義から

T叫c)n V = {v EV  I叩 (v)E朗｝

であることに注意する．そこで， 2つの様相 c,dがCn (V@ W) = c'n (V@ W)を満たすと

する．この場合，任意の VEV に対し vW~V@W だから，特に cnvW = c'n cW, す

なわち四(v)=四(v)が成立する．よって先の注意により

T叫c)nv =和(c')n V 

を得る．一方

e E T,e(Tm(c))¢c⇒ T叩 (c)nVE£

(3) 

(4) 

(dについても同様）だから

e ET, 瓜伍(c))⇔ T,e(T._叫c'))

となる．よって T,eo Ti_飢は eにおいて V@W上局所的である．

次にSJ=,£,凡oT,畑とおく．定理 1により 8はVRWに台を持つ局所規則であって， Tn= 

T心辺細を満たす唯一のものである．したがってこの8が£◇洲に一致することを示せば

よい．定義により
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{c E 2⑬ WIびC-1(飢） E£} 
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3.5 フィルター付けと次数付け

Gの部分集合の増大列含={¼hEZ が

v; ⑭ v;~ 見 j (5) 

を満たすものとする．このとき， -£aのフィルター付け (1),/のフィルター付けはそれぞれ

を満たす．

.Cv; ◇ .Cvj~.Cv; 十3

Tv; o Tv, ~Tv; 十3

(6) 

(7) 

3.3節の最期に注意したように，局所規則のブール代数.Ccの方はイデアルによるフィル

ター付けであることから，次の次数付きブール代数を得る：

ダ＝ふ公

ただし名は商プール代数

名 =£v,/£v,_l

であって，本質的に Mに台を持つ局所規則の全体とみなせる.2は局所合成から定まる積

名◇幼こ名十j

を持つ.2を群G上の局所規則のなす次数プール代数と呼ぶ. 2の構造が列含のとリ方に

どれだけ依存するかは不明である．

4 計算結果

本研究では 2近傍の局所規則同士での合成から 3近傍の局所規則を， 2近傍の局所規則と

3近傍の局所規則から 4近傍の局所規則を， 3近傍の局所規則同士での合成から 5近傍の局

所規則を求めた．

4.1 具体的な合成手順

まず通常の 1次元セルオートマトンを考える．この場合 G=Z(無限長の場合）または

恥 (N-周期の場合）である．左右に近傍をとる局所規則を考えるならば

V. ~{~-i, , 0, , i) i: : 塁

ととれば (N-周期系で i が N/2 を超える場合は ¼=G とする），列行= {¼}は (5) を満

たす増大列である．この場合，等号

¼Q9 乃 =¼+j
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が成り立つ．

次に，左右片側だけに近傍を取る局所規則の場合を考える．

v.~to, ,i-1,i) ::: 冒

ただし， N-周期系でN:::::i の場合は ¼=G とするこのときも列J={¼いま増大列で向

を統合で満たす．

2½ を2i+lと同一視し， Mに台を持つ局所規則 gこ£v;をi+l変数関数£(xo,・ ・ ・, 叫）と

して表す．ただし

叩 O・...'叩）＝｛；

このとき gが定める避移関数は

((xo, ・・・ ，叩） E£) 

((xo, ・ ・ ・, 叫） rf-£) 

T,e:(en)→ (c~),c~=£(en,···,Cn+1) 

となる．ただし， N-周期のときは添え字は Nを法として考える．

今，局所規則 £E.Cv;, 飢 E.Cぃの合成£◇皿 E.Cv; 十3は

(£ ◇ 洲）(xo, ・ ・ ・, Xi+J) =£(皿(xo,... , 巧），..., 洲(xi,・.., 叫+j))

と簡単に記述できる．

4.2 2近傍同土の合成

3近傍の局所規則を £E.CVi,2近傍の局所規則を洲， S)1E .CViとしたとき，

£(xo, x1, x2) = (洲◇SJt)(xo, x1, 四）＝洲(SJt(xo,x1), SJ1(x1, x2)) 

となる.2近傍の局所規則同士で合成した結果， 62個の 3近傍の局所規則が生成された．生

成された局所規則は，合成の組み合わせが複数存在している．以下に 2近傍の局所規則の合

成表を示す．
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91¥叩

゜
1 2 3 4 5 6 7 8 ， 10 11 12 13 14 15 

゜゜
255 

゜
255 

゜
255 

゜
255 

゜
255 

゜
255 

゜
255 

゜
255 

1 

゜
236 16 252 2 238 18 254 1 237 17 253 3 239 19 255 

2 

゜
209 34 243 12 221 46 255 

゜
209 34 243 12 221 46 255 

3 

゜
192 48 240 12 204 60 252 3 195 51 243 15 207 63 255 

4 

゜
139 68 207 48 187 116 255 

゜
139 68 207 48 187 116 255 

5 

゜
136 68 204 34 170 102 238 17 153 85 221 51 187 119 255 

6 

゜
129 66 195 24 153 90 219 36 165 102 231 60 189 126 255 

7 

゜
128 64 192 8 136 72 200 55 183 119 247 63 191 127 255 

8 

゜
55 8 63 64 119 72 127 128 183 136 191 192 247 200 255 ， 

゜
36 24 60 66 102 90 126 129 165 153 189 195 231 219 255 

10 

゜
17 34 51 68 85 102 119 136 153 170 187 204 221 238 255 

11 

゜゚
48 48 68 68 116 116 139 139 187 187 207 207 255 255 

12 

゜
3 12 15 48 51 60 63 192 195 204 207 240 243 252 255 

13 

゜゚
12 12 34 34 46 46 209 209 221 221 243 243 255 255 

14 

゜
1 2 3 16 17 18 19 236 237 238 239 252 253 254 255 

15 

゜゚ ゜゚ ゜゚ ゜゚
255 255 255 255 255 255 255 255 

4.3 2近傍と 3近傍の合成

局所規則の合成は非可換であるため 2近傍の局所規則と 3近傍の局所規則の合成は， 2近

傍の局所規則を silE£Vi,3近傍の局所規則を 1.8E£v2, 4近傍の局所規則を<!:E£vaとし

たとき，

t(xo, xi, x2, 四）

<t(xo, X1, X2, X3) 

（別◇お）（おo心 1心2心3)

辺（お(xo,x1,四），s:B(x1,四，勾））

(s:B◇別）(x。心1心2,叩）

s:B(!Jt(xo, x1)直(x1,砂），辺（尤2心3))

の2通リ存在する．上を計算した結果， 2近傍同土の時と同じように一つの局所規則を生成

する合成の組み合わせが複数存在した．また異なる素な局所規則の組み合わせから同じ合成

規則が生成されることも確認できた．

4.4 5近傍の局所規則を生成する合成

5近傍の局所規則は 3近傍の局所規則同士の組み合わせと， 2近傍の局所規則と 4近傍の

局所規則の組み合わせから生成される．今回は 3近傍同士の合成した結果，上の結果と同様

に同じ局所規則が異なる組み合わせから生成されることが確認できた．
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4.5 規則全体における合成規則の割合

次数iの局所規則全体における合成規則は次数 1から次数i-1までの局所規則の組み合

わせの総和よリも小さくなる．また合成規則はすべて複数の組み合わせを持つことから，次

数 1から次数i-1までの組み合わせの総和の半分以下と考えられ，次数iの局所規則全体

における局所規則の割合は

i-1 i-1 

L(c凶*Dv,_J/2£¼= L(2沙+1* 22•-(k+l))/(2 * 22;+1) 
k=l k=l 

と表すことができる．

5 まとめ

本研究では 2近傍の局所規則同士の合成から 3近傍の局所規則を， 2近傍の局所規則と 3

近傍の局所規則の合成から 4近傍の局所規則を， 3近傍の局所規則の合成から 5近傍の局所

規則を求めた結果，同じ合成規則が異なる組み合わせから生成されることを，また同じ合成

規則を生成する組み合わせには異なる素な局所規則が含まれることから， 5近傍までの局所

規則における素な局所規則の確認と局所規則の因数分解は一意には求められないこと，素因

数分解も一意には求められない可能性があることが分かった．

一つの合成された周所規則が複数の合成パターンを持つことは，セルオートマトン公開鍵

暗号においては，一つの公開鍵に対して複数の秘密鍵が対応することになる．公開鍵である

合成規則から秘密鍵である合成パターンを求めるには，局所規則の分解が出来ない為に，公

開鍵よリも近傍が小さい局所規則の合成パターンをすべて試す必要がある．局所規則は近傍

数に応じて総数が指数関数的に増えていくため，公開鍵の近傍数をある程度大きくすればそ

の合成パターンを求めるのにはかなりの時間とメモリが必要になる．また一つの公開鍵に対

して複数の秘密鍵が対応することは，秘密鍵を複数の受信者に割り当てることで暗号文を共

有することが出来る．
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