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A型簸のねじれ自由類と

対称群における Bruhatinversion 

名古屋大学大学院多元数理科学研究科＊榎本悠久

Haruhisa Enomoto 

Graduate School of Mathematics, Nagoya University 

本稿は [2]において得られた、 A型節のねじれ自由類における単純対象の組合せ論的分

類と、その応用としての Jordan-Holder性の判定を解説するものである。本稿の結果は

[3]において、他の simply-lacedな有限ルート系に付随する簸の表現圏や、前射影的多元

環と呼ばれる、ある種の簾表現の enhancementに対しても拡張されたが、本稿では具体

的で記述が明快である A型簸の表現の場合に限り記す。

1 簸の表現、 Gabrielの定理

籐 (quiver)とは、有限有向グラフのことである。簸を Q= (Qo, Q1)と表し、 Q。は頂

点集合、 Q1は矢の集合と呼ぶことにする。簾の表現 M とは、次のデータからなるもの

である：

• 各頂点 iE Q。に対し、有限次元ベクトル空間 Miが定まっている。

• 各矢 i→j E Q1に対し、線形写像 Mi→見が定まっている。

また表現の間の準同型という概念も自然に定義でき、 Qの表現全休 repQはアーベル圏を

なす。以下理論を単純にするため、 Qには有向サイクルがないことを仮定する。

簸の表現論とは、与えられた簾に関して repQの構造を様々な視点から解析するもので

ある。このときにまず次の Krull-Schmidtの定理が巷本的である。

定理 1.1(Krull-Schmidt). Qを簸としたとき、任意の有限次元な Qの表現は必ず直既
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約な表現の直和に、同型と並び替えを除いて一意的に表せる。

この定理により、 repQの構造は直既約部分のみ分かればよい。このことを厳密に言う

ために ind(repQ)をrepQの直既約対象の同型類のなす集合とする。このとき、 repQは

ind(rep Q)のみから圏論的に復元できる。またこのことにより、 repQの「直和と直和因

子で閉じた部分圏」を指定することと、 ind(repQ)の部分集合を指定することは同じこと

である。

簸の表現論と Lie理論との関わりにおける里要で基本的な定理である Gabrielの定理と

いうものがある。

定理 1.2(Gabriel). Qを有限で連結な簸としたとき、次は同値である。

1. ind(repQ)は有限集合、つまり直既約 Q表現は同型を除いて有限個しかない。

2. Qの向きを忘れた無向グラフがsimply-lacedなDynkinグラフ(An,Dn, E5, E7, E叫

である（このとき QをDynkin型簾という）。

さらに、以上が満たされるとき、 Qに対応する Dynkin型のルート系を <T>としヽ Qの頂

点iに対応する <l>の単純ルートを mとする〇このと包

Mr-+ L(dimM氾
iEQo 

は、 Qの唐既約表現と①の正ルートの集合 ,:p+との全単射

dim: ind(repQ)竺酎

を与える。

この定理と先に述べた注意から、 QがDynkin型簾のとき、 repQの（直和と直和因子

で閉じた）部分圏を指定することは、対応するルート系のの正ルート ,:p+の部分集合を

指定することと対応する。この対応のもとで、のの Weyl群の元から repQの部分圏を作

るというのが次に述べる Ingalls-Thomas対応である。

その前に A型の簾について Gabrielの定理をより具体的に言い換えてみよう。 A型

ルート系について思い出せば、 Gabrielの定理は結局次のように言い換えられる。

定義 1.3.艤 Qが出型であるとは、 Qの向きを忘れた有向グラフが

1 2・  ・ ・ n  

であるときをいう。
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定理 1.4(A型 Gabriel).Qを出型の簾とするとき、 1:::;i < jさn+lを満たす各ペ

ア(i,j)に対して、 M[i,j)を次の表現ような Qの表現とする：

M[i,i): 0 ー・・ •-0-k ー・・· ― k-0ー・・.-0  

ここで頂点 mには iさm<jのとき Kが、他には 0が乗っていて、線形写像は Kの間は全

で恒等写像、それ以外は全て 0写像である。このように定義すると、写像 (i,j)→ M[i,i) 
は全単射

{(i,j) 11:::; i < j:::; n + 1}~ind(repQ) 

を与える。

2 ねじれ自由類

まずは表現論サイドから、ねじれ自由類 (torsion-freeclass)というクラスの repQの

部分圏を導入しよう。

定義 2.1.Qを簸とし、 repQの部分圏rがねじれ自由類 (torsion-freeclass)であると

は、次の 2つを満たすときを言う。

1. rep Qでの任意の短完全列 0→L→M →N→0に対して、 LとNがFに入っ

ているならば、 M もrに入っている。

2. rep Qでの任意の短完全列 0→L→M →N→0に対して、 M がFに入ってい

るならば、 Lもアに入っている。

つまり、「拡大をとる操作と部分表現を取る操作で閉じている」部分圏のことである。

ねじれ自由類はよい性質を持つ（とくに Quillenの意味での完全圏構造を持ち、また

quasi-abelianである）。そのため次の問は自然である。

問題 2.2.与えられた艤 Q (やより一般に有限次元多元環）について、 repQのねじれ自

由類を分類せよ。また各ねじれ自由類の圏論的な不変量を計算せよ。

本研究のもともとの動機は、完全圏についての苦者の研究 [2]の一般論が、具体的な完

全圏においてどのように応用できるかというもので、その意味で A型簾のねじれ自由類

は次節以降で見るような転倒集合による明快な記述 (Ingalls-Thomas対応）をもち、しか

も計算が具体的に可能なよい toyexampleとなっている。
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3 転倒集合と Bruhat転倒

ここでいきなりだが Bn+lを 1,2, ... ,n + 1に作用する対称群とする (An型ルート系

のWeyl群である）。このとき転倒集合 (inversionset)といものが Bn+lの元に付随して

定義される：

定義 3.1.Bn+iの元 wに対して、

inv(w) := {(i,j) 11 ::S; i < j ::S; n+ l,w―1(i) > W―l(j)} 

とし、これを wの転倒集合、その元を wの転倒 (inversion)と呼ぶ。

これは、 w= w(l)w(2) .. • w(n + 1)と1行記法で書いた際に転倒している数の組で

ある。

例 3.2.w = 42153 E品とすると（この意味は w(l)= 4, w(2) = 2, w(3) = 1, ... であ

る）、 wの転倒の集合は次のようになる：

inv(w) = {(1, 2), (1, 4), (2, 4), (3, 4), (3, 5)} 

転倒集合はルート系や組合せ論でよく用いられる有名な概念であるが、本稿では Bruhat

転倒 (Bruhatinversion}というものが菫要になる。これは直感的には「wの転倒のなか

で、他の転倒に分割することができないもの」である。

定義 3.3.Bn+lの元 wに対して、 inv(w)の部分集合 Binv(w)を、条件「i< m <jかつ

W―1(i) > W―1(m) > W―l(j)なるような mが存在しない」ような (i,j)E inv(w)の集ま

りとして定義する。

例 3.4.先程の例w= 42153では、 (1,2)と(2,4)が転倒しており、その結果として (1,4) 

が転倒しているとみなすことができる。このような場合 (1,4)はBruhat転倒でない。こ

のように 2つ以上の転倒に分けられないものを考えていくと、

Binv(w) = { (1, 2), (2, 4), (3, 4), (3, 5)} 

となることが分かる。

Bruhat転倒という名前は、対称群の Bruhatorderでwが被覆する元と Bruhat転倒

が一対ーに対応していることに由来する。
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4 Ingalls-Thomas対応

ここでは Ingalls-Thomasにより構成された、 repQのねじれ自由類の分類を、 A型の

場合に限定して述べる。以下、 QをAn型の簾で、向きを忘れたグラフが

1 2・  ・ ・ n  

であることを仮定する。 A型 Gabrielの定理により、 repQの直既約対象は {(i,j)llさ

i<j:S::n+l}と一対一対応し、よって repQの（直和と直和因子で閉じた）部分囲は後

者の集合の部分集合を一対一対応したことを思い出そう。

まず次のように対称群の元から repQの部分圏を作ることが自然に考えつく。

定義 4.1.Bn+lの元 wに対し、 repQの部分圏 F(w)を、 (i,j)E inv(w)となるような

叫，j)たちの有限直和からなる圏として定める。

後で見るように、このような操作で repQのねじれ自由類は全て構成できるのである

が、残念ながらねじれ自由類にならないものも存在し、どの wについて F(w)が repQの

ねじれ自由類になるかは「簾 Qにおける矢印の向き付け」に依存している。つまり例えば

旅 1←2←3と1←2→ 3では、 F(w)がねじれ自由類となるような W Eふは異なる。

それゆえ、何らかの Qの向き付けの情報により Bn+lの元を制限するのは自然なこと

であり、それが Reading[6]により導入された Coxeter-sortableという概念である。

まず sぃ・・・，SnをBn+lの隣接互換（単純鏡映）とする。これらで Bn+lが生成されて

いることはよく知られており、単純互換の積で元を表したとき必要な文字の個数が最小に

なるようなものを最短表示と呼ぶ。

まず、 Qに付随する Coxeter元 CQE Bn+lを次で定義する：

定義 4.2.CQ E Bn+lはs1,s2,... ,snをある順番で一回ずつ掛けたものであり、次の条

件を満たすものである： Qにおいて i←jという矢があれば、 CQにおいて Siのほうが Sj

より左にある。

例 4.3.たとえば Qを 1←2→ 3← 4とすると、 CQ= S1紐 S焚 4である。もちろん

S⑬ 1s終 2なども条件を満たすが、どれも Bn+lの中では同じ元である。このように Qに

より CQは一意的に定まることが知られている。

この Coxeter元CQを固定すると、 Bn+lの元についての CQ-sortable性が定義できる。
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定義 4.4.Bn+lの元 wがCQ-SO廿ableであるとは、ある wの最短表示のブロック分け

w = c(0)c(l)c(2)• • • c(m) 

であり、 c(O)はCQの部分語、 c(l)はc(O)の部分語、．．．、 c(m)はc(m-1)の部分語、であ

るような最短表示が存在するときをいう。

例 4.5.Q = 1← 2→ 3← 4とすると CQ= Sド3競 S4である。このとき 42153= 

釘 S終 2S4S1はC(O)= CQヽ c(l)= s1として条件を満たすので CQ-sortableである。同様に

42513 = s茂 3砂 S終 1S3/ま C(O)= CQヽ C(l)= S1S3として CQ-sortableである。しかし例え

ばs吟 1S3や釘S砕 1的 =s砕 1はCQ-sortableでない。

このとき次が [4]によって示された Ingalls-Thomas対応（の一部）である。

定理 4.6(Ingalls-Thomas対応）.Qを出型の簸する。このとき WESn+lに対して

repQの部分圏刀w)を対応させることで、次の全単射が存在する：

{w E Bn+l lwはCQ-sortable}竺 {repQのねじれ自由類｝

この結果により、 repQのねじれ自由類は F(w)という形をしている。これを用いて、

次のねらいは以下の問に答えることである：

問題 4.7. CQ-sortableな元 wに対して、対応するねじれ自由類 F(w)の圏論的構造を、

wの側の組合せ論的な情報を用いて記述せよ。

5 主結果

本研究は、与えられた具体的な完全圏の不変量を計算することをモチベーションとして

いた。その直要な不変量が単純対象という概念である。それを今回のねじれ自由類の場合

に定義しよう。

定義 5.1.repQのねじれ自由類rについて、 Oc/MEFがrの単純対象であるとは、

次のような repQでの短完全列

0 >L >M  >N >0 

であって、 0c/ L,N E F となるようなものが存在しないときをいう。また simFによ

り、 Fの単純対象の同型類の集合をさす。
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少し考えれば、 rの単純対象は必ず直既約でなければならず、つまり simFc indF 

が成り立つ。一方、 WESn+lに対して F(w)を考えると、構成により、 (i,j)に対して

M[i,j)を対応させることで全単射

inv(w)竺 indF(w) 

が存在する。よって simF(w)はinv(w)のある部分集合に対応するはずであるが、それ

がちょうど Bruhat転倒だというのが主結果 1つ目である。

定理 5.2.Qを出型簸、 WESn+lをcq-sortableな元とする。このとき Ingalls-Thomas

対応により対応する repQのねじれ自由類 F(w)に関して、次のような可換図式があり、

上と下の写像は全単射である。

inv(w)~indF(w) 

J J 
Binv(w) ----==----+ sim F(w) 

この定理により、「与えられた repQのねじれ自由類Fにおける単純対象の分類」とい

う問題が「対応する wにおける Bruhat転倒の列挙」という純糾合せ論的な問題に帰着さ

れ、原理的には簡単に求めることができたことになる。

では「単純対象が分類されると何が嬉しいのか？」という自然な疑間があがるであろう

ので、その応用として次に主結果の 2番目である Jordan-Holder性の判定を紹介する。

定義 5.3.FをrepQにおけるねじれ自由類とする。

• MEFのrにおける組成列とは、 M の部分表現の列

0 = Mi。<M1く ・・・<Mn=M

であって、各 iについて Mi/Mi-1がrにおける単純対象であるときをいう。

•MEF の 2 つの r における組成列 0 = Mi。<・・・<Mm=M と0= M6 < 

···<M~=M が同値であるとは、 m=n が成り立ち、またある {1,2, ... ,n}上

の置換びが存在し、各 i について MjMi-1 竺 M~(i/~以i)-1が成り立つときを

いう。

•F が Jordan-Holder 性 (Jordan-Holder property)を満たす、または箪に (JHP)

を満たすとは、任意の MEFに対して、 M のrにおける組成列が全て同値であ

るときをいう。
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これは通常の加群についての Jordan-Holderの定理を部分圏レベルに要請したもので

ある。もちろん repQにおいては通常の Jordan-Holderの定理により (JHP)が満たされ

るが、驚くべきことに、 repQの多くのねじれ自由類は (JHP)を満たさない。

例 5.4.Q = 1← 2→ 3とし、 w= s1的 S吟 1S3= 4231とする。このとき F(w)は

M[1,2), M[l,3), M[l,4), M[2,4), M[3,4)を直既約対象として持ち、そのうち M[l,4)以外は単

純対象である CBruhat転倒に対応するので）。このとき M[l,4)には次のような 2つの

汽w)での組成列がある：

0 < M[1,2) < M[l,4), 

0 < M[3,4) < M[l,4) 

このうち前者の組成因子（と呼ぶべきもの）は M[l,2)とM[l,4)/ M[l,2)竺 M[2,4)の2つで

あり、後者は M[3,4)とM[l,4)/ M[3,4)竺 M[l,3)である。これら 4つは互いに非同型なの

で (JHP)はF(w)において満たされていない。

ではどのような wに対して F(w)が (JHP)を満たすかを判定するのが次の主定理で

ある。

定理 5.5.QをAn型簸、 WEBn+lをCQ-sortable元とすると、次は同値である。

1. F(w)が {JHP)を満たす。

2. wのBruhat転倒の個数が、 wの台 (support)の数に等しい（ここで台とは wの最

短表示に Siが現れるような iたちの集合である）。

証明には、 [2]で確立された (JHP)の判定条件を用いる（それによると、単純対象の個

数さえ分かれば (JHP)が判定でき、それが著者が F(w)における単純対象の分類に興昧

をもった経緯である）。

例 5.6.Q = 1← 2→ 3← 4を考えると、 CQ= S1S3S2S4であり、 W1= 42153 = 

釘 S終 2S終 1と匹 =42513 = S1S終 2紅 Sド3はともに cq-sortableである。このとき W1

と四の台はともに {1,2,3,4}であるが、

Binv(w1) = { (1, 2), (2, 4), (3, 4), (3, 5) }, 

Binv(w叫={ (1, 2), (2, 4), (3, 4), (3, 5), (1, 5)} 

となるので、 F(wi)は(JHP)を満たすが、 F(匹）は (JHP)を満たさない。

注意 5.7.先の (JHP)性の判定は、一応 wにおける純組合せ論的で計算可能な特徴づけ
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を与えているが、 wが与えられたときに Bruhat転倒と台を計算するのは少し面倒であ

る。実は [3]において、 (JHP)性の判定は「wのBruhat転倒グラフがサイクルを含まな

い」というグラフ理論的で視覚的な条件で特徴づけられることが判明した。典味深いこと

に、この条件はちょうど wに対応する Schubert多様体が locallyfactorialであることの

必要十分条件として [1]で導入された条件と一致している。

注意 5.8.冒頭に述べたように、本稿の結果は他の simply-lacedなDynkin型簸にも自然

になりたち、またさらに「Dynkin図形の全ての向き付けの簸を一度に扱う」環として前

射影的多元環 (preprojectivealgebra) IIというものがあるが、そのねじれ自由類について

も同様の理論がなりたつことが [3]において示された。例えば本稿で「CQ-sortable」とい

うかなり技巧的な概念が導入されたが、実は IIにおいてはその概念は必要なく、 mod II 

のねじれ自由類は対応するルート系の Weyl群の元と一対一対応することが [5]により知

られており、その意味でも「前射影的多元環の表現論は簾の表現論よりも対称性が高い」

と言える。実際、他の Dynkin簾の場合は、前射影的多元環での結果から直ちに導くこと

ができる。
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