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半無限ヤング盤がつくる柏原結晶とその応用

群馬大学・教育学部石井基裕＊

1 はじめに

特殊線型リ一環s(n(C)の有限次元表現は，（半標準）ヤング盤による様々な組合せ論的

記述を持つ．逆に，ロビンソンーシェンステッドークヌース対応をはじめとするヤング盤に

関係する様々な組合せ論的操作は，量子群 Uq(s(n(C))の表現（の結晶基底）のテンソル積

構造から捉えることができる．このように有限 A型ルート系に付随する表現論や組合せ

論は，他の型のそれらに比べ簡明な記述を持ち，ヤング図形・ヤング盤による詳細な理論

が展開される．有限 A型の場合に見られる上述の優れた性質が成り立つ要因の一つとし

て， s(n(C)の全ての基本表現がミニスキュルであるという事実を挙げることができる．こ

こで，表現がミニスキュルであるとは，その表現の全てのウェイトの集合が一つのワイル

群軌道をなすことを意味する．これは，その表現の結品基底にワイル群が推移的に作用す

ることとも言い換えることができる．

一方で，同様の事実はs(n(C)に付随するアフィン・リー蹂,s(n(C)のレベル・ゼロ表現論

においても成り立つことが知られている．すなわち， ,s(n(C)に付随する量子群店(s(n(C))

の全てのレベル・ゼロ基本端ウェイト加群はミニスキュルである．本稿では，この事実を

もとに考察することによって，ヤング盤の一般化である半無限ヤング盤が導入されること，

またその応用として，

• A型アフィン・ワイル群上の半無限ブリュア半順序に対する盤判定法，

• Uq(叫(C))のレベル・ゼロ端ウェイト加群の結晶基底に対する盤による実現

が得られることについて述べる．

＊本研究は JSPS科研費 16Kl7577の助成を受けたものです．
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■叫 (<C)の有限次元表現論とヤング盤． 半無限ヤング盤の定義，及びその導入の背景を

説明するために， .sln(<C)の有限次元表現とヤング盤との間の関係について述べることから

始める（詳細については [8,18]などを参照せよ）．

叫 (<C)の全ての基本表現 L(匂,)=l¥i<Cn (i=l,2, ... ,n-1)はミニスキュルであり，

その（結晶）基底は n次対称群品のグラスマン骰換の集合

s~ り={w E Sn I w(l) < w(2) <・ ・ ・< w(i), w(i + 1) < w(i + 2) <・ ・ ・< w(n)} 

と1対 1に対応する．この集合はまた， i個の箱を持つ 1列型の列標準盤全体の集合

とも 1対 1に対応する．ここで， 'wi はs(n(C)のi番目の基本ウェイト，または i個の箱

を持つ 1列型のヤング図形を表している．

一般の優整ウェイト入＝区~~/叫匂i (mi E Z~0, i = 1, 2, ... , n -1)を最高ウェイト

とする s(n(C)の既約最高ウェイト表現 L(入）は，テンソル積表現

L(切 1)如 10 L(四 ） 如20 ... 0 L(wn-1)Rmn-l 

の中で，最高ウェイト・ベクトルのテンソル積が生成する部分表現として実現される．

入＝区言m四 を各 i= 1, 2, ... , n -1について i箱の列を mi個持つヤング図形と同

一視するとき，上記のテンソル積表現の韮底は，型入の列標準盤の集合

CST(入） ~CST(な汀）mi X CST(w2r2 X• • • X CST(wn_i)mn-l 

と1対 1に対応する．そして，この対応のもとで部分表現 L(入）の基底とヤング盤*lのな

す部分集合とが自然に対応する．

上の状況を名の言葉で述べると次のようになる．任意の WE品に対して， TtlE 

CST(叫を

{Tい(1),Tい(2),... , Tい(i)}= {w(l),w(2), ... ,w(i)} 

*1本稿におけるヤング図形は， [8]におけるそれの左右を反転させたものである．また，ヤング盤とは，与え

られたヤング図形の各箱に {1,2,... ,n}の元を 1つずつ次の条件を満たすように記入したものである：

各列においては下方向に狭義に増加し，各行においては左方向に広義に増加する．
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によって定めるまた， N= 区亡/mi とおき， rr~=l T v = T 1 T 2 ・・• TN E CST(入）に

よって，第 v列が Tvである列標準盤を表す．このとき， T1 T 2 .. ・TN E CST(入）がヤン

グ盤であるための必要十分条件は，次の条件を満たす w1,w2,... ,WN E Snが存在するこ

とである．すなわち，品のブリュア半順序とに関して W1t W2 t・・・ twNであり，各

1~v~N に対して， Tv E CST(叩ならばTv=T隠である．

■叫(<C)のレベル・ゼロ表現論と半無限ヤング盤． 次に，上述における sln(<C)の既約表

現 L(入）を，アフィン・リ一環,s[n(<C)に付随する量子群島(sln(<C))上の端ウェイト加群

V(入）に置き換えて同様の考察を行う .*2 この状況におけるヤング盤に相当する組合せ論

的対象として半無限ヤング盤を導入することが基本的な方針である．

以下では，匂i(i=l,2,... ,n-1)を,s[n(<C)のレベル・ゼロ・ウェイトとして考える

（零虚ルート 6を法として一意的に定まる）．似(sln(<C))上のレベル・ゼロ基本端ウェイト

加群 V(wi)= /¥i <C(qrRqqJ <C(q)[z, z―1] (i=l,2, ... ,n-1)は全てミニスキュルであ

り，その基底は自然に CST(wi)x Zと1対 1に対応する．また，一般のレベル・ゼロ優整

ウェイト入＝江:-}ffii'wiを端ウェイトとする端ウェイト加群 V(入）は，テンソル積加群

V(w1)如 1⑳ V(四 ） 年2⑭ ・ ・ ・ RV(wn-1)Rmn-l 

の中で，端ウェイト・ベクトルのテンソル積が生成する部分加群として実現される（柏原

の予想 [15,§13]の解決 [5,§4.2]を参照せよ）. N = L~==-/ miとおくと，このテンソル積

加群の基底は，

CST(入） x zN~(CST(て:v1) X zr1 X (CST(口 2)X zr2 X・ ・ ・X (CST(口nl)X z)mn-1 

と1対 1に対応する．この中で V(入）の基底に対応するものとして半無限ヤング盤を定式

化することを考える．半無限ヤング盤を正確に記述するためには， Sn上のブリュア半順序

構造の代わりに，次章で述べる sln(<C)のワイル群ぶi (すなわち品に付随するアフィン・

ワイル群）上の半無限ブリュア半順序構造が利用される．

2 半無限ブリュア半順序の盤判定法

半無限ブリュア半順序の定義と，その盤による判定法とを述べる． ここでは，集合

CST(叫心と“半無限グラスマン皿換"の集合 s~i) とが重要な役割を果たす．

*2量子群上の端ウェイト加群は改変型量子群の構造解析を目的として [14]において導入された．端ウェイ

ト加群は可積分最高ウェイト加群を含む可積分加群のクラスをなし，これらは結晶基底を持つことが知ら

れている．アフィン朋量子群の端ウェイト加群の構造については [l,5, 15, 16]を参照せよ．
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自由アーベル群 g汀~1 ZEiにおいて△ = {ai,j = Ei -Ej I 1~i,j~n} ¥ {O}と定め

る.°'i = 叫+1= Ei―Ei+ 1 (1~i~n -l), Q =〶に1 恥とおく．品は基底 {Ei}i=l
の置換により△ とQ とに作用する．このとき， s[n(qのワイル群 snは，品に付随す

るアフィン・ワイル群 Sn=Sn区 Q= {(w, ~) I WE  Sn, ~E Q}として実現される．関

数£:Sn →鯰o を品のコクセター群構造から定まる長さ関数とする．各 ~E Qに対し

て， Ci(~) E Z をくの中の m の係数とする．すなわち，~= L~==} ci(~)ai とする．また，
~E Q に対して， ht(~)= 区：二凸ぶ） E Zと定める．関数

げ：名→ Z, (w, ~)• £(w) + 2·ht(~) 

をsnの半無限長さ関数という.XE Snと鏡映rEぷしとに対して，炉訂rx)=炉只x)+ 1 

が成り立つとき， rxはxを被覆するという関係によって定まる Sn上の半順序とを半無

限ブリュア半順序という．

注意 2.1.アフィン・ワイル群上の半無限ブリュア半順序は，（捩れのない）アフィン型ルー

ト・データに依存して定義される半順序構造であり，コクセター群構造から定まるブリュ

ア半順序に類似する良い性質を持つ．例えば，次の各項目は半無限ブリュア半順序構造と

密接に関係する（または同値である）．

• ジェネリック・ブリュア半順序 ([21,§1.5]), 

• 安定ブリュア半順序 ([23,Lecture 12]), 

• リッテルマン半順序 ([20,§4]), 

• 量子ブリュア・グラフ ([6,Definition 6.1]及び [19,§4]), 

• 脇本加群の間の（非自明な）準同型写像の存在性 ([2,§4]), 

• 半無限旗多様体の中の岩堀部分群軌道の間の閉包関係 ([9,§5.1]または [17,§4.2]), 

• レベル・ゼロ・デマジュール結晶の間の包含関係 ([22,§5]). 

次に，列標準盤の集合 CST(ロリに対応するグラスマン置換の集合 s~i) とその上のブ

リュア半順序構造との類似として，集合 CST(口i)X Zに対応する半無限グラスマン置換

の集合羞n とその上の半無限ブリュア半順序構造とについて述べる．各 l~i~n-1
に対して，品の極大な放物型部分群 SiX Sn-i C 品と Qi= 〶J今 Za1 C Q とを考え

る．このとき，部分群 (SiX Sn-i)区 Qicぶしはふの放物型部分群ではないが，鋭映部

分群である（より正確には，有限ワイル群 SiX Sn-iに付随するアフィン・ワイル群に同

型な群である）．従って，剰余類集合 S叶(SiX Bn-i)区 Qiは，各剰余類の中で（通常の）
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ブリュア半順序に関して最小である代表元からなる完全代表系 s~i) C Snを持つ（例え

ば [10,命題 3.1]を参照せよ）．より具体的には， A+を凡の正ルート全体の集合とし，

砂を部分群 (SiX Bn-i)区 Qiに属する鏡映に対応する正ルート全体の集合とすると，

晶i)= {x E Sn I x(Aい） CA+}となる.rri : sn→ s~i) を自然な全射とする. XE S~i) 

と鏡映 rE Snとに対して， rぎ(rx)=£ 芳(x)+ 1が成り立つならばrxE S~i) であるこ
とが分かる．よって， s~i) 上の半無限ブリュア半順序とを上述と同様の方法により定める

ことができる．

(T,c),(T',c') E CST(匂 i)X Zに対して，関係 (T,c)>: (T',c')を

(c~c') かつ (1 ;£U ;£i -C + C1ならば T(u+ c -c')~T'(u)) 

が成り立つことであると定義する．すなわち， d:= c -c'~0 であるとき， T を第 1 列

に持ち， T'を下方向に d箱分ずらしたものを第 2列に持つ斜め型の盤が半標準であると

き， (T,c)>: (T',c')と定義するのである（例 2.5も参照せよ）．容易に分かる性質として，

c-c'~min{i,n-i} であるならば，任意の T, T'E CST(wi)に対して， (T,c)と(T',c') 

が成り立つ．

命題 2.2([11]). 写像

'!Y; : sn→ CST(叫 XZ, (w,~) • (Ttl ぶ(~))

について，次が成り立つ．

・欲。IJi='!Y;. 

• 欲の s~i) への制限は，全単射改： s~i) • CST(口i)X Zを誘導する．

• 任意の x,yE S~i) に対して， s~i) において X と y であることと， CST(wリ xZ に
おいて欲(x)>:'!Y;(y)であることとは同値である．

定理 2.3([12]). x,y E Snに対して，次の条件 (i)-(iii)は互いに同値である．

(i)出において x>:yである．

(ii) 任意の l;£i;£n-l に対して， s~i) において IJi(x)とIJi(y)である．

(iii)任意の l;£i;£n-lに対して， CST(口i)X Zにおいて改(x)>: 改(y)である．

注意 2.4.定理 2.3における条件 (i)と(ii)との同値性は，任意の捩れのないアフィン型

ルート・データに対して定まるアフィン・ワイル群上の半無限ブリュア半順序に対して証
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明されている ([12]).この (i)と(ii)とのlaJ値性は，コクセター群のブリュア半順序に対す

るデオダールの判定法 ([7,Lemma 3.6]または [4,Theorem 2.6.1])の類似であると考え

ることができる．また， (i)と(iii)との同値性は，対称群のブリュア半順序に対する盤判定

法 ([3,§3]または [4,Theorem 2.6.3])の一般化を与える．

定理 2.3を利用した半無限ブリュア半順序の判定の一例を示す．

例 2.5.n = 7とする．

w=G; ~: 『字乙）， V=G~ 手: ~ ば『） E S1, 

c, = 5a1 + a2 -a3 + 4a4 + 5⑯ -2⑯,  (= 3a1 -2a3 + 2a4 + a5 -3a5 E Q 

とし， x= (w,~),y = (v,() E 81を半無限ブリュア半順序で比較する．今，

＂四＝i=l ~ 
3 3 3 3 2 2 

4 4 4 3 3 
6 

ITTい＝
7 5 4 4 

i=l 
7 5 5 

7 6 
I 

7 

であるまた，次が成り立つ．

・蒻）一 cぷ） = 2~1 = min{l, 7 -1} より， ;3/i_(x)~ 笏(y)である．

2 

• 韓）ー ,a(()~I かつ〗〗は半標準であるので， e>Y,(x) ":: W,(y)である．

4 
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• c5(~)-cぷ） = 4~2 = min{5, 7 -5}であるので，洸(x)と{%(y)である．

• c5(~) -c5(く） = 1 = min{6, 7 -6}であるので， (%(x)t (%(y)である．

よって，定理 2.3から xとyであることが結論される．

3 半無限ヤング盤による端ウェイト加群の結晶基底の実現

前章までの準備を踏まえて，半無限ヤング盤の定義を述べる．

定義 3.1([11]). 入＝区ご/m品 (miE Z;::;0, 1~i~n -1) とし， N= 区~~了miと

おく．

n-1 m;  

'f=(rrrrい (ci,v)1~v~叫 l~i~n-1) E CST(入） xが
i=l v=l 

が条件「各 l~i~n-1 に対して， CST(wi) x Zにおいて，

(Ti,1, Ci,1)~(Ti,2, Ci,2)~ ・・・ ~(Ti,m;, Ci,m;) 

が成り立つ」を満たすとき， Tを型入の半無限ヤング盤という．型入の半無限ヤング盤全

体の集合を Y芳（入）と表す．

次に， Y町入）に応（叫(C))上の柏原結晶の構造を定める． そのために， CST(口i)

の上の柏原結晶構造の復習から始める ([24]). 8を,s[n(C)の零虚ルートとし， P =

Q十こ応lz匂，＋四とおく．品の Pへの作用を次で定める. ri=(i,i+l)ESn 

(i=l,2, ... ,n-1)を単純互換として，

• 1 :;; i, j :;; n -1に対して， ri巧＝口J―ふ，jCYiと定める，

• 1 :;; i, j :;; n -1に対して， ri巧＝の一 (2ふ，J―ふi-j1,1)aiと定める，
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• 任意の WE品に対して， w8=8と定める．

TE CST(口i),0 ;;:; j ;;:; n -1に対して， wt(T)E P, ei T, fi T E CST(wi) LJ {O}を

次のように定めるただし， CST(匂 i)= {T w I W E Sn}に注意せよ．また，以下では

TE CST(口』と集合 {T(l),T(2), ... , T(i)} c {1, 2, ... , n}とを同一視する．

• 各 WE品に対して， wt(Tw) = WWi E P と定める．

• 1;;:;J;;:;n-lとする.T(s)=j+lかつ j,t Tであるならば， eiT E CST(wi)を

匂T)(s)= jかつ (ejT)(u) = T(u) (1;;:; u;;:; i, u =I-s)と定義する．

• 1 ETかつ n,t Tであるならば， eoTE CST(wリを (eoT)(i) = nかつ (eoT)(u) = 

T(u+l) (1;;:;u;;:;i-1)と定義する．

• o;;:;J;;:;n-1に対して，上述以外の場合には eiT= 0と定義する．

• 1;;:;J;;:;n-lとする.T(s) = jかつ j+l,tTであるならば， fiT E CST(wi)を

切T)(s)= j + 1かつ (JiT)(u) = T(u) (1;;:; u;;:; i, u =I-s)と定義する．

• 1茫Tかつ nETであるならば， JoTE CST(wi)を(JoT)(l) = 1かつ (JoT)(u) = 

T(u-1) (2;;:;u;;:;i)と定義する．

• o;;:;J;;:;n-1に対して，上述以外の場合には fiT=Oと定義する．

以上の準備のもと， Y苛（入）の柏原結晶構造を次で定める．

定義 3.2([11]). 0 ;;:; j ;;:; n -1とする.11'= (T1 T2・・ ・TN,(C1, C2, ... , CN)) E'l:{芳（入）

に対して， wt(11')E P, E:j(11'), 巧 (11')E Z, e戸，fj11'E'l:{芽（入） LJ {O}を次の手順により定

める．

(1) wt(11') =区~=l wt(T砂ー区~=l Cv6. 

(2) TE CSTに）とする.j =I-0のとき， Eul(T)E {EB, e, •}を

① (j ETかつ j+ 1 ,t T), ,rn(T)~{e UiTかつ j+lET), 

• （その他）
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と定める．同様に， E(Dl(T)E {〶， 8,•} を

と定める．

④ (n ETかつ 1(/_ T), 

/"l(T)~{ 8 (n~T かつ IE T), 

• （その他）

(3)列（古）(T 1), ... , EU) (Tり）において，ッく v'かつ古）(Tμ) =• (v <μ< v')を満

たすペア（古）(T』,E(il (T v')) = (④， 8) を(•,•)に置き換える．この操作を可能

な限り繰り返し，その結果として得られる列を古）(11') E { EB, 8, • }Nとする．

(4)匂(11')を占）(11')における eの個数とする．また， (f)j(11')をf(j)(11')における④ の

個数とする．

(5)古）(11')の中に eが存在しない場合， ej11'=0と定める．また， f(j)(11')の中に e
が存在する場合，最も右の eが V番目であるならば，

ej 11'= (T 1・ ・ ・T v-1匂T』Tv+ 1・ ・ ・TN, (C1, ... , Cv-1, Cvーも，O,Cv+ 1 , ・ ・ ・, C N)) 

と定める．このとき， ejT v f-0であることが分かる．

(6)古） (11') の中に〶が存在しない場合， fj'lI'= 0と定める．また， f(j)(11')の中に④

が存在する場合，最も左の〶が u 番目であるならば，

Ji 11'= (T 1・ ・ ・T v-1 (fj T v) T v+ 1・ ・ ・TN, (C1, ... , Cv-1, Cv +も，O,Cv+ 1 , ・ ・ ・, C N)) 

と定める．このとき， fjT v f-0であることが分かる．

定理 3.3([11]). 入=L言 m品 (miE Z~ 〇， 1;;;;i;;;; n―1)とし B囚を端ウエィ卜

加群 V(入）の結晶基底とする．次が成り立つ．

• (Y寺（入）， eゎJi,ら名)i,wt)はUq伍ln(C))上の柏原結晶である．

• 四叫(C))上の柏原結晶として Y芽（入）と B(入）とは同型である．

この定理の証明には，命題 2.2と定義 3.1とに加え，半無限ラクシュミバイーセシャドゥ

リ道 ([13])のなす柏原結晶のテンソル積の中の標準単項式に対する半無限ブリュア半順序

による特徴付けが利用される．

半無限ヤング盤に関係する今後の研究課題としては，

• アフィン g(n(C)の表現論への半無限ヤング盤の応用，
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• 半無限ヤング盤に対するロビンソンーシェンステッドークヌース対応（またはプラク

ティック代数）の記述，

• 半無限ヤング盤と A型の二重アフィン・ヘッケ環の既約表現を記述する巡回的ヤ

ング盤 ([25])との間の関係の記述

などを挙げることができる．
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