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1 はじめに

Rowmotion (Striker-Williams [10]による命名）やその区分線型版，双有理版は半順

序集合に付随して定まる全単射であり，その力学系としての性質がさまざまな半順序集

合に対して調べられている．（サーベイ論文 [9],[8]やその参考文献などを参照されたい．）

本稿では，鎖の直積半順序集合や shiftedstaircaseと呼ばれる半順序集合上の双有理版

rowmotionを扱う．

まず，（組合せ論版） rowmotionの定義を思い出しておこう．半順序集合 Pに対して， p

の順序イデアル（つまり， Pの部分集合 Iで「xEIであり y<xならば yEI」をみた

すもの）全体のなす集合を :J(P)と表す．このとき， p上の rowmot1onとは，

Row(J) = (P ¥ I)の極小元全体を含む Pの順序イデアルのうちで最小のもの

によって定義される全華射 Row::J(P)→ :J(P)のことである．半順序集合 Pが有限で

ある場合には， Rowを次のように局所的な変換に分解することができる．各 VEpに対

して，写像 tv: :J(P)→ :J(P) (トグル (toggle)と呼ぶ）を

4([)~t言
によって定義する．このとき，

(v (/_ Iであり IU {v} E J(P)であるとき），

(v EIであり I¥{v}EJ(P)であるとき），

（その他）

Row = tv1 o・ ・ ・o tvn 

(1) 

(2) 

（ここで， (v1,・・・,Vn)は Pの線型拡張，つまり，「Pにおいて Vi:S Vjならば i:::; j」を

みたすように P の元を並べたものである）と表される．

Einstein-Propp [2]は， (2)の表示に着日し，（組合せ論版） トグルを区分線型版，双線

型版のレベルに持ち上げることによって，双線型版 rowmotionを導入した．半順序集合

Pに最大元『と最小元0を新たに付け加えてできる半順序集合を p= PLJ{l,O}と表し，

K(P) = {F: P→恥o:F① =F(o)=l} 
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（ここで，応oは正の実数全体のなす集合を表す）とおく．各 vEPに対して，写像

Tv: K(P)→ K(P) (双有理版トグル (birationaltoggle)と呼ぶ）を

区wEP,w<r.v F(W) 

(T.F) (x)~{ F(v) 区尋，,►• 1/ F(z) (x~v のとき），
F(x) (x =J vのとき）

(3) 

とおいて定める．ここで，記号 X≪-Yは， x<yであるが x<z<yとなる zE Pが存在

しないことを意味する．この双有理版トグルを用いて，双有理版 rowmotion(birational 

rowmotion) p: K(P)→ K,(P)を

p = Tv1 o ... o Tvn (4) 

（ただし， (vi,・・・,Vn)は Pの線型拡張である）によって定義する．超離散化を施し順序

多面体の頂点集合に制限することによって，双有理版トグル・ rowmotionから組合せ論版

トグル・ rowmotionが復元できる．

非負整数 r,sに対して，

Rr,s = [0,r] x [0,s] = {(i,j) E Z2: 0:,::; i:,::; r, 0:,::; j:,::; s} 

を，鎖（全順序集合ともいう） [O, r] = {O < 1 <・ ・ ・< r }, [O, s] = {O < 1 <・ ・ ・< s}の直

積半順序集合とする．つまり， Rr,s上の半順序は， (i,j) さ (i',j')~⇒ iさi',j:,::; j'に

よって与えられる．このとき， Musiker-Roby[5]は，双有理版 rowmotionを繰り返し施

したときの（炉F)(v) (v E凡，s)の明示公式を利用して，次の定理を証明している．

定理 1.1.半順序集合 P=凡，s上の双有理版 rowmotionpに対して，

(a) (Grinberg-Roby [4, Theorem 32])任意の FEK(P)に対して，

(/+J+lp) (i,j) = 
1 

F(r -i, s -j). 
(5) 

(b) (Grinberg-Roby [4, Theorem 30])任意の FEK(P)に対して， pr+s+2p= F. 
(c) (Musiker-Roby [5, Theorem 2.16]) -rさ l'.Ssに対して， pl= {(i,j) E Rr,s : 

j -i = l}とおく．このとき，任意の FEK(P)に対して，

r+s+l 

II II (炉F)(v)=l. (6) 
k=O vEP1 

超離散化を施すことによって，この定理から， P= Rr,s上の組合せ論版 rowmotionRow 

の次の性質が導かれる．

(a) (i,j) E Rr,sとIE..J(P)に対して， (i,j)E Rowi+i+1(I)と(r-i, s -j) rt Iとは

同値である．

(b) (Brouwer-Schrijver [1, Theorem 3.6])任意の IE..J(P)に対して， Rowr+s+2(I)= 
I. 
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(c) (Propp-Roby [7, Theorem 23])任意の IE:J(P)に対して，

(r+l+l)(s+l) 
叶 s+1 (-r'.S l'.S 0のとき），

r +'+ 2~#(Row勺T) n Pり-{(r+:1~:>+ l) (0 <'.I<'. ,sのとき）．

非負撒数 rに対して，凡，r= [O,r] X [O,r]の部分半順序集合ふを

Sr = { (i, j) E Rr,r : 0'.S i'.S j'.S r} 

とおいて定め， shiftedstaircaseと呼ぶ．本稿の主目的は，双有理版 rowmotionを繰り

返し施したときの対角成分 (pkF) (i, i) (0さiさr)の明示公式を与え，それを利用して次

の定理の (d)を証明することである．

定理 1.2.半順序集合 P=ふ上の双有理版 rowmotionpに対して，

(a)任意の FEK(P)に対して，

(/十j+lF) (i,j) = 
1 

F(r -j,r -i)' 

(b) (Grinberg-Roby [4, Theorem 58])任意の FEK,(P)に対して， p2r+2p= F. 

(7) 

(c) 0 :::; l :::; rに対して， P1= {(i,j) E Sr : j -i = l}とおく．このとき，任意の

FE K,(P)に対して，
r+s+l 

II II (炉F)(v)=l. (8) 
k=O vEP1 

(d) p゚，even={(i,i) E Sr: iは偶数},p゚，odd={(i,i) E Sr: iは奇数｝とおく．このと

き，任意の FEK,(P)に対して，

r+s+l 

rill IT (炉F)(v) = IT IT (炉F)(v) = 1. (9) 
k=O vEPO,even k=O vEPO,odd 

半順序集合 Rr,s,ふはそれぞれ A型， D 型のミニスキュール半順序集合であり，定

理 1.1,1.2は任意のミニスキュール半順序集合に対して一般化できる ([6]を見よ）．

本稿の構成は以下の通りである．第 2節では，鎖の直積 Rr,sに対する Musiker-Roby

の明示公式を紹介し，その証明の鍵となる Plucker型関係式の別証明を与える．第 3節

では， shiftedstaircaseふに対して同様の明示公式を与える．第 4節では，第 2節，第

3節で与えた明示公式を用いた定理 1.1(c), 1.2 (d)の証明の概要を説明する．

2 鎖の直積の場合の明示公式

この節では， Musiker-Robyの明示公式を紹介し，彼らの証明で鍵となる Plucker型関

係式の別証明を与える．

まず， Musiker-Robyの公式を述べるために，記号を用意する.Dをz2の部分集合と

する.u,v EDに対して， uから vへの D内の格子経路 (latticepath)とは， Dの元の列
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L = (V1, V2, ・ ・ ・, Vr)で， VI= U, Vr = V, Vi十1-Vi E {(l, 0), (0, l)} (1 :::; i:::; r -l)をみた

すもののことである.uから vへの D内の格子経路全体のなす集合を P(D;u; v)と表す．

格子経路の組 (L1,・・・，伝）は，どの 2つの格子経路 Li,Ljも共有点を持たないとき，非

交差 (non-intersecting)であるという.Dの点列 u=(u1,.. ・, 匹）， V= (v1, ・ ・ ・, Vk) E Dk 

に対して，非交差格子経路 (L1,・・・，伝）で LiE P(D; 叫；Vi) (1 :::; i :::; k)であるもの全体

のなす集合を £0(D;u;v)とおく .Dの各点 vに与えられた重み Z(v)を用いて，格子経

路 L,格子経路の組 L= (L1, ・・・，伝）の重み wt(L),wt(L)をそれぞれ

r k 

wt(L) = IJ Z(vふ
i=l 

wt(L) = IT wt(Li) 
j=l 

と定義する．そして，

f(D;u;v) = L wt(L), 7r(D) = IT Z(v) 
LE£0(D;u;v) vED 

とおく． つまり， l(D;u;v)は非交差格子経路の母関数である．

定義 2.1.2点 (a,b),(c,d) E Rr,s = [O,r] x [O,s] (ただし， aさc,bさdとする）

整数 Kに対して，

凡 (a,b; c, d) = {い） E凡，s: : 工；'!f~:+dj さ c+d-k+l}
とおく. Hk(a,b;c,d)内の 2k個の点

叫=(a+i-1,b+k-i), 功=(C -k + i, d -i + l) (1::; i::; k) 

を考え，

匹 (a,b;c,d)= 
~(Hk(a,b;c,d);u1,···,uk;v1,···, 媒）

1r(Hk(a, b; c, d)) 

と非負

(10) 

(11) 

と定義する． ここで， k=O のときは， ~(Ho(a, b; c, d); 0; 0) = 1であると約束する．

部分集合 Hk(a,b; c, d)は長方形 [a,c] x [b, d] 内の六角形状の領域 (k~2 のとき）であ

り， U1,・ ・ ・, Ukはその下端の辺を構成する K個の点， v1,・ ・ ・,vkはその上端の辺を構成す

る K個の点である．

例 2.2.例えば， r= s = 3, (a,b) = (1,0), (c,d) = (3,2), k = 2のとき， H2(l,O; 3, 2)は

図 1において黒丸で表した 7個の点からなり，

となる．

Z(2, O)Z(3, O)Z(3, 1)・Z(l, l)Z(2, l)Z(2, 2) 

+Z(2, O)Z(3, O)Z(3, 1)・Z(l, l)Z(l, 2)Z(2, 2) 

+Z(2, O)Z(2, l)Z(3, 1)・Z(l, l)Z(l, 2)Z(2, 2) 
四 (1,0;3,2)= . . . . . 
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(3, 2) ゜0 0 

u笠：: 0 

(1, 0) 
0 0 

゜
図 1:H2(l, O; 3, 2) 

Musiker-Robyは，双有理版 rowmotionを繰り返し施したときの成分を，非交差格子

経路を用いて具休的に表す公式を与えている．

定理 2.3.(Musiker-Roby [5, Theorem 2.7]) P =凡，S とする.XE  /C(P)が与えられた

とき， {X(v):v E P}を変数とみなし，変数変換

Z(v)~{ X(v) X(v) 

~wEP, w<(v X (W) 

(v = (0,0)のとき）

（その他）

によって定まる Z(v)を VEPの菫みとする．このとき， O::::;k::::;i+jに対して，

(l+l刈(i,j)='Pk-M([i -kJ+, [j -kJ+; r -[k -iJ+, s -[j -kJ+) 
'Pk-M+1([i -kl+, [j -kl+;r -[k -il+, s -[j -kl+)・ 

ここで， M = [k-iい+[k-jいであり，［小=max{x,O}である．

(12) 

(13) 

この明示公式から，定理 1.1(a), (b)は容易に導かれる．また，定理 1.1(a)と明示公

式 (13)から， i+j:::;k:::;r+s+lの場合の（炉X)(i,j)に対する明示公式も得られる．

さて，定理 2.3の証明で鍵となるのは， 'Pkに対する次の Plucker型関係式である．

命題 2.4.([5, Lemma 3.4]) 

(a) 1さk:::;min{c -a+ l, d -b + 1}に対して，

叫 a,b; c, d)・'Pk-i(a + 1, b + l; c, d) 

＝匹(a+ l, b; c, d)・'Pk-1 (a, b + l; c, d) 

+'Pk(a, b + l; c, d)・やk-1(a+l,b;c,d). (14) 

(b) 1 ::; k ::; min { c -a, d -b}に対して，

匹(a,b;c,d)• 匹 (a+1, b; c + 1, d) 

='Pk+1(a,b;c+ l,d)・'Pk-1(a+ 1, b; c, d) 

+'Pk(a + 1, b; c, d)・'Pk(a,b;c+l,d). (15) 

原論文 [5]では全単射を構成することによってこの命題を証明しているが，ここでは次

の一般的な行列式の関係式 (Desnanot-Jacobimlの公式）を用いることによってこの命題

に代数的な証明を与える．
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補題 2.5.行列 B と行添字 i1,・ ・ ・, ir, 列添字 J1,・ ・ ・,Jsが与えられたとき， B から i1

行，・・・，％行，れ列，．．．必列を取り除いて得られる行列を B〗□;：と表す．このとき，

(a) (m + 1) x m行列 B と行添字 i< j < k, 列添字 lに対して，

<let B'• <let BドーdetBJ・detB戸+detBk・detBド=0. (16) 

(b) (Desnanot-Jacobiの公式） mxm行列 B と行添字 i< j, 列添字 k< lに対して，

detB・detB砂ー<letBk・<let B{ + <let Bf・<let Bk= 0. (17) 

命題 2.4の証明.(14)を示すために，次の点を考える：

糾 =(a+k -i, b + i -l) (1:::: i:::: り

坊=(a+ k -i + l, b + i -l) (1 :::: i :::: k + l), 

叫=(c -i + 1, d -k + i) (1:::: i:::: い，
zi = (c -i + 1, d -k + i + l) (1 :::: i:::: k -l). 

（例えば， a= 0, b = 0, c = 5, d = 6, k = 4のとき， UぃVi,Wi, Ziは図 2のように配趾さ

れてる．）始点 sから終点 tへの格子経路の母関数をく(s;t)と略記する．このとき， (14)

• (5, 6) ．． 
z1 z2 z3 

WI W2 W3 W4 ．．．．． 
• • • • • • 

• • • • • • 
v1 v2 V3 V4 V5 

u1 u2 u3 u4 ．．． ．． 
• (0, 0) 

図 2:a = 0, b = 0, c = 5, d = 6, k = 4の場合

の各因子の分子に現れる非交差格子経路の母関数は， ((vi,Wj)のみを含む行列式と Z(糾），

Z(zj)の積で表される．例えば， Uiから Wjへの格子経路は必ず Viまたは Vi十1を通る

から，

く(ui;wj)= Z(ui)・(((vi;wj) +く(vi+l;Wj)). 

よって， Lindstrom-Gessel-Viennotの補題を用いると，

~(Hk(a, b; c, d); u1, ・ ・ ・, uk; w1, ・ ・ ・, w砂=<let (((如凹））lSi,jSk 

k 

= II Z(糾） ・<let(((v五四）＋く(vi+l巧））因，jSk"
i=l 
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一方， Hk(a,b; c, d)の定義 (10)から， (14)の各因子の分址は関係式

1r(Hk(a, b; c, d))・1r(Hk-l (a+ 1, b + 1; c, d)) 

= Z(u1)・1r(Hk(a + 1, b; c, d))・1r(Hk-l (a, b + 1; c, d)) 

= Z(u砂・1r(Hk(a,b + l; c, d))・1r(Hk-1(a + 1, b; c, d)) 

をみたしている．

(14)は

この考察から， bi,J= ((vi; 四） (1 ::; i ::; k + 1, 1 ::; jさk)とおくとき，

det (加+bi+l,j)i<:::i,j<:::k・det (bi+l,j + bi+l,j+l)印，j<:::k-1

= det (加）l<:::i,j<:::k・det (bi,j+l + bi,j+2 + bi+l,j+l + bi+l,J+2¥<:::i,j<:::k-l 

+ det (bH1,j)四，j<:::k・det(bi,j + bi,j+l + bi+l,j + bi+l,j+l)戸，j<:::k-1

と同値であることがわかる．

ここで， (k+ 2) x (k + 1)行列 B=(b) i,j。<:::i<:::k+l,O<:::j<:::kを

(18) 

゜如＝
(-l)j-1 

(-l)i-1 

bi,j 

(i = j = 0のとき）

(i = 0, 1 ::; j :=; kのとき）

(1 ::; i ::; k + l, j = 0のとき）

(1 ::; i ::; k + l, 1 ::; j :=; kのとき）

とおいて定める．すると，華本変形を施すことにより，

-o 
det B = det (b + b)  i,j i+l,j l~i,j~k' detB' 

-1k+1 。=det (bi+l,j + bi+1,j+1)厨 j:;k-1

などとなることがわかるので， (18)は (16)から従う．

ることによって証明できる．

同様にして， (15)は (17)を用い

ロ

3
 

Shifted staircaseの場合の明示公式

この節では， shiftedstaircase Sr= {(i,j): 0::::; i::::; j::::; r}上の双有理版 rowmotionを

繰り返し施したときの対角成分の明示公式を与える．

定義 3.1.0 ::::; a::::; c::::; rと非負整数 Kに対して，

底(a;c)= {い） E Sr: ;a\i2~ ~ ー~ ~i + j s; 2c -2k + 2 } 

腐 (a;c)= {い） E Sr: ; ロニ~i + j s; 2c -2k + 1 } 

(19) 

(20) 

とおく.Kf(a; c)内の 2k個の点 uf,希(1::;i::;k)とK{(a⑳内の証個の点％又 v(-

(1::;i::;k)を

奇=(a+k -i, a+ k + i -2), 

u; =(a+ k -i, a+ k + i -1), 

vf = (c -k -i + 2, c -k + i), 
v; = (c -k -i + 1, c -k + i) 
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とおいて定め，重み{Z (V) : V E Sr}に関する Kf(a; c), K{-(a; c)内の非交差格子経路の

母関数を用いて，

咋(a;c) = 
t(Kf (a; c); 希...'咋；Vf'...'元）

＜，  
1r(K,;:(a; c)) 

咋(a;c) = 
t(Ki;(a;c);uf,・・・,uf;v[,・・・,vf) 

1r(K,;(a; c)) 

）

）

 

1

2

 

2

2

 

(
‘
ヽ
＼

と定義する．

例 3.2.r = 4, a = 0, c = 4, k = 2のとき， K和0;4)は関 3において黒丸で表した 11個

の点からなり， K訂0;4)は図 4において黒丸で表した 6個の点からなる．また，

Z(l, l)Z(l, 2)Z(2, 2)Z(2, 3)Z(3, 3)・Z(O, 2)Z(O, 3)Z(l, 3)Z(l, 4)Z(2, 4) 

+Z(l, l)Z(l, 2)Z(2, 2)Z(2, 3)Z(3, 3)・Z(O, 2)Z(O, 3)Z(O, 4)Z(l, 4)Z(2, 4) 

吋(O;4) = 
+Z(l, l)Z(l, 2)Z(l, 3)Z(2, 3)Z(3, 3)・Z(O, 2)Z(O, 3)Z(O, 4)Z(l, 4)Z(2, 4) 

Z(l, l)Z(O, 2)Z(l, 2)Z(O, 3)Z(2, 2)Z(l, 3)ztハハウfr, .. ヽ ゥ/1 A ゥヽ/-, .. ゥヽfr, A’ヽ

苔(O;4) = 
Z(l, 2)Z(l, 3)Z(2, 3)・Z(O, 3)Z(O, 4)Z(l, 4) 

Z(l, 2)Z(O, 3)Z(l, 3)Z(O, 4)Z(2, 3)Z(l, 4) 

である．

0 (4, 4) 0 (4, 4) 

゜ ゜

恐 ゜゜
亨さ％： u ＜ 
1 

u-

゜゜1 

゜ ゜0 (0, 0) 0 (0, 0) 

図 3:K乳0;4) 図 4:K訂0;4)

これらの記号を用いると，この節の主定理は次のように述べることができる．

定理 3.3.P=品とする.XE  K(P)が与えられたとき， {X(v):v E P}を変数とみな

し，変数変換

Z(v)~{ X(v) X(v) 

区wEP,w<rvX(v) 

(v = (0,0)のとき）

（その他）
(23) 

によって定まる Z(v)を VEpの重みとする．このとき， 0::::;k::::; 2iに対して，

噌-M)/2([i-kJ+; r -[k -iJ+) 

(p'H X) (;, i)~!'fi<ti~~;'.~[i―_klt口1k―~I,『〗
疇-M-l)/2+1([i -kJ+; r -[k -iJ+) 

ここで， M = 2[k -iJ+, [xJ+ = max{x, O}である．

(kが偶数であるとき），

(kが奇数であるとき）．
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この定理を証明するために，まずふ上の双有理版 rowmotionと Rr,r上の双有理版

rowmotionを比較する. P = Sr C P = Rr,rとおき， P上の双有理版 rowmotionを p,

P上の双有理版 rowmotionを9と表す．

補題 3.4.XE  K(P)とする．

(a) X E  K(P)を

幻j)~{X(;,j) (i <'. jのとき）

X(j, i) (i > jのとき）

によって定義する．このとき， (i,j) Eふに対して，

(24) 

1/2 (1 :S: k :S: i+jのとき）
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／
 

1

2

ー

を

ガ

り

り

ー

～

り

(

(

U

x

(

t

-

;

J

 

t-;J 

t-;J 

)

K

{

 

,

E

-

―
 

.
J
 

.t 
(

~

N

)

 

ヽ

、

ー

ー

／

．

J
，
 

立

（

~
X
 

~N 

定

梵
(
i
_
＼
 

＝

で

‘
‘
,
＇
／
‘
、
,
'
／

j

3

 

,

2

 

.

t

(

 

（
 

＼

ー

／

を

x

)

 

k

P

 

(
 

p
 

k
 

（
 

E
 z

 

）
 

b
 

（
 

(k = i + j + 1のとき）

(i + j + 2 :S k :S 2r + 1のとき）

(k = 2r + 2のとき）

(i < jのとき）

(i = jのとき）

(i > jのとき）

(25) 

によって定義する．このとき，変数変換 (12)のもとで X=YとZ=Zが対応し

ているとすると，

（ハ） (;,j)~(訂） (i,j) XV ; ロロニニrの＋と1きの）とき）

l (k = 2r + 2のとき）

この補題 3.4の (a)を用いると，定理 1.1(a), (b), (c)から定理 1.2(a), (b), (c)を導

くことができる．

以下では，補題 3.4の (b)を用いて，定理 2.3の明示公式から定理 3.3の明示公式を導

<. "': z2→ z2を K(i,j)= (j,i)で与えられる対合とする. Ii不変な部分集合 D CZ2 

に対して，

n:<::: = {(i,j) ED: i:::; j}, n< = {(i,j) ED: i < j}, n= = {(i,j) ED: i = j} 

とおく .D内の点列 w= (w-k,"',w-1,(wo),w1, ... ,w砂 z= (z-k, ・ ・ ・, Z-1, (zo), z1, 

・ ・ ・, Zk)で， ,-,,(Wi)= W-i, ,-,,(zi) = 口 (0::::;i::::; k), w1, ・ ・ ・,wk,Zl, ・ ・ ・,zk EDく（このと

きwo,zo En=である）をみたしているものに対して，

w:<:: = ((wo), w1, .. ・, wk), w< = (w1, .. ・, w砂

z:<:: = ((zo), z1, ・ ・ ・, zk), z< = (z1, ・ ・ ・, 殊）
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とおき，非交箆格子経路の母関数

,． (D;w;z) = L 面(L),

LE£0(D,w,z) 

'(D全w全z勺＝ L wt(L), 

LE£0(D:S;w:S; 廷）

~(D<;w<;z勺＝ L wt(L) 

LE.CO(D<;w<;z<) 

を考える．ここで， wt(L)は {Z(v):v E Sr}に関する重みであり，面(L)は (25)によっ

て与えられる位(v):VE Rr,r}に関する璽みである．

補題 3.5.上の記号のもとで，

(a) w=(w-k,・・・,w-1,w1,・・・,w砂， Z= (z-k, ・ ・ ・, Z-1, z1, ・ ・ ・, Zk)に対して，

[(D; w; z) =~(Dミ記； z勺・ ~(D<;wミ z勺．

(b) w = (w-k, ・ ・ ・, W-1, wo, w1, ・ ・ ・, wk), z = (z-k, ・ ・ ・, Z-1, zo, z1, ・ ・ ・, zk)に対して，

1 
l(D;w;z) =―l(D~;w全廷） ·l(D<;w<;z勺．

2 

補題 3.4,3.5を用いて，定理 3.3を証明する．

定理 3.3の証明．定義 2.1の (11)で定義される Z(v)(v E P = Rr,r)の Laurent多項式

叫 a,a;c,c)において， Z(v)を加）で置き換えて得られる Laurent多項式を森(a,a; c, c) 

と表す．このとき，定理 2.3,補題 3.4より，

'P2k(a, a; c, c) 峠(a;c) '752k+1 (a, a; c, c) 咋(a;c) 
= 2. --

'P2k+1(a,a;c,c)'ljJ 
＜，  
k(a; c) 

= 2・ 
'752k+2(a,a;c,c)'1/Jt(a;c) 

を示せば十分である．

まず，森(a,a; c, c)を考える.D = H2k(a, a; c, c)とし，

w_i =(a+ k + i -l, a+ k -i), wi =(a+ k -i, a+ k + i -l) (1 ::; i::; k), 

Z-i = (c -k + i, c -k -i + l), Zi = (c -k -i + l, c -k + i) (1さi::;k) 

とおくと，定義 2.1より，

'P2k(a, a; c, c) = 
[(D;w;z) 

i(D) . 

ここで， i(D)= ITvED Z(v)である．補題 3.5より，

[(D; w; z) =~(D<:::; w全 z勺・ ~(D<;両；Z勺．

また， #D== c -a -2k + 1だから，

1 
1r(D) =・1r(D勺.1r(D勺．2c-a-2k+l 

(26) 
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ここで， (10),(19), (20)を比較すると，

Kf (a; c) = v:S LJ {ur, ...'uf'V[, ... ,vf }, v< = Kt(a; c), 

であり， Wi= u:f-, Zi = viく (1::;i::; k)である．以上から，

五 (a,a; c, c) = 2c-a-2k+l . 峠(a;c)・ 咋(a;c) 

となることがわかる．同様にして，

'P2k+1(a,a;c,c) = 2c-a-2k・心江(a;c)・吋(a;c). 

この 2つの関係式から， (26)が従う． ロ

4 明示公式の応用

この節では，第 2節，第 3節の明示公式（定理 2.3,3.3)を用いた定理 1.1(c), 1.2 (d) 

の証明の概要を説明する．

まず，定理 1.1(c)を証明する．この主張は [5]で証明されているが，ここではより整

理された証明を与える．

定理 1.1(c) の証明• P = Rr,s とおき， l~O の場合を考える. (l :S 0の場合も同様であ

る．）定理 1.1(b)の周期性に注意すると，

r+s+l r+s+l 

IT IT (炉x)(v) = IT IT (l+H1x) (i,i+Z). 
k=O vEP1 k=O i:(i,i+l)EP1 

そこで，右辺の内側の積を計算する．

補題 4.1.(a, b), (c, d) E凡，s (ただし， as; c, b s; dとする）に対して，

C d 

0(a,b;c,d) = rrrr Z(i,j) 
i=aj=b 

とおく．このとき，

(a) 0 :S l :S s -rのとき，

r 

II x(k+i+il (i, i + z) 
i=O 

1 

0(0, l -k; r, s -k) 

0(r + l -k + l, s -k + l; r, s) 

0(0, O; r + l -k, s -k) 

0(0, s -k + l; r, r + s + l -k + l) 

0(0, O; r + s -k + l, r + s + l -k + l) 

0(r + s -k + 2, r + s + l -k + 2; r, s) 

(O :S kさlのとき），

Cl+l:Sk:Sl+rのとき），

(l + r + 1 :S k :S s + 1のとき），

Cs+ 2 :S k :S r + s + 1のとき）．
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(b) s -r::::; l::::; sのとき，

s-l II x(k+i+il(i, i + z) 
i=O 

1 

0(0, l -k; r, s -k) 
0(r + l -k + l, s -k + l; r, s) 

0(0, O; r + l -k, s -k) 

0(r + l -k + l, O; r + s -k + l, s) 

0(0, O; r + s -k + l, r + s + l -k + l) 

0(r + s -k + 2, r + s + l -k + 2; r, s) 

(OS k S lのとき），

(l + 1 S k S sのとき），

Cs+ 1 s ks r + lのとき），

(r + l + l S k Sr+ s + 1のとき）．

補題 4.1 の証明．例えば， O~k~l~s-r のとき，定理 2.3 より

(i+i+ix) (i,i+l) =叫0,l -k; r, s -k) 
知 1(0,l -k; r, s -k) 

となるから，

IT (Pk+i+l刈(i,i+l)= cpo(O,l-k;r,s-k) 

i=O 
'Pr+1(0, l -k; r, s -k). 

ここで， cpa(O,l -k; r, s -k) = l/0(0, l -k; r, s -k),'Pr+1(0, l -k; r, s -k) = lであるこ

とに注意すると，求める結論が得られる．他の場合も複雑にはなるが同様である． ロ

この補題を用いて，定理 1.1(c)の証明を完成させる. 0 さ i~r または O~j~s を

みたす (i,j)E Z2に対して， Z'(i,j)を

Z'(i,j)~ 『i,j) 悶:: : :: ロニのrと＋き};Iのとき），

1 (r + 1~i~r + s + l, 0 さ j~s のとき）

と周期性 Z'(i+r + s + 2,j) = Z'(i,j + r + s + 2) = Z'(i,j)によって定義する．そして，

C d 

0'(a, b; c, d) = IT IT Z'(i,j) 
i=aj=b 

とおくと，補題 4.1の主張は，

IT (i+i+ix) (i,j) = 0'(r+l-k,O;r+s-k+l,s) 
0'(0, l -k; r, s -k) 

(l~O, 0 :S:: kさr+ s + 1) 
(i,i+l)EP1 

と書き直すことができる．ここで， Z'(i,j)の局期性を用いると，

r+s+l 

IT IT (炉x)(v) = 
I1に炉0'(r+ l -k, O; r + s -k + l, s) 

k=O vEP1 nに炉0'(0,l -k; r, s -k) 

(0'(0, O; r, s))s-l+l 
= =1 

(0'(0, O; r, s))s-l+l 

となり，証明が完成する． 口
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次に，定理 1.2(d)の証明を与える．（定理 1.2(c)は，補題 3.3と定理 1.1(c)からすぐ

にわかる．）

定理 1.2(d)の証明.P=ふとおき， pO,evenの場合を示す.(P゚，oddについても同様で

ある．）

まず， r=2mが偶数である場合を考える．この場合は，定理 1.2(a)より

2r+l 2r+l 

） II (炉X(i, i). II (炉X)(r -i, r -i) = 1 
k=O k=O 

となることを用いればよい．

次に， r= 2m-1が奇数である場合を考える．定理 1.2(b)の周期性より，

2r+l 2r+l m-1 

II II (ハ） (v) = II II (i+2叶 1X (2i, 2i). ） 
k=O vEPO,even k=O i=O 

そこで，右辺の内側の積を計算する．

補題 4.2.P =ふとし， r= 2m-1は奇数であるとする．〇：：：：： a::::; c::::; rに対して’

炉(a;c)= IT Z(i,j), 炉(a;c) = IT Z(i,j) 
a:C:::i:C:::j:C:::c 

とおく．このとき，

m-1 

） IT (li+k+l (2i, 2i) 
i=O 

炉(0;2m-1)

炉(O;2m -2q -1) 

炉 (2m-2q; 2m -1) 
炉 (O;2m -2q) 

胆 (2m-2q + 1; 2m -1) 
1 

炉 (0;2m-1) 

炉(2m-2q; 2m -1) 

e<(o; 2m -2q -1) 

炉 (2m-2q + 1; 2m) 
胆 (0;2m-2q) 

a:S::i<j:S::c 

(k = 0のとき），

(k = 2q (1::::; q:::; m -1)のとき），

(k = 2q -1 (1さqさm)のとき），

(k = 2mのとき），

(k = 2q + 2m (1 ::::; q:::; m -1)のとき），

(k = 2q + 2m -1 (1::::; q:::; m)のとき）．

補題 4.2の証明.k=Oのときは，定理 3.3より (p2i+lX) (2i, 2i) =心;(O;r)/ゆ丘1(0;r)

となるから，
m-1 

II (p2i+l) (2i, 2i) = 
吋(0;2m-1)

i=O 
髯(O;2m -1) 

ここで，心后(0;2m-1) =炉(O;2m -1), 心孟(O;2m -1) = 1だから，求める結論が得ら

れる．残りの場合も同様にして確かめることができる． ロ
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この補題を用いて定理 1.2(d)の証明を完成させる.Ilk= IT亡訊 (pk+2i+l)(2i, 2i) (0~ 

k~2m + 1)とおくと，上の補題から，

II。・II2m= 
炉(0;2m-1)

2m-1 

炉 (0;2m-1)
= IT Z(i,i)-1. 

i=O 

同様にして，

2m-l 

II2q-l・II2q+2m-1 = IT Z(i, i) (1 :s; q :s; m), 
i=O 

2m-l 

II2q・II2q+2m = IT Z(i, i)―1 (1さq:s; m -1) 

i=O 

となるから， (9)が得られる． ロ

明示公式の他の応用として，定理 2.3を用いることによって， [7,Theorem 27]の双有

理版を与えることができる. 0:Siさr,0 :S j :S s に対して，凡，S の部分集合 Mi,•, M.,1 

を

Mi,•= {(i,O),・・・,(i,s)}, M.,j = {(O,j),・・・,(r,j)} 

とおいて定める．

定理 4.3.P =凡，s とする．部分集合 McPとFEK(P)に対して，

知 (F)= IT F(v) 

I: -vEM wEP,w≪v 
F(w) 

と定義する．このとき，

r+s+l r+s+l 

II WM;,.(炉F)= II 知•,j (pサ） = 1. 
k=O k=O 

この定理の超離散化を考えると，組合せ論版 rowmotionに対する次の結果が導かれる．

系 4.4.(Propp-Roby [7, Theorem 27]) P = Rr,sとおく．このとき，任意の JE .J(P) 

に対して，

9
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ここで， m邸 Jは順序イデアル Jの極大元全体のなす集合である．
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