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Nandiの予想の証明

滝聞太基 （東京工業大学情報理工学院）＊

Motoki Takigiku 

School of Computing, Tokyo Institute of Technology 

概要

Nandi は 2014 年に A~2) 型アフィンリ一環のレベル 4 標準加群の頂点作用素を用いた構成から、ある
Rogers-Ramanujan型の分割定理を予想した。 [TT]でこの予想の（分割の組合せ論と qー級数の手法によ

る）証明を与えたので、予想の背景と証明の概要について紹介する。本稿の内容は土岡俊介氏（東京工業大

学情報理工学院）との共同研究による。

1 Rogers-Ramanujan分割定理

入＝（ふ，極・・・，ふ）が分割とは各入i(パートと呼ぶ）が整数で、入12'. 入22'. ・・・ミふ 2'.1となることをい

う。分割の集合を Parと害き、入＝（ふ，入互・ ・,>-z) E Parに対し l=l(入）でその長さを， 1入I=区;Aiでその

サイズを， m;(入)= l{j ふ=i}Iで i(2'. 1)の重複度を表す。|入I=nであるとき入は nの分割であると言

い、 nの分割の集合を Par(n)と書く。 C,Vc Par が分割論的に同値 (C~V と書く）とは、 'in 2'. 0について

C n Par(n)I = IV n Par(n)Iであることを言う。

Rogers-Ramanujan分割定理とは以下のものである（以下、 Rogers-R皿 ianujan= RRと略する）。まず、

一般に

加，）…，ak:= {入 EPar 11 :::; Vi :::; l(入），ヨj,入1二 ai(mod n)} 

とおく。このとき

定理 1.1(RR分割定理）．

冗＝｛入 EPar 11 :::; Vi < l(入），入—入i+l 2': 2}, 

冗＇＝｛入 ERIm心） = O} 

とおく。このとき Ri;J'Ti~, R'i;J'rtJ. 

分割の集合CcParに対し、母関数

fc(x,q) =~x1<入）qi入I

入EC

(1) 

(2) 

を考える。明らかに、 c~v は fc(l, q) = fv(l, q) と同値であり、特に定理 1.1 は以下の q—級数の恒等式と
して言い換えられる。まず、 nE {O, 1, 2, ・ ・ ・, } LJ { oo}に対して

n-1 

(x; q)n := IJ (1 -xq'), (xi,・・・, Xmi q)n := (かか・・ ・(xm; q)n 
i=O 

* email: takigiku.m.aa如 .titech.ac.jp
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と定める (q-Pochhammersymbol) *1。このとき

定理 1.2(RR恒等式）．

L qn2 = i 

n::>O 
(q; q)n (q, が；炉）00' 

記+n 1 Lq = 
n::>O 

(q; q)n (q叫q生炉）00. 

(3) 

賛；(1, q)とf吋翌(1,q)が (3)の右辺の無限積に等しいことは積の意味から明らかであり、 f叫l,q)と

JR,(l,q)が (3)の左辺に等しいことも全単射による証明があり難しくない。定理 1.1と1.2を合わせると、

• (2)にあるような、「パート同士の差の条件」によって定義された分割の母関数、

• (3)の左辺にあるような qー級数の無限和、

• (3)の右辺にあるような qー級数の無限積（あるいは、 (1)にあるような「各パートの modの条件」によっ

て定義された分割の母関数）

という 3つのものが等しい、と言っていることになる。そこで、（定義ではないが）以下この 3つを「分割サ

イド」「無限和サイド」「無限積サイド」と呼ぶことにする。一般に、このような「分割サイド」＝「無限積サ

イド」（あるいは「無限和サイド」＝「無限積サイド」）の形の等式を RR型分割定理（あるいば恒等式）と呼

ぶことが多い（例えば [Sla52]では 100個以上の「無限和＝無限禎」の形の恒等式のリストが与えられている。

[Sil18, Appendix A.1]も参照）。また、冗と冗＇に対応する 2つの主張を見比べると

｛分割サイドでは、「パート同士の差の条件」は同じで「m.(入）に関する条件」だけが違い、

無限和サイドでは、 summandの分子の qの肩に乗っている 2次式の 1次の項だけが違い、

無限積サイドでは、 (1)での nとKは同じで a1,... , akだけが違う

という観察ができる。

2 Andrews-Gordon-Bressoud分割定理

(4) 

RR型分割定理の中で、特に Gordon(1961)とAndrews(1974)による RR分割定理の一般化を述べておく

（これらは今では Andrews-Gordon分割定理あるいは恒等式と呼ばれる）。

定理 2.1(Gordon). 任意の整数 k22と 1Si S kについて、

｛入 EPar I Vj, ふ—入J+k-1 e". 2, 加（入） S i-1}芍｛入 EPar I Vj, 入J羊0,士i(mod 2k + 1)}. 

定理 2.2(Andrews). 任意の整数 k2 2と lSiSkについて、

こ凶＋＋心+N,十 +Nk-1 = (qi, q2k+l-i, q2k+1; q2k+l)oo 

n,, …，nk-12'.0 

ただし Ni:=ni +・ ・ ・+ nk-1とおいた．

特に k=2のときそれぞれ RR分割定理と恒等式になっている。また、 Kを固定すると iの値ごとに K個の

等式が与えられているが、ここでも (4)の「観察」が成り立っていることがわかる。

また、無限積サイドが (qi,q2k-i, q2¥ q2k)oo/(q; q)ooになるような一般化も Andrews(1967), Bressoud 

(1979, 1980)によって与えられている (Andrews-Bressoud分割定理あるいは恒等式と呼ばれる）。ここでは

これ以上の詳細は述べないが、例えば [Sil18,Chapter 3]に詳しい解説がある。

*1本稿では級数は全て形式的なものとして扱う。
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3 アフィンリ一環との関係

RR分割定理ないし恒等式はいくつもの証明が知られており、ここではその詳細や歴史には深く立ち入らな

いが（例えば [And76,§7], [And86, §1], [Si118, §2]を参照）、特筆すべきは Lepowskyらによって見出されたア

フィンリ一環との関係である。 Lepowsky-Milne[LM78]は定理 1.1のリー理論的な証明の存在を示唆し、後

にLepowsky-Wilson[LW78, LW81, LW82, LW84]は頂点作用素の理論を用いて、定理 1.1がAい型アフィン

リ一環のレベル 3標準加群の principalcharacter (ここでは説明しない）を 2通りに見て得られるものであるこ

とを示した。さらに、 Ail)型アフィンリ一環のレベル l(l 2 4)の標準加群からは Andrews-Gordon-Bressoud

による一般化（の別証明）が得られることもわかった。

型 レベル

Ail) 3 

副 2k+ 1 
A(l) 

1 2k 

分割定理

Rogers-Ramanujan (mod 5) 

Andrews-Gordon (mod 2k + 3) 
Andrews-Bressoud (mod 2k + 2) 

（上の表で、 (modn)と言いて無限積サイド (1)の nが何であるかを表している）

3.1 A~2l 

(5) 

Aやの次のステップとして、 A炉型アフィンリ一環の標準加群について調べるのは自然な試みと言え

る。 A~2) のレベル 2 標準加群からは RR 桓等式（で q に q2 を代入したもの）が得られる。 Lepowsky と

Wilsonの学生だった Capparelli[Cap93] は A~2) のレベル 3 標準加群から分割定理の予想を得た（後に
[And94, TX95, Cap96]などによって証明された）。

その 20 年ほど後に、 Wilson の学生だった Nandi はその学位論文 [Nan14] の中で A~2) のレベル 4 標準加群

の頂点作用素による構成から新しい分割定理の予想（予想 4.1)を得た。本稿ではこの予想の証明 [TT]につい

て解説する。
型 レベル 分割定理（予想）

Ac2J 2 Rogers-Ramanujanlq>--+q2 (mod 10) 
Al2) 3 Capparelli's identities (mod 12) 
}2) 4 Nandi's conjectures (mod 14) 
Af2J 2': 5 unknown 2 

4 Nandiの予想

予想の主張は以下の通りである。以下の (N1)-(N6)をみたす分割の集合を N とおく。

(Nl) 入，—入i+l =J 1, 

(N2) 入，—入i+2 2 3, 

(N3) ふ—入i+2 = 3⇒ 入i=J入i+l,

(N4) 入，—入i+2 = 3 and 2 f入， ⇒ 入i+lヂ入i+2,

(N5) 入，—入;+2 = 4 and 2 f入i===>入，＃入;+1and入i+lヂ入i+2,

(6) 

(N6)△（入）：＝（入1-入2,ふ—入3, ... , 入l(入）ー 1 —入l(入））とおくとき、△（入）はパターン (3,2*,3,0) にマッチし

ない（連続した部分列として含まない）。ここで 2*は 2の 0個以上の繰り返しを表す。
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さらに、 N1,N2,Aらを以下のように定める。

ぷ＝｛入 ENIm心） = O}, 
ふ＝｛入 ENImi(入） <::: 1 for i = 1, 2, 3}, 

品＝｛入 ENIm心）＝叫（入） =0, m2(入)<::: 1 and P(入）｝．

ただし条件 P(入）は「任意の k::>: 1に対し、入は (2k+ 3, 2k, 2k -2, ・・・，4,2)を含まない」とする。

予想 4.1(Nandi [Nan14]). 

N1~TC14> 2,3,4,10,11,12, 

ふ ~T(14)
1,4,6,8,10,13, 

ふ ~T(14)
2,5,6,8,9,12・ 

5 証明の概要

予想 4.1を示す際に、同時に以下の無限和サイドを与える。 a=l,2,3に対し

心＝区
(-1)切じ）+2(~)+2ij+Aa(i,j) 

(q; q);(q生q化
i,12'.0 

とおく。ただし

A1(i,j)=i+j, A2(i,j)=i+3j, A3(i,j)=2i+3j. 

このとき

定理 5.1([TT]). 

Lql入I
1 

=N1 = 
入Eふ

(q2, q3, q丸qlO,qll, q12; 沢）00, 

区 qi入I
1 

＝ふ ＝

入Eふ
(q1, q4,q見q氏qlO,ql3; ql4)oo' 

こ戸 1 
=N3= 

入ENs
(q叫q又q見q民q凡q12;炉）00. 

(7) 

(8) 

予想 4.1は明らかに定理 5.1から従う。また、（＜どいようだが）ここでも (4)の「観察」は成り立っている。

定理 5.1の証明の概要は以下のようになる。

Step 1: 分割サイドの母関数 fNJx,q)=区入ENaXl(入） ql>-1 がみたす q—差分方程式を求める。

Step 2: Step 1 で求めた q—差分方程式を解き、 fNa (1, q) = Naを示す。

Step 3: q—級数の定理を使い、無限和サイド Na と無限積サイドが等しいことを示す。

注意 5.2.Step 1で分割サイドの (x,q)—母関数の q—差分方程式を立てる際に、最終的には x=l とするので x

の肩は原理的にはなんでもよい。しかし xの肩を分割の長さ関数 l(入）とすると §5.1で述べるリンク分割イデ

アルの理論が援用できて、今回はそうして立てた q—差分方程式によって証明が上手くいく。

5.1 ステップ 1

一般に分割の集合 C cParがリンク分割イデアル [And76,§8]というものになっていると、その母関数

fc(x, q) がみたす q—差分方程式を 1 つ具体的に求めることができる [And76, §8.4]。耽知の RR型分割定理 (or
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予想）のほとんど（例えば表 (5),(6)と後で述べる表 (19)でNandiの予想以外の全て）で分割サイドはリン

ク分割イデアルになっている。

今考えたい分割の集合Nは「だいたい」リンク分割イデアルなのだが、特徴的な条件 (N6)が原因で直接

Andrewsのアルゴリズムを使える形ではなく、そこを工夫して回避するのが 1つのポイントになる。これにつ

いて以下で概要を説明する。

まず、分割入 EParと各パートの重複度の列 (m1(入），m2(入）m硲（入），・・・)を同一視すると便利である。こ

の対応で全単射 Parc::c {(Ji, h, ・ ・ ・) I f; E Z20, ~』］く oo} ができるので、右辺の集合を Par と書いて、

入EParやCcParの Parにおける像をここでは単に入や Cと書くことにする。

入ENに対応する列を入=(!1,h,h, ...) E Nとするとき、各 k2'. 1について (hk-1,hk)は

7l"Q = (0, 0), 7r1 = (0, 1), 7r2 = (0, 2), 1!"3 = (1, 0), 1!"4 = (2, 0) 

のいずれかであることが (Nl)-(N6)から standardな議論によっていえる。そこで、

入=(Ji, h, h, f4, f5, Jiか．．．）

‘‘‘ "•1 "•2 "•3 

のようにして入 ENをJ:={0,1,2,3,4}の列 i=(i1,i2,i3, ...)にエンコードできるので、このとき

入 ・n・c.. =7r i =7r i1, 匂，紐，...), code入=i = (iぃむ， tふ．．．）

と書くことにする。

このとき逆に、 Iの列;= (i1, i2, i3, .. ・)についてが(i)ENであるための条件がげの隣り合った 2項に

ついての条件」で書けていると都合がよい（後で見るように、実際にはそうではない）。すなわち、もしある

L:I→ 21 (i.e.,'vi EI, L(i) CI)があって

が(i1,i2,...) E N⇔ {Vj 2 1, ij+l EL(り）
ヨj2 1, j'2 j⇒ ij'= 0 

だったとすると (2つ目の条件はが（分 EParに必要）、

とおくとき

N(A) := {入 E NI code入=(i1,i2, ...)とおくとき釘 EA}

j・8 := {(j, i1, i2, ...) I (i1, i2, ...) ES} 

codeN(L(j)) = lJ k・codeN(L(k)) for j E J 
kEL(J) 

が確かめられ、これから連立の q—差分方程式

for Ac I, 

fN(L(j))(x, q) =区 wt(叫 fN(L(k))(xq叫q) for j E J 
kEL(j) 

(9) 

(10) 

が得られる •2 (ただし咋=(a, b)のとき wt(1rk):= xa+bqa+2bとする）。大雑把にいうと、条件 (9)が成り立

つような分割の集合のことをリンク分割イデアルという。（詳しくは [And74]や [And76,§8]を参照）

そして、もし連立 q—差分方程式 (10) が得られたら任意の jEJ について fN(L(j)) (x, q) 単独の q—差分方程式

を導くことができる [And76,Lemma 8.10]。よって、もし

ある jEIがあって N1=N(L(j)) (11) 

なら、 fN1(x,q) のみたす q—差分方程式を得られることになる CN2,./\「3 についても同様）。そして、既知の RR

型分割定理ではほぼいつでも（奇跡的に）そうなっている。

•2 ここで x の百が l(入）であることが必要
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5.1.1 Nandiの予想への応用

さて、実際にはN について (9)は成り立たない。具体的には、 Nの定義に現れる入 EParについての条件

(Nl)-(N6)を(fa)a2:lE品の言葉で書き直すと次のようになる。

(Nl')孔a::,.1 s.t. (fa, fa+i) ::,. (1, 1), 

(N2')孔a::,. 1 s.t. fa + f a+l + fa+2 ::,. 3, 

(N3')孔a::,.1 s.t. (fa, fa+i, fa+2, fa+3) ::,. (1, 0, 0, 2), 

(N4')~a::,. 1 s.t. U2a, ha+l, ha+2, ha+3) ::,. (2, 0, 0, 1), 

(N5a')~a::,. 1 s.t. (ha-1, ha, ha+l, ha+2, ha+3) ::,. (2, 0, 0, 0, 1), 

(N5b')~a::,. 1 s.t. (ha-1, ha, ha+l, ha+2, ha+3) ::,. (1, 0, 0, 0, 2), 

(N6')~a ::,. 1 s.t. ヨk::,.0, (fa, fa+i, ・ ・ ・, fa+2k+G) ::,. (2, 0, 0, 1, 0, 1, 0, ・ ・ ・, 1, 0, 1, 0, 0, 1). 
'- , 

2k 

ただし (f;);s (gふは f;S g; (Vi)と定義する。

これをさらに翻訳すると、 Iの列;=(i1,i2,・・・)に対してが(i)ENとなる条件は；が以下のパターンに

マッチしない（連続した部分列として含まない）ことと同値である：

(1,{2,3,4}), (2,{1,2,3,4}), (3,{2,4}), (4,{2,3,4}), 

(1,0,4), (2,0,{3,4}), (3,0,4), (4,0,4), (4,l*,0,3). 
(12) 

ただし、 {a,b, ・ ・ ・}は a,b,・ ・ ・ のどれかちょうど 1つにマッチし、 a*はaの0個以上の繰り返しにマッチする

ものとする。さらに、 7r*(i)E Ns (s = 1, 2, 3)となる条件は

が(i)EN1~iが (12) にマッチしない and iが (3),(4)で始まらない

が(i)E N2← iが (12)にマッチしない andiが (2),(4),(0,4)で始まらない (13) 

が（介 EN3← iが (12)にマッチしない andiが (2),(3),(4),(0,4),(1*,0,3)で始まらない

となることがチェックできる。

さて、 (9)の条件と比較すると (12)では要するに 0や 1の次に来られるものが 0や 1の前に何があったかに

依存しており、これを解消するには 0や 1の前に何があったかという状態を記憶するように 0と1を複製すれ

ばよい。（これは例えば、 (a,b), (b, c)というパターンは許されているが (a,b, c)が禁止されているとき、 aの

次に来る bをb'と沓くことにすれば、 (a,b'), (b, c)を許して (a,b), (b', c)を禁止するというルールに書き換え

られるといった具合である）

今の場合、具体的には次のようにすればよい。列；の中に現れる 1が

• badとは、 4の次に現れる、または bad1の次に現れること、

• goodとは、 badでないこと

と（再帰的に）定義し、また列 iの中に現れる 0が

• badとは、 good1または 3の次に現れること、

• very badとは、 bad1または 2または 4の次に現れること、

• goodとは、 badでも verybadでもないこととする。

さて、 good0, bad 0, very bad 0, good 1, bad 1をそれぞれ 0,0',0",1, 1'と吾くことにすれば、 (12)は

(O,{O',o", 1'}), (O', {O',o", 1',4}), (O', {O',o", 1',3,4}), (1, {O,O", 1',2,3,4}), 

(1', {O,O', 1,2,3,4}), (2,{0,0', 1, 1',2,3,4}), (3, {O,O", 1',2,4}), (4,{0,0', 1,2,3,4}) 



113

を禁止することと言い換えられる。すなわち、 I'=I LJ {O', O", 1'}とおいて L':I'---+ 211を

L'(O) = {0,1,2,3,4}, 

L'(l') = {O", 1'}, 

L'(O') = {0,1,2,3}, 

£'(2) = {O"}, 

L'(O") = {O, 1, 2}, 

L'(3) = {O', 1, 3}, 

L'(l) = {O', 1}, 

L'(4) = {O", 1'} 

で定めれば (9)(を少し修正したもの）が成立して以下同様に連立 q—差分方程式が立つ。この議論はアドホッ

クに見えるが、実は一般に (12)の禁止パターンが（形式言語理論における）正規表現を使って書ける時には自

動的にこのような構成を与えることができる。

さらに、 (13)の追加条件はそれぞれ i1E L'(O"), i1 E£'(3), i1 E£'(4)と言い換えられることがわかり

((11)に対応する事実）、よって [And76,Lemma 8.10]のアルゴリズムにより fNJx,q) (s = 1, 2, 3)のみたす

q差分方程式が求まる。

命題 5.3.

(.Nふふについては省略）

5.2 ステップ 2

5 

0=区四(x,q)f叫 xq竺q),
i=O 

Po(x,q) = 1, 

P2(x,q) = -1+ (―砂―砂ーが）x, 

p4(x, q) = q4x + (ーが +q7十砂 +l)x汽

p5(x,q) = -q6丑＋（が0+ qll + q12 _利）企，

Ps(x, q) = (q13 + q14十 q15)企＋（ーq19_ q20 _炉）企，

Pw(x,q) = q17企＋（一q23_炉）企+q31砂

一般に級数 F(x)= LM2".0 !M丑1 の q—差分方程式

0=00•+xaがF(xが）十...

は、（両辺の企fの係数を比較することで）その係数 UM)Mの漸化式

O=・・・+qc(M-a)+bfM-a+・・・(VMEZ) 

（ただし fn = 0 for n < 0)と同値であることに注意する。

(14)を解く。以下単に F(x)= fN, (x, q)と書く。計算の詳細は省くが、

F(x) 
G(x) = L 9MXM := 

M20 
(x;qり00'

H(x)= L脳 xM where hM := 
9M  

M20 
(-q; q)2M' 

I(x) =区 iMxM:= H(x)(x; qりOO

M>O 

と順に変換すると qー差分方程式 (14)は{iM}M2:0の2項間漸化式

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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初¥1= 
-q 2M-1 

(1 + q2M-1)(1 _ q4M) iM-1 

に変換されることがわかる。また io= ho = go = F(O) = 1が容易に確認でき、したがって

I(x) =区
M>O 

(-l)Mq記

(-q; q2)M(q伍が）M
X 
M 

が言える。ここから (15),(16), (17)の変換を逆に辿って行くと、まず H(x)について Eulerの公式

L 
xn l 

＝ 
n20 

(q; q)n (x; q)oo 

([GR04, (II.1)])から

H(x) = 
I(x) 

＝区
XN M M2 

(x;q2厄 (q2;q2)N 
区，（一=~) ,q. .、 XM

N>D M>D 

となり、 (16)より

XN 
G(x)= L L (-l)M匹

(q生砂N (-q; qり叫が；が）M
x叫ーq;qh(M+N),

N?:O M>O 

したがって L2'. 0に対し丑の係数を見ると

紅＝区
O<M<L 

となる。

(-l)M匹 (-q;q)2L

(q叫砂L-M(-q;q2)M(q生砂M

ここで、実は F(x)= (x; q2)=G(x) = (1 -x)(xq生q2)=G(x)から、知=limL→ =9Lの存在をいえば

F(l) = (q生＃）叫応であることがいえる（詳細略）。実際に

lim肛=lim L (-l)M訂 (-q;q)2L (-l)M古 (-q;q)=

L→ = L→~ =L 
O<M<L (q生qりL-M(-q;q国 (q4;が）M (q2泊）迅ーq;q加 (q4;が）MM>O 

なので、

(-l)Mq記
F(l) = (q叫q2厄知＝（ーq;q)=L = (-q;q)= L (-l)M古

M2:0 
(-q;q国 (q4;が）M

M2:0 
(-q; q)2M(q2泊）M

= L (-q2M+1; q)= q 
(-l)M M2 

＝区
qげ）+(2M+l)K (-l)Mq記

M>O (q生匂M
M,K2'.0 

(q; q)K (q2; q2)M 
=N1. 

ここで、最後から 2番目の等号は Eulerの公式 [GR04,(II.2)] 

ど
qけ）XN 

= (-x; q)oo 
n::0:0 

(q; q)n 
(18) 

による。
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5.3 ステップ 3

最後に無限和サイド N1が無限積サイドに等しいことを示す。まず N1の2重和 (7)における jについての

和を (18)を使って消去することができる：

q (i2サ）/2 q (i2サ）/2 
凡＝ど(q1+2月砂）00 = (q; 祈）OO区 ・

iミ0
(q; q); 

i2:0 
(q; q);(q; qりt

したがって (8)は

Lq (i臼i)/2

＝ 
(q見q汽q14;沢）OO

,20 
(q; q)i(q; q2)i 

--

と同値になるが、これは既知の qー超幾何級数の和公式 ([Sla52,(81)], [Si118, (A.124)]) 

区qn(n+l)/2(-q;q)n = (q, q6, 冒）oo(q尺q叫q14)00

(q; q)2n (q, q, q生qりOO
n2:0 

と同じものである。 N2,N3については代わりに [Sla52,(80),(82)] (or [Si118, (A.125),(A.126)])を使えばよ

い。よって定理 5.1が示された。

6 Kanad← Russell予想

最後に、周辺の話題として Kanade-Russellによる予想について触れておく。 Capparelliや Nandiがアフィ

ンリ一環の標準加群を調べて分割定理の予想を得たのと対照的に、 Kanade-Russell[KR15]は「分割サイド」

の条件を様々に変えてその母関数が良い無限積表示を持つものをコンピュータを使って探索し•3 、以下を含む

いくつかの予想を得た。

予想 6.1(Kanade-Russell). 

Vi, 入i —入i+2 2': 3, 

屈＝｛入 EPar Vi, 入—入i+l <::: 1⇒ 入;+入i+l二 0

に応＝｛入 EKR1I叫（入） = O}, 

k応＝｛入 EK冗1I m1(入）＝匹（入） = O} 

とおく。このとき KR1~吐~i,6,8, に応打乃翌，6,7, K, 応 ~'I';四，5,6・

(mod 3)}' 

この予想の無限積サイドは、 ni3l型アフィンリ一環のレベル 3標準加群の principalcharacterと級数とし

て一致している。また、この予想に対応する無限和サイドが Kur§ungiiz(2018)により与えられている：

定理 6.2([Kur]). i = 1, 2, 3に対し

こ沢＝区 q

記+3祖 +3nm十ふ(n,m)

入EKR n,m2:0 
(q; q)n(q3; 心m . 

ただしふ(n,m) = 0, A2(n, m) = n + 3m, A3(n, m) = 2n + 3m. 

•3 分割サイドの母関数 f(q) = 1+~n>O aが『 (anE Z:,o)が与えられたとき、 f(q)= ITn>O(l -庁)bnとなる整数列 (bn)n>O
が高速に求められるので、 (bn)れが周期的か見ればよい
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n +3m +3nm+A,(n,m) 

特に予想 6.1は Lq
(q;q)n(q生q3加 (q, q汽q見q陀砂）~

などと同値である。また、ここでも (4)
n,me:O 

の「観察」が成り立っていることがわかる。

Nandiの予想（＝定理 5.1)に比べて、予想 6.1は一見シンプルに見える。しかし、例えば定理 5.1の証明と

同じ筋書きを適用しようとしても上手くいかないことを注意しておく： K冗1はリンク分割イデアルになってお

り、 /JC冗,(x,q)(i = 1,2,3)のq-差分方程式を立てることができるが、それを解くと無限和サイドになってし

まう（つまり、定理 6.2の別証明が得られるだけに留まる）。多くの場合で「分割サイド＝無限和サイド」は比

較的容易で「分割サイド＝無限積サイド」と「無限和サイド＝無限積サイド」は同じくらい難しい、という経

験則があり •4、予想 6.1 の証明にはあまり近づいていないのではないかと思われる。

6.1 AC2l 
奇数

続く論文 [KR19]で、 Kanade-Russellは同様の searchにより無限積サイドが A炉型アフィンリ一環のレ

ベル 2標準加群の principalcharacterになっている分割定理の予想を得た（ここでは詳細は述べない。また、

[BJSM,Ros]によって証明された）。

より一般に、 A望Lのレベル 2標準加群のそれぞれに対応して分割定理が存在しそうなことが観察でき、実

際A屈まででは対応する分割定理が既に知られている。そして、（理由はわからないが） Nandiの予想の無限

積サイドは A刊のレベル 2標準加群の principalcharacterにもなっている。 ([KR19,§1.1]も参照）

型 レベル 分割定理

A~l!'1! i 

2 Schur (mod 6) 

2 Gollnitz-Gordon (mod 8) 

2 Rogers-Ramanujan (mod 10) (19) 

2 [KR19,BJSM,Ros] (mod 12) 

2 無限積サイドは Nandiの予想と一致 (mod14) 

2:13 2 unknown 

CA炉については、 T図=T(lO) のようにして無限積サイドを mod10と思ったもの）1,4,6,9 

嬬以降については、筆者の知る限りでは対応する分割定理（予想）は知られておらず、今後の研究課題と

いえる。
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