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対称群の一般化された類等式とその全単射証明

1 導入

熊本大学大学院自然科学教育部西山 雄太

Yuta Nishiyama 

Graduate School of Science and Technology 

Kumamoto University 

Hall-Littlewood多項式凡(t)は分割によって添字付けられた対称多項式の族の一つ

であり， Hallと Littlewood[2]によって導入された.Hall-Littlewood多項式はパラ

メータ tを持ち，単項対称多項式や Schur多項式を一般化したものとみなすことがで

きる.Macdonald [3]はこれを更に一般化し， Macdonald多項式凡(q,t)を導入した．

Macdonald多項式は 2つのパラメータを持つ対称多項式の族の一つであり，パラメータ

の特殊化により Hall-Littlewood多項式が得られる．

対称多項式のなす空間には，幕和対称多項式が直交基底となるような内積を定義するこ

とができる．この内積の原型は， Redfield [6]およびその後に Hall[1]によって導入され

た．この内積の値の計算によって，パラメータを含むいくつかの恒等式が得られる．本稿

では Hall-Littlewood多項式や Macdonald多項式の内積の値を計算することにより得ら

れる恒等式を紹介し，さらにその全単射法を用いた別証明を与える．

2 準備

まず分割に関するいくつかの概念を準備した上で，本稿で扱う定理を述べる．なお本稿

では， N={0,1,2,... }とする．

広義単調減少な正の整数の有限列入＝（ふ，心，．．．，ふ）を分割という．ただし，成

分を持たない〇も分割であるとする．全ての分割からなる集合をクとおく．分割
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入＝（ふ，入公・..,Al)について， 1入I=ふ十入2+・ ・・十ふと定める. I入I=nとなるとき入

をnの分割といい，このことを入卜 nと書く. nENについて !YJ(n)= {入 E!YJI入卜 n}

と定める．また l(入） =lと定め，これを入の長さという．

分割入について，左端を揃えて第 i行に入t個の正方形を並べたものを入の Young図

形という．例えば， 8の分割 (4,3,1)の Young閲形は以下のようになる．

□ 
分割入と k21について， mk(入） = #{j I入j= k}と定め，これを入における Kの菫

複度という．重複度を用いて，入=(1m1(入）2四（入） ...)とも書く．また，分割入について
00 

Z入=IT k叫（入）叫（入）！と定める．

k=l 

以上の準備のもとで，定理を述べることができる：

定理 2.1.n ENについて， q,tについての形式的幕級数として以下の恒等式が成り立つ：

．
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nrr[ 定理 2.1において特に q=Oとすると，次が得られる：

定理 2.2.n ENについて， tについての形式的幕級数として以下の恒等式が成り立つ：

fr 1 1 

l(入）

1-ti=ど云II1 
1 

. -t入i.

i=l 入f---n i=l 

定理 2.2においてさらに t=Oとすると，対称群の類等式を得ることができる．

3 対称多項式を用いた定理の証明

定理 2.2および定理 2.1を，対称多項式の内積を計算することによって証明する．以下，

nENを 1つとり固定する．

3.1 対称多項式についての準備

まず対称多項式についていくつかの概念を準備する．
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n次対称群 6nは変数の罹換により n変数多項式環に作用する．多項式環の，この作用

によって不変な元を対称多項式と呼ぶ. (Q係数の n変数多項式環 (Q[x1,X2, ... , Xn]に属

する全ての対称多項式からなる集合を Aれとおく. AnはQ上の線型空間である．

a = (a1, a2, ... , an) E 団について呼 =X凸X2a2• • • Xn anとおき，これを用いて

l(入)S::nなる分割入＝（ふ，極．．．，入l(入））について m入=m入(x1心2,・・・,xn)= L呼

a 

と定める．ただしここで， a は入の成分を並び替えることによって得られる相異なる

(a1, a2, ・・・,an) E即全体を動<. l(入)S::nなる入について， m入は Anの元である．

これを入に対応する単項 (monomial)対称多項式という. {m入I入E.91,l(入） S:: n}はAn

の基底をなす．

心の基底をさらに 2つ導入する．まずふ s;nなる分割入について，入に対応する基

本 (elementary)対称多項式 e>,.= e入(xぃX広．．．，％）を

似=e>,.(x1, x公．．．，％）＝叫1入1)叫 1泣）．．．叫1入！（入））

により定める. {e入I入E.91, 入1S:: n}は Anの基底をなす [5,Theorem 5.3.5.]. また分

割入について，入に対応する幕和 (powersum)対称多項式p入=p刈X1,X2, ...'Xn)を

P入＝叫X1,X2, ... , Xn) = ffi(ふ叩（心） ・・・m(い）

により定める. {p入I入E少，l(入)S:: n}はAnの基底をなす [5,Theorem 5.3.9.]. 基本対

称多項式と幕和対称多項式の間には次の関係がある：

命題 3.1([4, Chapter I, (2.14')]) 
€入

• e(n) = L-P入が成り立っ．ただしここで，分割入
Z入

入f---n
00 

について E>,.= IJ(-1)いl)m,(入）である．

i=l 

3.2 定理 2.2の証明

前節までの準備を踏まえ，さらにいくつかの概念を準備した上で，対称多項式を用いて

定理 2.2を証明する．

At,n = AnRQ(t)とおく．すなわち， At,nはQ(t)係数の多項式環 Q(t)[x1,x2,... ,x』

に属する， X1心2,・ ・ ・,Xnの置換によって不変な元のなす集合である・At,nは Q(t)上の

線型空間をなす・At,nの内積〈・,.〉tを

l(入）

伽，p瓜t=知 Z入II1 
i=l 

-t入，
（入， μE&,l(入）， l(μ)S:: n) 
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により定義する．ただし 8入μ は Kroneckerのデルタである．また， l(入)::::; nなる分割入

について，入に対応する Hall-Littlewood多項式 P入(t)= P. 刈X1,X公...,xn;t) E At,nを

以下により定める：

凡(t)=P. 入(xi,X2, ... , Xn; t) 

~(u"J且入） ,1~;) 互"w(心x岱 xがリ:,~'::) 
ただしここで， mo(入） = n-l(入）とする．特に入=(1門の場合， P(1n)(t)= e(n)となる

[4, Chapter III, (2.8)]. Hall-Littlewood多項式の内積について，次が成り立つ：

命題 3.2([4, Chapter III, (4.9)]). 分割入，μ について，〈P入(t),Qμ,(t)〉t= <5>..w 

分割μ について Q叫）＝（り団1ーゼ））几(l)である．

ただし，

以上の準備により，定理2.2を証明することができる. (ln)に対応する Hall-Littlewood

多項式 P(ln)(t)の内積を計算すると

〈Pぃ(t),Piぃ (t) 〉t= 〈e(n),e(n) 〉t= 〈瓢心~Pµ) = L ごμ〈p入，p砂t
入日n μ 日i t 入，μ曰n

2 l(入） l(入）

=L > II 1 

1 1 1 

入f---n i=l 
-t入i =Lz入II1-t入i'

入f---n i=l 

〈Pぃ(t),p(l ") (t) >,~〈叫(t),(且 1~,,) 仰）(t)〉t
= (g 1~ti) <P(1n)(t), Qぃ (t) 〉t= 且 1~ti

が得られるから，定理 2.2が成り立つ．

3.3 定理 2.1の証明

定理 2.2と同様に，対称多項式を用いて定理 2.1を証明する．

Aq,t,n = An 0 Q(q, t) とおく．すなわち， Aq,t,nは Q(q,t)係数の多項式環

Q(q, t)[x1, X2, ... , Xn]に属する， X1,X2, ...'Xnの置換によって不変な元の集合である．
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Aq,t,nはQ(q,t)上の線型空間をなす・Aq,t,nの内穣〈・,.〉q,tを

l(入）
1 —砂

〈p入，p砂q,t= 6>,μZ,¥ IJ 1 -t入i
（入，μE&,l(入），l(μ):::: n) 

i=l 

により定義する．またク(n)の半順序関係こを

μ さ入 ⇔ Vi E {1,2, ... ,n}, ぃ＋四＋・・・十 µi~ 入1+入2+・・・+入i (入，μEf;lJ(n)) 

により定める．ただし， l(入） <jなる jについてはふ =0とする(μ についても同様で

ある）．この内積と半順序について，以下が成り立つ：

命題 3.3([4, Chapter VI, (4.7)]). 以下を満たす Aq,t,nの元の族 {P入(q,t)}入f---nが一意的

に定まる：

1. 以下を満たす

u: {(入，μ)I入， μE少(n),μ ~ 入｝→ Q(q, t) 
UJ UJ 

（入，μ)

が存在する：

(a) 入€ 少(n)について， p入(q,t)= Lいμ叫・

(b)入EP/l(n)について， U入入=1. 

μ日t

μ<:: 入

f--t u入μ

2. 入ヂμなる入，μEP/l(n)について，〈P入(q,t), Pμ(q, t)〉q,t= 0. 

これにより定まる対称多項式 P刈q,t)を Macdonald多項式という．特に入=(1門

の場合， p刈t)の場合と同様に P(ln)(q,t) = eい）となる [4,Chapter VI, (4.8)]. また，

Macdonald多項式の内積の値について，次が知られている：

命題 3.4([4, Chapter VI, (6.19)]). 分割入について，

1 _ qa(s)+ltl(s) 
〈P入(q,t),P,入(q,t)〉q,t= II 1 、、--ヽ

sE入
-q 

となる．ただし右辺の積は入の Young図形に含まれる各正方形 sについてのものであ

り，正方形 sについて a(s)は sと同じ行で sよりも右にある正方形の数， l(s)は sと同

じ列で sよりも下にある正方形の数である．
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以上の準備により，定理 2.1を証明することができる. (1 n)に対応する Macdonald多

項式 Pぃ(q,t)の内積を計算すると

〈Pい (q,t), Piぃ(q,t)〉q,t=〈e(n),e(n)〉q,t=〈ご心］
入f--n

Z入＝入~n::~〈p入，Pμい＝｀］〗ー'i::
1 

l(入）

=L-IT 1―砂
Z入 1-t入i'

入f--n i=l 

1 _ qa(s)+ltl(s) n n-,、 n 

〈Pぃ(q,t), Piぃ(q,t)〉q,t= II 1 _ qa(s)が(s)+l= II 1 -qt = IT 1 -qt 

i-1 

1 -tn-i+l 1 -ti 
sE(lり i=l i=l 

が得られるから，定理 2.1が成り立つ．

4 全単射法を用いた定理の証明

定理 2.2および定理 2.1を，適当な全単射を構成することによって証明する．以下，

nENを1つとり固定する．

4.1 定理 2.2の証明

dENについて
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となる．また，入 f---n,dENについて
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とおき入卜 nに対応する 6nの共役類を C入とすると，

l(入） l(入） OO 

n! 
とーII1 n! 

Z入
1-t入i=L-IT(l+t入'+t2入i+・・・)=LIC入ILIB叫 td

Z入
入f---n i=l 入f---n i=l 入f---n d=O 

00 00 

＝とどIB入，dllC出=L LJ(B入，dX広） td 
入f---nd=O d=O 入f---n

が得られる． したがって，定理 2.2を証明するには dENについて全単射

fn,d: An,d X 6n→ lJ(B入，dX広）
入f---n

を作ればよい．そこで (a1,a公..., an) E An,d• び E6nについて，

f□ ((a1, a公 ...'an),び） E lJ(B入，dX広）
入f--n

を以下のアルゴリズムにより定める：

• ステップ l.dの分割 (1a12a2 ... nan)の Young図形の輪郭を描き，

とに縦に区切る．

これを深さご

• ステップ 2.Young図形の各列に，左から数 O"(l),ぴ(2),...'び(n)を書き入れる．

ここで Young図形の横幅がn未満の場合は，横幅が nとなるように Young圏形

の右側に深さ 0の列を付け加えた上で各列に数を書き入れる．

• ステップ 3.Young図形の区切られた各部分について，その最も左の列に書き入

れられた数がその部分の中で最も小さくなければ，その部分の中で最も小さい数が

書き入れられた列とその左隣の列の間で部分を分ける．これによりできた左側の部

分についても同じ操作を繰り返し，それぞれの部分について最も左の列に最も小さ

い数が書き入れられているようにする. 1回の操作および 2回の操作でステップが

完了する図形の例を下に挙げる．

I I ） I I I 
2 1 4 3 2 1 4 3 

ロニ ） 二 ） ITIJ 
3 2 1 3 2 1 3 2 1 

• ステップ4.Young図形の各部分を，以下の規則により並べ替える：

1. 横幅の広いものがより左側にあるようにする．
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2. 横幅の同じ部分が複数ある場合は，最も左に書き入れられている数がより小さ

い部分がより左側にあるようにする．

• ステップ 5.部分の数を lとし，各 I:=;i:=;lについて左から i番目の部分の横幅を

心深さを biとおく．これにより， nの分割入＝（入1,入2,...'ふ）が定まる．左か

らi番目の部分の各列に書き入れられている数が左から ji,1,ji,2,・ ・ ・,ji, 入2 となっ

ているとき，びi= (ji,1,ji,2, ・ ・ ・,j,, 入JE 6nとおく．

• ステップ 6. fn,d((a1,a2, ... ,a砂，a) = ((b1,b2, ... ,b1c入）），び1び2・・・ O"!(入）） € 

B入，dX C入と定める．

例えば (O,O,l,l)EA4,7,(1 2 3 4) E64について，ステップ3までを行うと以
3 1 4 2 

下の左側の図形，ステップ 4までを行うと以下の右側の図形が得られる．

ロローロ
3 1 4 1 4 3

 

したがって，

!4,7 ((0,0,1,1), は『］り） = ((2, 1, 2), (1,4)(2)(3)) E B(2,1,1),7 X C(2,1,1) 

となる．

このアルゴリズムは可逆であるから，これにより定まる fn,dは全単射である．

4.2 定理 2.1の証明

e,k ENについて

Dn,cょ~{J <; {O, I,,,, ,n-1) IJI~e,~j~k} 

とおくと，

り(1-qti-1) =言(t。IDn,e,d'ltd')(-qt 
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が成り立つ．ょって，

n 1 -qti-1 n n 

n!IJ 1-ti =n!IJ(l-qti-l)・IJ(l+が＋炉＋・・・）
i=l i=l i=l 

疇 nlt (t IDn,e,d1ltd') (-qt旦IAn,dltd

oo n d 

= LL(-lt lJ (An,d-k X Dn,e,k X 6n) t位
d=Oe=O k=O 

となる．また，入卜 n,e ENについて

Eぶ ~{J こ {I, 2, ... ,l(入）｝どふ ~e,IJI, 偶数｝，
jEJ 

尻~{J <; { 1, 2, ... , l(入）) ~ ふ ~e,IJI 奇数｝

とおくと，

~ f 且］ ー］入入：

n! 
l(入）

＝苫云（リ(l+t入'+巴＋・--)・!l(l-砂)）
=~I広1(芦 IB入dltd 言 (Eぶー Eふ） qe) 

oo n 

=L喜 (IE入，diEふ仰— IB入，di E~el IC入1)t愉
d=Oe=O入f--n

＝江（旦(B入，dX Ete Xら ）一且(B入，dX E~e X広））秒qe

が得られる．したがって，定理 2.1を証明するには dENと0:S eさnなる偶数 eにつ

いて全単射

9n,d,e : C~O (An,d-k X Dn,e,k X 6n)) LJ (LJ (B入dXEふxC入））
入f--n

→ lJ (B入，dX Ete Xら），
入f--n
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dENと〇：：：：： e:::; nなる奇数 eについて全単射

d 

→ (LJ (An,d-k X Dn,e,k X 6n)) LJ (且(B入dXEぶxら））
k=O 

→ lJ (B入，dX E;:-,e X C刈
入f--n

を作ればよい．

ここでは， dE Nと 0さ e:S: nなる偶数 eについて全単射 9n,d,eを構成する．
d 

このためには， lJ(An,d-k X Dn,e,k X釘）， lJ(B入，dX E°i:,e Xら）の元に対して

k=O 入f--n

lJ(B入，dX Et,e Xら）の元を対応させるアルゴリズムを作る必要がある．

入f--n

まず 0:S: k :S: dなる Kおよび (a1,a2, ... , an) E An,d-k, J E Dn,e,k, び€ 釘につ

いて，

9n,d,e ((a1, a2, ... , an), J, び）€且(B入，dX Et,e X Cり

を対応させるアルゴリズムを以下により定める：

• ステップ l. J = {j1,j2, .. ・,je}なる 0さ]lく わく・・・<]e ::; n -1をとり，

(la12四...nan)に成分 ]1,)2,・ ・ ・,jeを付け加えて得られる dの分割の Young図

形の輪郭を描く．ただし， ]l= Qの場合は Young図形の最も下に長さ 0の行があ

るものとする．さらに，この Young図形を深さごとに縦に区切る．

• ステップ 2. 1:::; m:::; eについて，ステップ 1より Young図形には長さ ]mの行

が存在する．このような行のうち，最も上にある行を第 im行とおく．

• ステップ 3. 1さm さeについて， ステップ 2より Young図形には深さ im-1 

の列が存在する．このような列のうち，最も右にあるものを線で区切り，これに色

を塗る．

• ステップ 4. ステップ 3までで得られた図形に対し定理 2.2の証明で用いた fn,d

を定めるアルゴリズムのステップ 2からステップ 6を行い，対応する入卜 n,

(b1, b2, ... , bzc入）） EB入，d,a E C.xを得る．また，この操作を完了した時点で

J'= {j E {1, 2, ... , l(入）}I左から j番目の部分が色で塗られている}E Et,e 

とおく．

• ステップ 5.9n,d,e ((a1, a公...,an),J,a) = ((b1,b2, ... ,bz(入））， J',a)E B入，dX 

Et,e x C入と定める．
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例として n = 4, d = 10, e = 2とし， (0,0, 1, 1) E A4,7• {O, 3} E D4,2,3• 

(1 2 3 4) E 64についてこのアルゴリズムを実行する．この場合は]1= 0, ]2 = 3 
3 1 4 2 

であるから，ステップ 1では分割 (1020炉41)=(4,3)に0,3を付け加えてできる分割

(4,3,3,0)の Young図形の輪郭を描く.i1 = 4, i2 = 2であるから，ステップ 3までを

行うと以下の左側の図形が得られる．ステップ 4では定理 2.2の証明で用いた fn,dを定

めるアルゴリズムのステップ 2からステップ 6を行うが，この中のステップ 3までを行

うと以下の中央の図形，ステップ 4までを行うと以下の右側の図形が待られる．

~-~ 冒口
したがって，

94,10,2 ((o,0,1,1),{o,3}, G i ! ~)) =((3,l,3,3),{2,4},(1)(2)(3)(4)) 
EBc1,1,1,1),10 x E0,1,1,1),2 x Cc1,1,1,1) 

となる．

次に μf---nおよび (b1,b2, ... , bz(μ)) E Bμ,d, J E E;:,e, TE仰について，

9n,d,e((b1, b2, ...'bzc入））， J,T)E且(B入，dXEふxC入）

を対応させるアルゴリズムを以下により定める：

• ステップ 1. ((b1,b2, ... ,bz(μ)),T) E Bμ,d x Cμ について定理 2.2の証明で用いた

fn,dを定めるアルゴリズムのステップ 6, ステップ 5を逆にたどり，各部分の横幅

がμぃμ2,・ ・ ・,μl(μ), 各部分の深さが b1,b2, ... , bl(μ)で与えられる図形を作る．こ

の図形の各列に書かれた数は T に対応している．

• ステップ 2.j E Jなる 1さj::::; l(μ)について，図形の左から j番目の部分に色を

塗る. J E E;,eより，このとき色が塗られる列は合計 e列ある．

• ステップ 3. 図形の各部分を，以下の規則により並べ替える：

1. 深いものがより左側にあるようにする．

2. 深さの同じ部分が複数ある場合は，色が塗られているものが左側にあるように

する．
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3. 深さも塗られ方も同じ部分が複数ある場合には，最も左に書き入れられている

数がより小さい部分がより左側にあるようにする．

• ステップ4.J E E;;,eより IJI< eであるから色付きの列が 2列以上ある深さが

存在する．そこで，このような深さのうち最も深いものを aとおく．

• ステップ 5. 色の付いた深さ a の各部分を，左から X1,X2,••· とおく．各 jにつ

いて X1の各列に書かれている数を左から qj,1,qj,2, ・ ・ ・ とおき，置換 pを

p = (q1,1, q1,2, ・ ・.)(q2,1, q2,2, ・ ・.) ... 

により定める. {q1,1,q1,2,••·}U{q2,1,q2,2,••·}U··· に含まれる最も小さい 2つ

の数を iぃむとする．ただしこのとき，釘＜砂とする．

• ステップ 6. (i1, む）pの巡回置換分解を (r1,1,r1,2, ...)(r2,1, r2,2, ...)・ ・・とする．

各 jについて，巡回僅換成分 (rj,1,Tj,2, ・ ・.)の長さを横幅とし，各列に左から数

巧，1心，2,... が書かれた，色の付いた深さ a の部分％を作る．部分 Y1,Y2,••· を

左から並べ，これをステップ 3までで作った図形の，色の付いた深さ aの部分全て

と取り替える．

• ステップ 7. 定理 2.2の証明で用いた fn,dを定めるアルゴリズムのステップ 4と

同じ方法で，各部分を並べ替える．

• ステップ 8. 定理 2.2の証明で用いた fn,dを定めるアルゴリズムのステップ 5, ス

テップ 6により，対応する入 f---n および (b~, b~, ... , b;(入）） EB入，d,(J'EC入をと

る．さらに，

J'={jl左から j番目の部分が色で塗られている}E Et,e 

とおく．

• ステップ 9.9n,d,e((b1,b2, ... ,bl(μ)),J,T) = ((b~,b~, ... ,bい）， J',a-) E B入，dX 

Et,e x応と定める．

例として n= 6, d = 11, e = 4とし， (2,1, 1, 1, 1)卜 6および (2,1, 2, 2, 2) E 

B(2,1,1,1,1),ll• {1, 3, 5} EE五，l,l,l,l),4'(2,5)(1)(3)(4)(6) E C(2,1,1,1,1)についてこのア

ルゴリズムを実行する．まずステップ2までを行うと以下の左側の図形が得られ，さらに

ステップ 3までを行うと右側の図形が得られる．

言け口〗ー冒言□
2 5 3 4 6 2 5 3 6 4 
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このとき a=2, p = (2, 5)(3)(6), i1 = 2, む=3となる. (iぃむ）p = (2, 3)(2, 5)(3)(6) = 

(2, 5, 3)(6)であるから，ステップ6までを行うと以下の左側，ステップ7までを行うと以

下の右側の図形が得られる．

ー冒言ローニ量｀
2 5 3 6 4 2 5 3 4 6 

したがって，

96,11,4 ((2, 1, 2, 2, 2), {1, 3, 5}, (2, 5) (1)(3) (4) (6)) = ((2, 1, 2, 2), {1, 4 }, (2, 5, 3) (1) (4) (6)) 

EB(3,1,1,1),11 X E喜，1,1,1),4X C(3,1,1,1) 

となる．

以上により，写像 9n,d,eを構成することができる．それぞれのアルゴリズムは可逆で

あり，また lJ(B入，d X Et,e X ら）は第 1のアルゴリズムの像と第 2のアルゴリズムの

入卜n

像の交わりを持たない合併となっている．したがって， 9n,d,eは全単射である.dE Nと

〇sesnなる奇数 eについても，全単射9n,d,eを同様のアルゴリズムにより定めること

ができる．
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