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道多元環に付随する Grothendieck群の部屋構造*1

京都大学数理解析研究所 浅井聡太

Sota Asai 

Research Institute for Mathematical Sciences, 

Kyoto University 

本稿は 2019年度 RIMS共同研究（公開型）「表現論とその組合せ論的側面」において、私

が行った講演「道多元環に付随する Grothendieck群の部屋構造」の内容をまとめたもので

ある。内容の多くは [As]に基づく。

本稿では K を体とし、 AをK 上の有限次元多元環とする。 projAを有限生成射影的右 A

加群の圏とし、 A,P:公．．．，几をその直既約対象の同型類全体とおく。また、 modAを有限

生成右 A加群の圏とし、 S1,S2,... , 品を単純 A加群の同型類全体とする。ここで添え字

は、全射尺→ふが存在するように取る。

特に断りのない限り、部分圏は充満部分圏であり、同型について閉じたものとする。

1 Euler形式

Cを三角圏または完全圏とするとき、その Grothendieck群を Ko(C)と記し、さらに実

Grothendieck群 Ko(C)幻立を K。(C)111.で表す。

このとき、自然な同型 K。(Kb(projA))竺 Ko(projA)が存在し、 Pi,P:公．．．，几は Z基

底を与える。同様に、自然な同型 K0(Db(modA))空 Ko(modA)が存在し、 S1,S2, ... ,Sn 

はZ基底を与える。当然ながら、これらはそれぞれ、実 Grothendieck群 Ko(projA)111. と

Ko(modA)111. の股基底にもなる。

実 Grothendieck群上の Euler形式は、次のように与えられる。

定義 1.1 股双線形形式 Euler形式 (Eulerform)〈?,! 〉： K0(proj A)111. x K0(mod A)R→ 股

を、 TE Kb(proj A), X E Db(mod A)に対し、

〈T,X〉=L(一1/dim臼 omか (modA)(T,X[k]) 
kEZ 

が成立するように定める。

すると、 P1,P2,... , 凡と S1,S2,... , 品は、以下の意昧で Euler形式に閾する双対某底

となる。

•1 本研究は科研費 16J02249 および 19K14500 の助成を受けたものである。
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補題 1.2 任意の i,jE {1,2, ... ,n}に対し、

〈Pi,Sり={ dimK EndA(ふ） (i = j) 
0 (iヂj)

である。

2 安定条件と TF同値類

前章の Euler形式を用いて、 0EK。(projA)政を股線形形式〈0,?〉： K0(mod A)股→ 股と

みなす。これを用いた線形不等式により、加群の安定条件が以下のように定まる。

定義 2.1 [Ki, Definition 1.1] 0 EK。(projA)政とする。

(1) M E  mod Aが 0半安定 (0-semistable)であるとは、 0(M)= 0であり、かつ任意の

商加群 N に対し 0(N)2: 0であることをいう。

(2) M E  mod Aが 0安定 (0-stable)であるとは、 0(M)= 0であり、かつ任意の真商加

群 Nヂ0に対し 0(N)> 0であることをいう。

(3) W0 c modAを0半安定な加群全体からなる部分圏とし、これを 0半安定部分圏

(0-sem ista ble subcategory)と呼ぶ。

W0は modAのワイド部分圏であり、したがって部分アーベル圏である。その単純対象

とは、 0安定な加群たちにほかならず、これらの全体は半煉瓦となる。ここで、 SEmod A 

が煉瓦 (brick)であるとは、自己準同型環 EndA(S)が斜体であることを表し、 Homに関し

て互いに直交する煉瓦の同型類の集合のことを半煉瓦 (semibrick)という。

Kingの安定条件を用いて、与えられた加群を半安定にするような 0がなす、 K。(projA)JR 
の部分集合を考えることができる。

定義 2.2 [B, BST] M E mod A¥ {O}に対し、 K。(projA)JRの部分集合 8Mを、

eM := {0 E Ko(proj A)JR IM E W0} 

と定め、これを加群 M に対する壁 (wall)という。

8Mは安定条件の定義から Ko(projA知の有理多面錐であり、その次元を dim8Mで表

す。以降、これらの壁による Ko(projA)JRの部屋構造を考えていく。

部屋構造を考えるに当たっては、各加群に付随する壁を一つ一つ考えるよりも、むしろそ

れらの和集合に粧目することが重要である。壁たちの和集合を求めるには、煉瓦に対応する

壁のみを考えれば十分であることが、次の補題からわかる。
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補題 2.3 各 MEmod A¥ {O}に対し、ある煉瓦 Sが、 8sっ(3Mかつ dim8s=n-1を

満たす。

なお、任意の煉瓦 Sに対し、壁 8sの次元が n-lであるとは限らない。また、 M が煉

瓦でなくとも、 dim8M=n-1となることがある。

例 2.4 Aを道多元環 K(l→2)とすると、 Aの煉瓦は S2,P1,S1であり、 Ko(projA)IRの

部屋構造は、次の関のようになる。

叩叙

ー[P』
残

[Pi] 

-[P2] 8p, 

この部屋構造について、より詳しく調べるため、以下の部分隧を用いる。

定義 2.5 [BKT, Subsection 3.1] 0 E K0(proj A)民に対し、

と定義する。

冗：={ME mod A IM の任意の廂加群 N に対し 0(N)~O},

瓦：={ME mod A IM の任意の部分加群 L に対し 0(L)~O}

冗は、商と拡大について閉じていることから、 modAのねじれ類である。同様に了。

は、 modAのねじれ自由類である。これらはそれぞれ、 FecFeを満たすねじれ自由類と、

Te C冗を満たすねじれ類により、ねじれ対 (Te,Fe),(冗，Fe)に拡張でき、 Te,巧。につい

ても、商加群や部分加群を用いて記述することが可能である [BKT,Proposition 3.1]。

また、定義から T。nFe= Weであることがわかり、 We={O}は (T。J祠） = (Te,Fe) 

と同値である。

これらを用いて、私は K。(projA)m:. 上の同値関係を、以下のように導入した。

定義 2.6 [As, Definition 2.12] 0, 0'E K0(proj A)恥に対し、これらが TF同値 (TFequiva-

lent)であるとは、 T。=T。，かつ了。 =F。，であることと定める。 [0]で 0が属す TF同値

類を表す。

実は部屋構造を用いて、 TF同値を特徴付けることが可能である。

命題 2.7 [As, Theorem 2.16]異なる 0,0'EK。(projA)団に対し、次の条件は同値である。
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(a) 0と0'はTF同値である。

(b) 線分 [0,0'] J: Woは一定である。

(c) いかなる煉瓦 Sについても、線分 [0,0']は壁 8sと一点で交わらない。

例 2.8 Aが道多元環 K(l→2)であるとき、直既約加群は同型を除いて S2,Pぃふの 3つ

であり、 Auslander-Reiten腋は、

A 
/~ 

S2 S1 

となる。そこで以下では、各直既約加群が部分圏 Ccmod Aに属すか否かを、＊＊＊という

図式の＊を、● （属す）または 0 (属さない）に渥き換えることで、 Cを表す。

まずT。と了。の分布は、次の図のようになる。

-[P』 [P』 -[Pi] [P1l 

一方、 S2,P1,ふに対応する壁は、下記左圏の通りとなり、 K。(projA)のTF同値類は右

図のようになる。

叩鋭

-[P1] 
残

[P』 -[Pi] [P1l 

-[杓l 0p, 

例 2.9 Aがm-Kronecker簾の道多元環であるとする。つまり、

A:=KいI2)(矢印は m本）
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とする。 m=0,1,2,3の各々について、部屋構造は次のようになる。
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ここで m=3の網掛け部分については、欄密に壁が存在している。詳細は [As,Examples 

2.19, 5.4]を参照されたい。

3 2項準傾複体の錐

ここからは TF同値類を具体的に構成する方法の一つとして、ホモトピー圏 Kb(projA) 

の2項準傾複体を紹介する。これは以下のように定義される。なお、基本的 (basic)という

用語は、直和因子の重複がないことを意味し、 2項複体 (2-termcomplex)とはー1番目と 0

番目の項以外が消滅している複体を指す。

定義 3.1 u = w-1→ uo)をKb(projA)の2項複体とする。

(1) Uが2項前準傾複体 (2-termpresilting complex)であるとは、 Hom炉 (projA)(U,U[l]) = 

0であることをいう。 2-presiltAで K町projA)の基本的な 2項前準傾複体の同型類

の全体を表す。

(2) Uが 2項準傾複体 (2-termsilting complex)であるとは、 Uが 2項前準傾複体であ

り、さらに Uを含む Kb(projA)の部分三角圏で、直和について閉じているものは、

Kb(proj A)自身のみであることと定める。 2-siltAで Kb(projA)の基本的な 2項準傾

複体の同型類の全体を表す。

各 UE 2-presilt Aに対して、 U竺 EB::1仏と直既約分解すると、 Uは拮本的であるから、

i =I-jである限りに竿 UJとなる。このとき IUI=mとおく。すなわち 1u1は直既約因子

の個数である。

補題 3.2 U E 2-presilt Aとする。

(1) [Ai, Proposition 2.16] Uはある TE2-siltAの直和囚子である。

(2) [AIR, Proposition 3.3] U E 2-silt Aであることは IUI=nと同値である。

(3) [AI, Theorem 2.27, Corollary 2.28] [U1], ... , [Um] E Ko(proj A)は線形独立であり、

さらに UE 2-siltAならば、これらは Ko(projA)のZ基底である。
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そこで UE 2-presiltAに対し、 Ko(projA厄内の錐 c(u),c+(u)を、

C(U) := {a叶い］＋・・・+am[Um] I a1, ... ,am E賊乏o},

c+(u) := {a叫]+・ ・ ・+ am[Um] I a1, ... , am E記 o}

と定める。補題 3.2(3)から、これらは m次元の錐であることがわかる。

錐同士の交わりについては、 [DIJ,Theorem 6.5]から従う、以下の事実が重要である。

命題 3.3 U, U', U" E 2-presiltAが addU n add U'= add U"を満たすとき、 C(U)n 

C(U') = C(U")となる。

特に T,T'E 2-siltAであるとき、 c+(r)n c+(T') = 0となる。すなわち 2項準傾複体

に対する錐同士が内部で交わることはない。

例 3.4 A=  K(l→ 2)に対し、 2-siltAの元は下記左の A,T, U, V, A[l]の全 5個であり、

これらに対応する錐を表したものが右図である。

[P叶

C(V) C(A) 
A = Pi EB P2 
T = Pi ① (P: 戸 Pi)
u = P: 叶1] 〶 (P:戸尺） -[Pサ [P叶

V = p叶1]巳 P2 C(T) 
A[l] = P叶1]① P2[l] 

C(A[l]) C(U) 

-[応] [P1]-[P2] 

また、各 2項前準傾複休からねじれ類を以下のように構成できる。ここで vは中山関手

v: Kb(proj A)→ Kb(inj A)を表す。

定義 3.5 U E 2-presilt Aに対し、

冗：={ME mod A I HomA(M, H-1(vU)) = O}, 

瓦：={ME mod A I HomA(H0(U),M) = O} 

2項前準傾複体が定めるねじれ類は、次のような顕著な性質を満たす。

定理 3.6 以下の事実が成立する。

(1) [AS, Theorem 5.10]各 UE 2-presilt Aに対し、 TuはmodAの閑手的有限なねじれ

類であり、 FuはmodAの関手的有限なねじれ自由類である。

(2) [AIR, Theorems 2. 7, 3.2] mod Aの閾手的有限なねじれ類全体からなる集合を

f-tors Aで表すとき、全単射 2-siltA→f-tors AがTHTrで与えられる。同様に、
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mod Aの関手的有限なねじれ自由類全休からなる集合を f-torfAで表すとき、全単射

2-siltA→ f-torf AがTH巧で与えられる。

以上の準備のもとで、私は以下の結果を証明した。

定理 3.7 各 UE 2-presiltAに対し、錐 c+(u)はTF同値類であり、任意の eE c+(u) 

は冗 =Tu,瓦 =Fuを満たす。

上記の定理のうち、後半部分については、すでに [Y,Proposition 3.3]で示されている。

一方 0E K0(proj A)股が冗 =Tu,瓦 =Fuを満たすとき、 Koenig-Yang対応 [KY,BY]

において Uに対応する Db(modA)の中間 t構造や 2項単純系 (2-termsimple-minded 

collection)との関係を調べることで、私はeE c+(u)であることを導いた。

特に TE2-siltAであるとき、 c+(T)は内点を持つ TF同値類となることがわかる。そ

こで、「これ以外に内点を持つ TF同値類が存在するかどうか」という問いを考える。

内点を持つ TF同値類と類似していると思われる概念として、 K。(projA)股の部屋構造の

「部屋」がある。ここで正確には、 Wallをすべての壁の和集合 UMEmodA¥{O}eMとすると

き、その閉包の補集合 K。(projA厄¥Wallの連結成分のことを、部屋 (chamber)と呼んでい

る。 [EST,Corollary 3.29]においては、各 TE2-siltAに対し、 c+(T)がK。(projA)JRの

部屋となっており、また THC+(T)は単射であることが示されている。

これに関して、私は次の定理を証明した。ここで、 2項準傾複体に付随する錐の和集合を

Cone:= LJTE2-siltAび (T)とおく。

定理 3.8 [As, Theorem 3.17] Cone= K,。(projA足¥Wallである。

この定理の証明は、通常の Grothendieck群 Ko(projA)内の等式 Conen K0(proj A) = 

K0(proj A) ¥ Wallを、 [B,Lemma 7.1]と同種の議論を用いて示すことで、行った。

上の状況で、 Ko(projA)政の各部屋は、内点を持つある TF同値類に含まれ、さらにこの

対応は一対ーであることが、簡単な位相的議論から従う。 Cone= UTE2-silt A c+ (T)は、明

らかに連結成分への分解であるから、上の定理から、任意の部屋はある TE2-siltAを用い

て c+(T)の形に書け、特に TF同値類であることが分かる。ゆえに、 K。(projA)JRの部屋

とは、内点を持つ TF同値類に他ならない。

4 表現空間と道多元環

本章では、体 K は代数閉体であると仮定する。通常の Grothendieck群の各元 0E 

Ko(proj A)に対し、表現空間と呼ばれる代数多様体を考え、これと TF同値類との閾連につ

いて、道多元環の場合を中心に、得られた結果を述べる。
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定義 4.1 各 0= こ~=1 佑 [Pi] E Ko(proj A) (ai E Z)に対し、

Pi(0) :=〶 p;① la,I, Po(0) :=〶 piEBlail
釘 <0 a,>0 

と定め、 0が定める表現空間 (presentationspace)を、

PHom(0) := HomA(Pi(0), Po(0)) 

とおく。各 fE PHom(0)に対して、 2項複体 PtE Kb(proj A)を、

Pt:= (Pi(0)ムPo(0))

と定める。

つまり、各 0EK。(projA)の成分に応じて、 2項複体の項 Pi(0),Po(0)を固定し、その間

の射のみを動かして得られる 2項複体の全体が、表現空間である。これは明らかに K線形

空間であるから、既約な代数多様体である。以下、 PHom(0)の Zariski位相における稲密な

開集合上で条件が成立することを、一般の (general)という言葉で表す。

2項準傾複体 Uに対し、点 0=[U] EK。(projA)については、一般の fE PHom(0)に対

し、 Pt~U となることが知られている ([DK, Subsection 2.1]などを参照）。 2項準傾複体

の錐外の点 0についても、 fE PHom(0)に付随する 2項複体 Ptが、 Kb(projA)でどのよ

うに唐耽約分解されるかという問いが考えられ、この際、 [DF,P]による次の概念と結果は、

極めて重要である。

定義 4.2 [DF, Definition 4.3] 0, 01, 02, ... , 0m E Ko(proj A)に対し、直和分解の表記

0 = 01① 02① ・・・①似を、一般の fE PHom(0)が、直和分解

乃=Pti EBP12① ... ① Pf,,, (Ji E PHom(0』)

を持つことと定義する。また 0= 01 〶 02 〶... ④〇mが標準分解 (canonicaldecomposition) 

であるとは、任意の iについて、一般の JiE PHom(0i)が宜既約であることをいう。

定理 4.3 [P, Theorem 2.7]任意の 0EK。(projA)に対し、並び替えを除いて、ただ一つ標

準分解が存在する。

Grothendieck群の元の直和分解と数値的ねじれ類などの関連について、以下の性質を

Laurent Demonet氏から教えていただいた。

補題 4.4 [D] 0, 01, 02 E Ko(proj A)が 0= 01① 02を満たすとき、

T0 = T01 n T02, F0=F。1nF。2' W0 = W01 nW02 

となる。
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特に 0= 01 〶 02 E9 ・・・〶似が標準分解であるとき、 {ai[0i] I ai E艮>O}は、命題 2.7か

ら、ある TF同値類に含まれることがわかる。一般には{ai[0i] I ai E艮>O}自身が TF同

値類かどうかは未解決だが、 0EK。(projA)が UE 2-presiltAの錐 c+(U)に属す場合は、

{ ai[0i] I ai E恥 o}= c+(u)となり、定理 3.7で見たように、これは TF同値類である。

上記とは別に、 Aが非輪状な腋 Qの道多元環KQである場合に、任意の元 0E Ko(proj A) 

の標準分解が TF同値類を与えることを、私は示した。

命題 4.5 A=  KQを、非輪状な簾 Qに付随する道多元環とする。もし 0E Ko(proj A)の

標準分解が、

0=0↑ ① 〇;2⑤・・・① 0訂 (iヂj⇒Si芸Sj)

であれば、{ai[0i] I ai E艮>O}はKo(projA)股での TF同値類である。

証明の鍵となるのは、股部分線形空間〈dimMI MEWe〉の次元が n-mであることで

あり、これは道多元環の場合における K。(modA)の元の標準分解 [Ka] (先の [DF]はこれ

のKo(projA)における拡張である）に関する [DW]の結果から従う。

最後に Aが道多元環である場合に、部屋構造を特定するアルゴリズムについて述べる。

以下、 Aを非輪状な簸 Qの道多元環 KQとし、 mod(A,d)を次元ベクトル dを持つ簸 Q

の表現全体とする。 mod(A,d)は既約な代数多様体であり、次元ベクトルが dであるような

A加群全体と同一視できる。

Ko(proj A)の部屋構造の壁の和集合を求めるため、次のように定義する。

定義 4.6 各次元ベクトル dE (Z2:o)Q。に対し、

印：= u 釦 cKo(proj A)股

MEmod(A,d) 

とおく。

[S]の結果から、実は 8dは、 1つの加群の壁として実現されることが導かれる。

補題 4.7 各次元ベクトル dE (Z:;;,o)Q。に対し、一般の MEmod(A,d)は8d=8Mを満

たす。特に 8d自身が Ko(projA)恥内の有理多面錐である。

私はこの 8dたちに関する漸化式を得た。

定理 4.8 [As, Proposition 5.6] A = KQであり、 dE (互o)Q。は非零成分を 3個以上持

つ次元ベクトルとする。このとき 8dは、すべての 8cn ed-c (0 < c < d)を含む最小の

有理多面錐である。

dE(応o)Q。の非零成分が 2個以下の場合には、容易に 8dを決定できるため、上の定理
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と合わせて、帰納的に部屋構造が決まる。
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