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1 Introduction 

Euler-Zagier型多重ゼータ関数は次の級数で定義される多変数複素関数

である。

く(s1,... ,sr) := L 1 

l<n1<…<nr 
nfl ... n:r 

この級数は次の領域で絶対収束することが知られている [5]。

{(sい...'Sr)E ccr I況(s1+・・・+sr)>r-j+l (1さj:Sr)} 

さらに全空間ccrに有理型に接続されることも知られている [1][9]。

また Mardell-Tornheimダブルゼータ関数は次の級数で定義される。

00 

〈Mr(s1,s2心）：=L 1 

ms1が2(m+ n¥s3 
m,n=l 

この級数は

{(s1,s2岱3)E (C3 I~(釘+s3) > 1, 況(s2+的） > 1, 況（釘+S2 + S3) > 2} 

において絶対収束し、びに有理型に接続されることが知られている。

これらの閑数はリーマンゼータ関数の多変数への拡張とみなすことがで

き、一般に多重ゼータ関数と呼ばれるものの代表的な例となっている。こ

れらの関数の特殊値については代数的な構造が非常によく調べられており、

Euler-Zagier型多重ゼータ関数の特殊値の間の関係式は数多く知られてい

る。例えば有名な関係式として次のようなものが挙げられる。
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Theorem 1.1 (和公式； Granville [2], Zagier). k > rを満たす自然数k,rに

対して

と〈(kい...,kr)=((k) 
k1+…+kr=k 

柘：：：：2, 柘：：：：l(l~i~r-1) 

が成り立つ。

このような特殊値の間の関係式が多く見つかる中で、松本 [4]は次のよ

うな問題を提唱した。

Question 

多重ゼータ関数の特殊値の間の関係式はより広い範囲で成り立つ関係式の

特別な場合か？

次の式のような調和積と呼ばれる閲係式が知られている。

((s1)((s2) =〈(s1,s2)+〈(s2,s1) + ((s1 + s2) 

これは和の範囲をうまく分割することによって得られる関係式であるが、こ

の式は特殊値のみではなく複素数の範囲で成り立つ式である。このように

特殊値の範囲を超えて成り立つ関係式が他にあるのだろうか？池田ー松岡 [3]

によると、 Euler-Zagier型多重ゼータ関数の特殊値の間の関係式はある条件

の下では調和積の他にないということが証明されている。

ではEuler-Zagier型に限定しない場合はどうか？このときには複素の範囲

で成り立つ関係式が存在することが知られている。例えば [8]では Mordell-

Tornheimダブルゼータ関数とリーマンゼータ関数の間の次のような関係式

が証明されている。

(Mr(l, s; 3) -(Mr(l, 3; s) + (Mr(3, s; 1) = 4((s + 4) -2((2)〈(s+ 2) 

また、 Euler-Zagier型に対しても無限和を含む関係式は存在する。例え

ばMehta-Saha-Viswanadham[6]により

く(s1,... ,Sr-2,Sr-l+sr-1) = L 00 (sr -l)sr・ ・ ・(sr + k -1) 
IL, 1¥1 ((sl,・・・,Sr-1,S叶 k)

k=O 

という関係が示されているが、これは複素の範囲で成り立つ式である。

今回は新しく発見した多重ゼータ関数の間の関係式について 2つ紹介す

る。 1つ目はEuler-Zagier型多重ゼータ関数の間の無限和を含む関係式であ

る。この関係式は上で紹介した和公式の複素関数による補間となっている。

もう lつはルート系に付随する多重ゼータ関数の間の関係式である。こち

らは大野関係式という関係式の複素関数による補間となっている。
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2 和公式

まずは簡単な場合として 2重ゼータ関数 (r= 2)の和公式の補間につい

てみてみる。上で紹介した和公式はr=2のとき

と〈(k1占）＝く(k)
k1+k2=k 
k2;::>:2,k1;::>:l 

となる。この関係式を補間すると次のようになる。

Theorem 2.1 (広瀬村原小野塚）．況(s)> 1に対して次式が成り立つ。

00 

L(((s -n -2, n + 2) -((-n, s + n)) = ((s) 
n=O 

sを整数とすると左辺は telescopingsumとなり有限和にでき、和公式と

一致することが分かる。これは和公式の Kを複素変数に補間したとみなす

ことができる公式である。ちなみに左辺の 2つの 2重ゼータ関数はs=2を

極としてもつが、極の打ち消しあいが起き ((s-n-2, n+2)-((-n, s+n) 

はs=2で正則になっていることに注意しておく。

rが2より大きい場合、和公式の複素関数による補間は複雑になる。そ

の場合の結果を紹介するために Ga,b(s1,・ ・ ・, sa; s)を以下のように帰納的に

定義する。（ただし aE Z~0, b E Z~1) 

Ga,1(s1, ... ,sa;s) :=〈(s1,... , Sa, s) 
00 

Ga,b(s1, ... , sa; s) := L(Ga+l,b-1(s1, ... , Sa, S -n -b; n + b) 
n=O 

-Ga+l,b-1(s1, ... , Sa, -n; S + n)) 

この級数は次の不等式を満たす範囲で絶対収束している。

況(s)> b 

況(s+sa)> l+b 

況(s+Sa+ Sa-1) > 2 + b 

溌(s+sa+・ ・・十釘） >a+b 

定義より Ga,b(s1,... , sa; s)はr= a+b重多重ゼータ関数の和となっている。

この関数を用いることで一般に和公式の補間は次のように書ける。
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Theorem 2.2 (広瀬村原小野塚）. b E Z;:,1と況(s)> bに対して次式が成

り立つ。

G。,b(s) = ((s) 

sを整数とすると左辺はやはり有限和にでき次のように書ける。

G。,b(s) = L ((m1, ... , 叫）
加＋…＋叫=s
m1, .. ,,mb-l;:,1 

mb;:>2 

これによりこの定理は和公式の複素関数による補間であることがわかる。

(r = 2かつ R(s)> 2の場合の証明）

ここでは 1番簡単な場合として r=2で況(s)> 2の場合の証明をみてみる。

R(s) > 2よりく(s-n -2, n + 2)と((-n,s + n)の級数は両方とも絶対収束

しており

00 

L(((s -n -2, n + 2) -((-n, s + n)) 
n=O 

00 

=~。くとm2 (叫―n-¥m戸― m1nい）

心五□(m/冒―~)
区

1 1 1 

O<m1<m2呵ー m1m2(叫―2―呵―2)

=: A1 -A2 

と変形できる。さらにふと A2をそれぞれ変形すると

ふ= L 2 

1 1 
s-2 = L 1 

s-2 L 
1 

O<m1<m2 
m2-m叩 2四叫O<m1 m1<m2 哨ー m叩 2

=L 
1 1 

O<m1 叫―2 五示し二—~)
＝。ごi m~-1 (1 + 1 + ... +土）

A2= L 1 1 1 

m2 -m叩 2四
2 s-2 = L しこ

0< 
四匹—叫m く四 1く叩 O<m、1<m2

=。互 m~-1 (1 +} +・ ・ ・+ m21-1) 
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よって最終的に次のように左辺が右辺と一致する。

ふ A戸 Ll 1 
- O<m ms-1に）＝〈(s)

3 大野関係式

大野関係式の複素関数による補間を与えるために大野関係式を紹介しよ

う。インデックス

k : = (1, ... , 1, b1 + 1, ... , 1, ... , 1, bz + l) (ad, 加：：：：： 1) 、、
a1-l az-1 

に対して、 Kの双対インデックスを

により定める。

炉：= (1, ... , 1, az + 1, ... , 1, ... , 1, 釘+1) 、 、
bz-l b1 -1 

Theorem 3.1 (大野関係式 [7]).インデックス (k1,... , kr) E Z~1 は kr 2 2 

を満たすものとし mEZ::::。とするとき次式が成り立つ。

区く(k1+ e1, ... , kr + er) = L ((k~+ e~, ... , k~, 十吟）
釘十…十er=m
e;;:,:O (l:S::i:S::r) 

叫＋…十e1=m  
r I 

e竺0(1<:'.i<:'.r') 

ただし (k~, ...'此）は (kぃ..., kr)の双対インデックスとする。

この関係式を補間するために新たに関数 h(s) を溝入する。 kr~2 なる

インデックス k= (k1 ... , kr) E z;1と況(s)> -1を満たす複素数 sに対

して

Ik(s) :=どと 1 1 

i=l O<n1<…<nr n↑ .. ,n夕T ・元gnj~ni 

で定める。各iに対して

1 
・打II 巧L 沖・・・n夕r n'! 

O<n1<…<nr i jcf.i 
巧ー m

はA型ルート系に付随する多重ゼータ関数となっている。ルート系に付随

する多重ゼータ関数は全平面に有理系に接続されることが証明されている

ため Jk(s)もC上有理型関数となる。このとき大野閃係式の複素関数による

補間は次のようになる。
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Theorem 3.2 (広瀬村胤小野塚）.kr2'.2なるインデックスk= (k1 ... , kr) E 

Z~l と況(s) > -1を満たす複素数sに対して次式が成り立つ。

似s)= Ikt(s) 

これが大野関係式となっているのは s=mが非負整数のとき

h(m) = L 〈（柘十 el,・・・,kr+er)-
釘＋…十er=m
e;2:0 (l'.'::i'.'::r) 

という関係が成り立っためである。この式は

こ叶 ···a~r = t年十r-1Il(ai -a□ (ai -=J aj for iナj),
e1+…+er=m i=l j#i 
eiミ0(1:Si:Sr) 
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と

よってこれは大野関係式の mを複素変数に補間したとみなすことができる

公式となっている。
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