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Riemannゼータ関数((s)の零点分布と素数分布との関係はRiemannが発見した有名な

事実である．そのため， Riemannゼータ関数の零点分布は重要な研究対象として多くの数

学者により研究がされている良く知られている Riemann予想もく(s)の零点分布に圏す

る予想であり，その主張はく(s)の非自明な零点の実部が全て 1/2であるというものである．

一方で，素数の深淵を理解するためには Riemann予想の解決だけでは不十分なことも多

く，零点の虚部方向の分布についての理解も里要である．そのため，零点の虚部の分布つい

ても多くの数学者によって研究がされているここで零点の虚部についての重要な公式と

して良く知られている Riemann-vonMangoldtの公式を紹介しよう．以下， N(T)を((s)

の零点p=/3+灼で0<,<Tをみたすものの重複度も込めた個数とするこのとき，次

の公式が知られている任意の T>Oで零点の虚部とは一致しないものに対して，

N(T) = 1r-1 arg f(l/4 + iT /2) -Tlog計27f十 S(T)+ 1 (1.1) 

が成り立つ．ただし， S(T)= 1r-1 Im log ((1/2 + iT)であり， rはよく知られたガンマ関数

であるこの公式により， Riemannゼータ関数の対数関数の虚部 S(T)について深く理解

することができれば，く(s)の零点の虚部の分布について深く理解することができる

ここで，いくつかの先行研究を紹介しようまず， vonMangoldtにより得られた結果と

して S(t)= O(logt)という評価が知られているこの評価により，零点の虚部の分布とし

て十分大きな正の定数Cが存在して，任意の T2". 5, C :S h :S vTに対して

h T 
N(T + h) -N(T) = -log —+ O(logT) (1.2) 

21r 21r 

という公式を得ることができる特にこの公式からわかる自明な結論として零点の虚部を

小さい方から数えて連続した組,'2':'に対して，,'-1 = 0(1)や零点p=/3+i,の重複

度m(p)に対して m(p)= O(log 1,1)などの評価を得ることができる．この零点の間隔や重

複度に関してはいくつかの予想が知られている例えば，全ての ((s)の零点は全て単純で
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ある，つまり m(p)は恒等的に 1であることや Montgomeryのpaircorrelation conjecture 

から導かれる不等式として

limsup 
'Y'-'Y 

=+oo, 
7→ +oo logぅ

I 

liminf 'Y'Y =0 
戸 +oo log,y 

が予想されている．現時点では重複度に関する評価m(p)= O(log l'YI)は0-定数の最新の

結果はあるものの関数オーダーとしては最良の評価であるこの 0一定数はTrudigian[15] 

により研究されている．また零点のギャップの評価 "(1-'Y = 0(1)はより良い評価が知ら

れており，以下の不等式

,y'-'Y = O (log log¥og l'YI) 

がLittlewoodにより証明されている ([13,Theorem 9.12]を参照）．

さらに Riemann予想を仮定した場合のこれらの研究も盛んに行われているまず， Rie-

mann予想下の最も古典的な結果として Littlewoodにより S(t)= 0 (占且t)が証明され

ているこの評価により，十分大きな定数Cが存在して，任意の T:;:> 5, logばgT.::::h <::'.'. vT 
に対して，公式 (1.2)を以下のように改良できる

h T 
N(T + h) -N(T) = -log — +o logT 

21r 21r Cog log T)・ 
(1.3) 

これから導かれる結果として Riemann予想の仮定下では里複度の評価として m(p)= 

o(塁）や零点の間隔の評価として， 11-r = O (iog~g7) などを得ることができるこ
れらの評価はRiemann予想下での評価としてひ定数の研究を除くと現在でも最良である．

また， S(t)やlog((1/2 + it)の0-定数を調べることは近年いくつかの発展があり，それ

らの研究は零点分布や Lindelof予想， Farmer-Gonek-Hughes予想 [6]などらと関係するこ

とから重要な研究である．それらの研究は例えば [1],[2], [3], [4], [5], [7], [14], [15]などで

確認できる．

以上のように関数S(t)= n―1 Imlog((l/2 + it)は((s)の零点分布と深い関わりがある．

一方で，筆者はRelog ((1/2 + it)もく(s)の零点と関わっていると推測したこれは以下の

ことが理由であるまず，簡単な複素関数論の定理として偏角の原理があるこの偏角の

原理を用いることで， Riemann-vonMangoldtの公式を得ることができ，その結果として

S(t)と〈(s)の零点分布は明確な関係をもつことがわかるこの事実を少し粗く説明をす

ると， Hadamardの因数分解定理により， log〈(s+ it)は零点の周りでlog(s-p)に近似さ

れ，その虚部の留数に対応するものと零点の個数が留数定理により関係をもつということ

で理解できる一方で， log(s-p)の実部は sが零点 pに近づくと発散するような特異点

であり，零点の寄与はその実部にこそ大きく影響するこの考察から，筆者はその特異点

の情報を取り出すことができれば零点の重複度や零点の間隔に対するより鋭い評価を得

ることができるのではないかと期待したのであるこのような背景から筆者はまず零点の

情報と logく(s)を深く結びつけるためのある公式を証明した．それが本稿の定理 2である．

そして，その公式を用いることで，前述の特異点の情報と零点の重複度の間の関係を作る

ことに成功したのが本研究の成果である．
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ここで，主定理の正確な主張を述べるためにいくつかの記号を用意する．以降，この講

究録では以下の記号の定義に従う．

記号関数 f:股→ [O, oo)を面積が 1,つまり J豆(x)dx= lであり， [O,1]を台に持つ

関数とする．さらに， fはび([O,1])関数である，もしくはある dE Z::::2があり， cd-2(股）

かつび([0,1])関数であるとする．また，関数町， VJを町(x)= f(log(x/e))/x, 町(y)= 

Jyoo町(x)dxと定義する重み付き Dirichlet多項式P1(s)を

乃(s,X)= L 町(elogp/logX)

p:S:X2 
PS 

と定義する．

この記号の下で次の定理を得ることができる．

定理 1.Riemann 予想が正しいと仮定するこのとき， t~14, log t~X~t に対して，

P八1/2+ it, X) =log (1ご゚;t) x (N(t+l/logX)-N(t-1/logX)) 

+ L log(lt -,I loglogt) + 01 ( 
logt 

loglogt 
loix<lt→ l:S:logiogt 

） 
特に，この公式と (1.3)により，

max Re(f'. 八1/2+ it, X))≪ 
logt 

3:SX :St log log t' 

m認 Re(-f'.八1/2+ it, X))≪logt, 
3:SX:St 

m邸 Im乃(1/2+ it, X)I≪ 
3:SX:s;t I 

logt 

log logt 

(1.4) 

(1.5) 

）

）

）
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を得る．

この公式は短区間中の零点の個数と素数に関する Dirichlet多項式乃(1/2+ it,X)を結

ぶ公式である．この公式に現れる log(¥a長りはlog(s-p)の実部に対応するものである．

ここで， P八1/2+ it,X)の実部や虚部に着目するこの P八1/2+ it,X)の定義からその

実部や虚部はp―itの挙動により決定されるそして， p→tは実部や虚部に偏りが無いこと

が予想されるので P八1/2+ it,X)の実部や虚部の大きさに大きな差が無いことが予想さ

れる．この予想を正確に述べると次のようになる

予想 1.実数0,0'E艮を取る．このとき，

max max Ree―町う(1/2+ it, X) :::::: max max Ree―,。IP_八1/2+ it,X). 
14:s;t:S:T 3:S:X :s;t 14:s;t匁T3:SX:s;t

この予想は上記の考察から成り立つことが大いに期待されるものであろうさらに，筆

者は以下のような結果を得ることができている
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命題 1.実数0,0'E艮を取る．また，実数a<bを取る．このとき，任意の (loglog T)26 :S 
X :S Tl/(loglogT)26に対して，

meas { t E [T, 2T] I Ree―i0凡(1/2+ it) E [a, bl} 

~ meas { t E [T, 2T] Re e―;e'Pi(l/2 + it) E [a, b]} (T→ +oo) 

が成り立つ．

この結果は [9]の内容の一部，もしくは筆者の博士論文の内容の一部として公表する予

定であるこの命題から P八1/2+ it)の値分布は実部や虚部などの偏角の値に依らないこ

とがわかる従ってこの命題からも予想 1は支持される．

次にこの予想 1が導く興味深い結果を述べる前述したがRiemann予想の仮定の下では

m(p)≪ log 111 が最良の現時点での最良の評価であり，これはLittlewoodが約 100年前log log 111' 
に証明してから改良されていないまた， 0-定数まで考慮した際の最良のとして， Goldston

とGonek[7]が次の評価を示している

定理 (Goldston-Gonek,2007). Riemann予想が正しいと仮定するこのとき，

m(p):::; (~ 十o(l))lo:~。~i',1'
,'-, さ(1r+o(l)

log log 1,1 
が成り立つ．

このことからも，現時点ではm(p)= o し。~fo~1i'11) などの不等式を仮に Riemann 予想の
仮定下であったとしても証明することは難しく，それに到達するための研究は重要である．

そして，もし予想 1が正しいとすると Riemann予想の仮定下でこの重複度に関する不等

式が証明できるこのことを以下で説明する．

まず，等式 (1.4) の両辺の実部を取ることにより任意の t~14, logtさX:::;tに対して，

N(t + 1/ log X) -N(t -1/ log X) 

<'.log(~) IU,(-P八1/2+it, X)) + 0 (iog (~) 10~':。:,)
が成り立つ．また，予想 1が正しいとすると，評価 (1.6),(1.8)により (1.7)は

Re(-P_八1/2+ it, X))≪ 
logt 

loglogt 

と改良できるよってこの不等式を (1.9)に適応すると

1 1 
N(t + 1/ log X) -N(t -1/ log X)≪ 

ogt 

log (麟） loglogt 

(1.9) 
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を得る．従って， X = t = 1, とすると，

m(p) :S:: Nb+ 1/ log1) -Nb -1/ log1)≪ log Iii 
(log log 111)2 

を得る．よって予想 1は重要な帰結をもつ．そして筆者は現時点で予想 1を証明すること

はできておらず，この予想を重要な未解決問題として提起したいのである．

また，筆者は上記の研究を素数の分布のランダム性と零点の虚部方向の分布を結び付け

た研究として典味深いと考えている．少なくとも筆者は上記のようなp―itの分布と零点の

分布に繋がりを指摘している専攻研究を見つけることはできておらず，その繋がりを初め

て指摘できた研究だと考えている

注意 1.Riemann予想の仮定の下で，零点の分布と Dirichlet多項式

L 1/2+it 
P'.'oX 

p 

との関係性は Selbergの研究 [12]により，半世紀以上前から既にわかっていたことに注意

したい例えば，もし任意の 3::;X::;tに対して評価

L 
1 

pl/2+it 
< ✓ log t log log t 

p:c;X 

(1.10) 

を証明することができればRiemann予想下で

m(p)≪ ✓ log l'YI log log l'YI (1.11) 

が得られることは Selbergの公式 [12,Theorem 1]により簡単にわかる．一方で，ここで

の筆者の主張はp―itの分布が重複度の評価に影響を強く与えるというものであり，上記

のような Dirichlet多項式そのものの評価と Selbergの公式から得られる重複度の評価と

は異なっている．実際に，筆者の手法を用いることで評価 (1.10)とRiemann予想下での

Selbergの公式から得られる評価 (1.11)は

m(p)≪ 

まで改善されるこの事実のより詳しい記述及び証明は [8,Section 2.2]を参照して頂き

たし'・

2 主定理の証明の概略

定理 1は次の logく(s)に対する "modifiedhybrid formula"により得られる．簡単のため

ここでは Riem皿 n予想を仮定した場合の結果を述べる.Riemann予想を仮定しないより

一般的な主張は [8,Theorem 1]を参照して頂きたい
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定理 2(I., 2019+) . Riemann 予想が正しいと仮定する．このとき，任意の t~14, logtさ

Xさt,a~1/2 に対して，

log ((a+ it) = P_愈 +it)+ L log((s -p) logX) + 01 (x1/2-a logt 

loglogt 
ls-pis土

） 
本稿ではこの定理を用いた定理 1の証明を書く．

定理 1 の証明実数t~14, logtさXさtを取る．このとき， Riemann予想下で成り立つ

公式として

ぐ 1
((s) = L + 0 (logt) 

s-p 
lt-719/loglogt 

(2.1) 

が知られている ([11,Lemma 13.20]を参照）．この両辺を積分することで

log ((~+ it) -log ((~+ log~og t□ t) 

L log (It -11 log logt) + 0 ( 
logt 

loglogt 
lt-71< 

） 
-loglogt 

が成り立つことがわかるさらに Riemann予想下で成り立つ評価 ([11,(13.44)]を参照）

1 
og(し+loglogt□ t)«lo:~。:t

を用いることで

P八1/2+ it,X) 

L log (It -,I log log t)― L log (It -,I logX) + 01 ( 
logt 

loglogt 
lt-,1< lt-,lsio¾x 

） 
-loglogt 

= logり。冒） x ど 1+ L log (It -,I log logt) 
lt-,1<' -logX logX <lt-,1< -loglogt 

+01 し。:~。:t)·
を得る． 口
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