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離散時間幾何TASEPにおける KPZ固定点について
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相互作用粒子系や界面成長模型において，ある種の量に着目すると，空間 1次元の場合ゆらぎ

は時間の｝乗で成長するといったモデルの詳細に寄らない性質（普遍性）に注目が集まってい

る．この普遍性を持つモデルを総称して Kardar-Parisi-Zhang(KPZ)クラスと呼ぶ

1次元非対称単純排他過程 (ASEP)は 1次元格子上を多数の粒子が非対称なランダムウォー

クをする相互作用粒子系である．特に粒子が一方向にしかジャンプしないものを 1次元完全非

対称単純排他過程 (TASEP)と呼ぶ．上記の TASEPは一般的に可解な構造を持っていることが

知られており，実際に計算できるモデルであるため， KPZクラスの性質を調べる上で重要なモ

デルである．そのため， TASEPにおいて，粒子の位置に関する分布（または粒子の位置を表す確

率変数から定義できる高さ関数の分布）の極限分布に現れる普遍性 (KPZ固定点）を蜆る研究が

盛んに行われている代表的な先行研究として， 2000年の Johanson[3]のstep初期条件下にお

ける 1点の分布の極限分布に関する結果や 2005年の俯本 [6]のperiodic初期条件下における多

点の分布の極限分布に関する結果などが挙げられる上記に挙げた結果は特別な初期条件下に

おける結果であるが，近年， Matetski,Quastel, Remenik[4]によって初期条件に関して拡張が行

われ，連続時間 TASEPの場合に任意の特定の初期条件下における多点の分布の極限分布に関

する結果が出されている．

本稿では，離散時間幾何TASEPの場合に任意の特定の初期条件下において，多点の分布の極

限分布が得られるという論文 [1]の結果を紹介する．

2 準備

2.1 記号

z：：：：゚：＝ ｛zEZ:z;?:0}とし，墨o:= {r E股： r;?: 0}とする．（!:t,F,lP')を確率空間と

する． pE (0, 1)とする． t戸z：：：：。において，ふ(i)を時刻 tにおりる i番目の粒子の笠置と

する．§:股→ (-oo,oo], h：股→ ［-oo, oo)とするとき， hypo(h)= {(x叫： y ：：：：： h(x)}, 

epi(g) = { (x, y) : y ;?: g(x)｝とする． RWmをGeom[}］で左にジャンプするランダムウォーク

とし， T= min{m 2': 0: RWm > Xo(m + 1)}を停止時刻とする．
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2.2 離散時間幾何TASEP

本稿では， Z上で，並列更新する離散時間幾何TASEPを考える．任意の時刻 tE Z20におい

て，各サイトには 1つの粒子しか存在できないものとする． rJ={rJ(x):xEZ外E{O, 1戸を粒

子の配置とするそのとき， TASEPはマルコフ過程で，

nx = ｛1 （粒子がサイト xに存在する），

0 （粒子がサイト xに存在しない）

である

t E Z20とjEZにおいて，ふ(j)= a]とする．そのとき，時刻t+lにおいて，系は時刻tの状

態から以下のような並列更新のルールによって確率的に発展する：任意の 1さピ;Nにおいて，
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for a = 0, 1,..., ai-1 -ai -2, 

for a = ai-1 -ai -1, 

otherwise. 

ただし，この更新は任意の iとtにおいて独立であるとする．ここで，この TASEPのダイナミク

スが粒子位置のオーダーを保つことに注意するそのため，時刻t?:0において，粒子の位置を

・・・くふ（2)<ふ（1)<ふ（0)<ふ（ー1)< Xt(-2) < ・ ・ ・ 

で表すこととし，状態空間に士ooを加えたときは，士ooにある粒子はダイナミクスに関与しな

いものとする

ここで， TASEPの高さ関数を導人する Xt-1(u)= min{k E Z: Xt(k) :c:; u}とすると， zEZ

において， TASEPの高さ関数は

似z)= -2(X戸(z-1) -X:訂(-1))-z

で与えられる．

Remark 1.この節で紹介した並列更新する幾何 TASEPは [8]の論文が出て以降よく研究さ

れ始めたモデルとして知られている．

3 主結果

まず最初に離散時間幾何TASEPの粒子の推移確率が行列式を用いて表せることを見る．

Proposition 1. ([1]）推移確率は以下のような行列式構造を持つ；

lP'(Xt =子|X。=y)= det[Fi-j(XN+l-i -YN+l-j, t)］国j'.oN・ (1) 
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ただし，五，yE{zNく ZN-I< ・ ・ ・ < z1} C zdであり，

疇t)=~ ｛丘1 dw(1W::>n (11--Ppw)t (2) 

であるまた， r。，1は0,1周りを反時計回りに回るループで他の極を含まないものとする．

Remark 2.上記の命題は並列更新する離散時間幾何 TASEPが可解な構造を持つ（実際に計

算できるモデルである）ことを示した命題となっている．連続時間 TASEP及び逐次更新するべ

ルヌーイ TASEPの粒子の推移確率が行列式を用いて表せることは論文 [7]において示されて

いる．

次に，離散時間幾何TASEPの粒子の位置に関する分布が以下のようにフレドホルム行列式の

形で与えられることを紹介する．

Theorem 2. (Discrete time geometric TASEP formula for right-finite initial data [1]). 

j ：：：：：〇でXo(j)= ooであると仮定する．そのとき， 1：：：：： n1 < n2 < ・ ・ ・ < nMとt>Oにおいて，

lP'（ふ（nj)> aj,j = 1,..., M) = det(J -XaKふ）炉({n1,..,,nM}xZ)

となるただし，交a(nj,x):= lx::;a1で，カーネル氏は

Kt(nぃ-;nj,・)=-Q圧吋四<nj+ (S-t,-nJ *―epi(Xo) s -t,nj 

である．また，上記のカーネルに出てくる関数は

Q叫x,y)＝ 2x-y (Xニ―11)1之 y+m,

B-t,-n(z1辺） ＝正indw 
(1 -W)n 2p 

r。 2吟ーZlw叫 1十Z2-Zl{ —2- P(W —叶 ， 

1 (1 -W)Z2-Z1+n-1 2p 1 t 
瓦，n(z這） ＝正fr。dw が1-Z2wn {1 + 2-P(W-2)}, 

茫；1戸(z1，吟） ＝lERWo=z1 [S-t,n-r(RWr,砂）lr<n]• 

であり， r。は 0周りを反時計回りに回るループで他の極を含まないものとする．

Remark 3. Proposition 1から Theorem2を導出する際には論文 [2]及び [4]の手法が用いら

れているただし，上記の 2つの論文が連続時間 TASEPをモデルとして扱っており， 離散時

間モデルを扱った場合と異なる部分があることを注意する．（連続時間 TASEPの場合の証明に

関しては [5]を離散時間 TASEPの場合の証明に関しては［1]を参照）．

ここで，高さ関数の KPZ1:2:3 scaling limitを考える：

^ ＾ ＾ 2 

h(t, x) = lifi!が(t,x)，ただしが(t,x)= cぅ h 3 (2c万 x)十 ―― 
2 -p 3 

e→。 ［釦差e―2t 2(1 -P) e 2 t]． 
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UCトポロジーにおいて (UC及びLCに関しては [4]の定義を参照），分布の意味で励＝ limc→0和(0,・) 

が成り立つように eに依存する初期データ xgを取る．また， X訂(-1)=1であるとする．その

とき， UCにおいて，分布の意味で

出X0(c―1x)+ 2c―1x -1)二訊―恥(-x) (3) 

が成り立つ．

ここで，以下のようなスケーリングを考える

(2 -P)3 3 2 -P 3 1 l 

4p(l -p) 
t = C―9t, m=  C―うt-E―1Xi-~E―’釦＋ 1, ai = 2E―1ふー 2.

4(1 -P) 2 
(4) 

このとき， t>Oを固定すると以下が得られる

Theorem 3. (Pointwise convergence for the discrete time geometric TASEP [1]）．スケーリ
p(2-p) 3 

ング (4)の元で LCにおいて (3)が成り立つとし， z＝ -4(1-P)C—h+2c1x+c—~(u + a) -2, 

y'= c―丘とする．そのとき， t>Oにおいて， e→ 0とすると， pointwiseの意味で

S:__t,x(v,u) := c—½ S-t,-n(Y1, z)→S-t,x(v,u) 

塁，一x(v,u):=E―因，n(y',z)→S-t,-x(v,u)

豆竺h~'-\v,u) :=パ茫りジ(y''z)→Se-pt19(二:G)(V,U)

が成り立つ．ただし， x?:0において，勾(x)＝扁(-x)で，

1 J t3 
1 2x (V-u)X 

St,x(v,u) = St,x(v-u) = ~ / dwe百w3+x研 (v-u)w
2面
〈 ――=t―ie記― F Ai(-t言 (v-u)+t可 xり，

s:閏@）（v,u)= lEB(O)=v[St,x-T(B(-r),u)lT<oo] = 100 lP'B(O)=v(T E ds)St,x-s(B(-r),u) 

゜であるとする．

ここで，〈は 0を通り e―号OOから e号OOへ向かう向き付けられた積分路で Aiは Airy関数で
1 

Ai(z)＝ 正jdw e½w3-zw と表されるものである．また， B(x) は拡散係数 2 のブラウン運動
でT は関数0のエピグラフヘの到達時刻である．

次に上記の Pointwiseconvergenceを使うことで以下の結果が得られる．

Theorem 4. (One-sided fixed point formula for the discrete time geometric TASEP [l]). 

ho E UCとし， x>Oで ho(x)= -ooであるとする．そのとき， X1く X2< ・ ・・ < Xm E恥

a1,...,amE股とすると，

^ ^ 

lim正（が(t,x1):S: a1,...,が（t,Xm) :s: am) = <let (I -
hypo(ho) 

e→b lP',;:5 (he (t, x1) :s: a1,...'he (t, Xm) :s: am) = <let (I -xaK~;e~~(ho)Xa t2({x1,…，Xm,}這）

が得られるただし，カーネルは

^ 1 2 ^ ＊ 

kば~(ho)(xi, v; Xj, u) ＝一占託□二汀exp(-~い） 1ふくXj+（吋四;hal)* St,xj(v,u), 
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で，カーネルに含まれる関数は

oo 
S匹゚(h)（ ， J ' v, u) = lEB(O)=v[St,x-？」 (B(r),u)lT<ool= r lP'B(O)=v(T E ds)St,x-s(B(r),u) 

であるまた， B(x)は拡散係数 2のブラウン運動で T'は関数 iのハイポグラフヘの到逹時刻

である

Remark 4.上記の定理は連続時間 TASEPの場合 [4]も逐次更新する離散時間ベルヌーイ

TASEPの場合［1]も成り立つ．そもそもこの研究は中心極限定理のような普遍性を観る研究で

あり，上記の定理は並列更新する離散時間幾何 TASEPがKPZ固定点を持つことを意味して

いる．
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