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UPPER TAIL LARGE DEVIATIONS FOR A CLASS OF 

DISTRIBUTIONS IN FIRST-PASSAGE PERCOLATION 

Clement Cosco and Shuta Nakajima 

ABSTRACT.本稿では， 2020年 12月21日から 24日に行われた研究集会「確率論

シンポジウム」における講演内容をもとに， First-pssagepercolationにおける上尾

大偏差原理について，概要を述べる．

1. INTRODUCTION 

First-passage percolationはHammersleyとWelshにより 1965年に導入されたラ
ンダム媒質中の流体の流れを記述するモデルであるモデルは次のように定義され

る．隣接しているかの二点をつなぐ辺の全体を E（か）で表す．各辺 eEE（か）には，
その辺を通過するのに必要な時間を表す独立で同一分布に従う非負確率変数冗が与
えられているとするまた，かの辺を e1→・・・→ ekの順にたどる路 Tの移動時間

を T(1r) ＝ ~7=1 Te，で定義する．さらに二点 x,yEか間の最小移動時間を次で定義
する：

T(x,y) := inf{T(1r):遮 xから yへの路｝．

また， x,yE配については， T(x,y)= T(Lx」,LY」)により定義するここで日は床
関数である

Kingmanの劣加法エルゴード定理より， lE冗く 00であれば任意の XE股dについ

て，ある μ(x)~ 0が存在し，次が成り立つ：

(1.1) μ(x) = lim n―1T(O, nx) = lim n―1IE[T(O,nx)] a.s. 
n→oo n→OO 

この μ(x)はtimeconstantと呼ばれる [3]．上記の定理は最小移動時間 Tに関する大
数の法則に対応するものである従って，次の問題として中心極限定理及び大偏差原
理を調べるのが自然であるこの講究録では大偏差原理について扱う．

2.背景と先行研究

最初の First-passage percolationにおける大偏差原理の研究は， Kesten[3]によっ
て始まった通常の劣加法性を用いて， Kestenは下尾の大偏差について，次のような
結果を得た：任意の ~>0 にいて，次の極限が存在する．

1 
lim.:.1og!P'(T(O,ne1) < n(µ(e1) —~)). 
n→oon 

一方で， Teの有界性の下で，上尾の大偏差について， Kestenは次を示した：

1 
-oo < liminf ~ log!P'(T(O, ne1) > n(µ(e1) +~)) 

n→oo n d 

::=; limsup ~ log!P'(T(O, ne1) > n(µ(e1) +~)) <〇．
n→OO 州
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上記の 2つの極限が一致するときまとめてレート関数と呼ぶ上尾の大偏差のレート
関数の存在は長年の未解決問題であったが，最近，連続性を仮定した有界分布に対し
て，［1］で示された一方で非有界分布では，上尾の大偏差のスケーリングが一般に異
なる異なるスケーリングは，上尾の大偏差に関するイベントの異なる描像のために
現れる．例えば，有界分布では，上尾の大偏差に関するイベントは全体のランダム環
境に依存して決まる．対照的に，指数分布などの滅衰が比較的遅い分布では，上尾の
大偏差に関するイベントは，始点と終点周辺の配置に大きく依存する．この講究録で
は，指数分布を含む一般の Weibull分布を考える．これらの場合，始点及び終点の近
傍を注意深く調べることで，より詳細な解析が可能となり，レート関数の正確な値を
得ることができる．

3.主結果

ここからは次を仮定する：ある c1,c2,a> 0とrE (0, oo]が存在して

c1 exp (-a『)：：：：： lP'（冗＞ t)：：：：： c2exp(-a『)．

Theorem 1. Suppose r：：：：： 1. Then for all ~ > 0 and x E股州吐

1 
lim ~loglP'(T(O,nx) > n(μ(x) +~)) = -2daぐ
n→(X) が

次の結果に行く前に，いくつか記号を準備する．サイズM のボックスを
DM=[-M,M]dと書く．次の関数の集合を定義する：

C(M) = {f：が→股： ¥::IxE DM, f(x) ~ 1, f(O) = 0}. 

次の量が重要な役割を果たす：

入d,T(M)＝ inf 
fEC(M) 

区 IJ(x)-f(YW-
〈x,y〉EEd

ここで M →入d,r(M)は非増加関数であるので次の極限が存在する：

入d,r= _!im心，r(M).
M→(X) 

Theorem 2. Assume that l < r < d. For all~> 0 and x E応 {O},

1 
lim ~ log IP'(T(O, nx) ~ (µ十 ~)n) = -a2い（囚，rく 0.

n→oonr 

Theorem 3. Suppose that r = d. For all ~ > 0 and x E配＼｛O},

1 
lim ~log!P'(T(O,nx) 2'(μ 十砂）n)= -a21-d巳
n→oo nd心，d(n)

Theorem 4. For d > 2 
ー 9

lim (logn) d-1 
n→OO 

入d,d(n)= Volい ({xE町： llx三＝1})'

where Vold-1 is the d -1 dimensional volume and llxlls =（区f=1Ix由）｝．
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4.証明の概略

この節では証明の概略を述べる．簡単のため d= 2及び冗は指数分布に従う
(IP'(Te>t)=e―t)と仮定する．さらに X = e1のときのみを考える．このとき主張は
次のようになる：

1 
lim.:.1og!P'(T(O,ne1) > n(μ(e1) +~)) = -4~. 
n→oon 

記法の簡略化のため， T(O,ne1)＝冗及びμ(e1)= μと書く．さらに DM(x)= x+DM 
と書く．

4.1. Lower bound.次の辺の集合を用意する：

止＝｛eEE（砂： 0Ee}. 

このとき，

IP'(Tn > (µ十 ~)n)

= IP'(Vry E E1, Tri 2 (~ + E)n) IP'(Tn > (µ十 ~)nl Vry E E1, Tri 2'(~ + E)n) 

=e―4(e+e)n IP'(T n > (µ十 ~)nl Vry E E1, Tri 2'(~ + E)n). 

ここで右辺の第二項は (1.1)と簡単な計算から 1に収束することがわかる従って

1 
lim.:.1og!P'(T(O,ne1) > n(µ(e1) +~)) 2 -4(~ + E), 
n→oon 

を得る最後に€を 0 に飛ばすと下の評価が得られる．

4.2. Upper bound.次の補題が重要な役割を果たす：

Lemma 1 ([2]). For any E > 0, there exist K E N and c > 0 such that for any 

n EN, 

IP'(T股x[-K,K] (0, ne1) 2'(μ + E)n) ::; exp (-en), 

where TA(x, y) = inf,cA T('Y) and the infimum is taken over all paths from x toy 
inside A C zd. 

まず， EE(0,(）を固定し， Lemma1が成り立つように KENとc>Oをとる．さ
らに MENを十分大きくとり固定する．与えられた vEZについて，次のようなス
ラブとその中の点を考える：

畠＝ §v(K)= Z x (v + [-K, Kl), 

叫~] = (0,v) and愚＝（n,v).

ここで点の集合を BK,M= 3KZn [-M,M]で定義する．今 VEBK,Mである限

り， vぃlE DM(O)及び諮 EDM(ne1)であることに注意する．任意の V=J w E BK,M 

について， SVと恥は互いに素であるので， T§v（副，v訊）と T§w(wい， W訊）は互

いに独立である． さらに任意の VEBK,M について， Svしま適当に平行移動すれば
艮 x[-K,K] と一致する．従って， ~BK,M 2 M/3Kを用いると，もし M を十分大き
く取れば， Lemma1より，

IP'(vv E BK,M, T§v （叫1］， v↓~l) 2'(μ + E)n) ::; exp (-cnr~BK,M) 

::; exp (-8~n). 
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それ故，

(4.1) 
IP'(Tn > (µ十 ~)n)

:::; IP'(Tn > (µ十 ~)n, ヨVE BK,M s.t. Tsv（心，vJ?l)< (μ + Eい）＋exp(-8~n). 

次の補題は 0→vい→副→ ne1に沿って Tnの三角不等式を用いると簡単に証
明できる

Lemma 2. Suppose that Tn > (µ十 ~)n and that there exists v E BK,M such that 

旦（退v↓~l) < (μ + E)n. 

Then, there exist x E DM(O) and y E DM(ne1) such that 

T(O,x) + T(y,ne1) ~ (~ -E)n. 

上の補題を用いると

IP'(Tn > (µ十 ~)n, ヨV E BK,M s.t. Tsv（心，愚）＜ （µ十€い）
::;IP'（ヨxE DM(O)，ヨyE DM(ne1) s.t. T(O,x) +T(y,ne1) ミ(~ -E)n) 

:=; L L IP'(T(O,x) + T(y,ne1) ~ (~ -E)n). 
xEDM(O) yEDM(ne,) 

右辺の確率を評価するために [3,p 135]にあるような， 0から xへの互いに素な路

{r『}t=lC D2M(O)とyから ne1への互いに素な路 {rf};=lC D2M(ne1)で次を満た
すものを考える：

max{~吋： i E {l,・・・,4}, z E {x,y}}:::; 8M. 

ここで， ~r は路ァの中の辺の数を表す．この時，

IP'(T(O, x) + T(y, ne1) ~ (~ -E)n) 

さIP'('viE {1, ・ ・ ・, 4}, T(r『)＋ T(rf）ミ（く一€）n）

こ二〗喜鰐i:;るT:[：U+:（三□~)
:::; (4M)4 exp (-4(1 -E)(~ -E)n) + exp (-8~) 

:::; exp (-(4~ -o,(l))n), 

ここで o,(1) は€と n に依存する正の定数で， n → oo の後€→ 0としたとき 0に収

束するものである従って次を得る：

1 
limsup-=-Iog!P'(Tn > (µ十 ~)n):::; -4~. 
n→oo n 
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