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1 序

量子物理学の数学的研究は，物理量を非可換な作用素として解釈する数理モデルを主に扱う

ことで進められてきたまた量子物理は古典物理と違い，実験での観測量（状態）は「重ね合

わせ」と呼ばれる状態の線型結合で表現されており，このことを理解するには確率論的な議

論が必要となる．かなり大雑把だが，非可換確率論とは，量子物理学の数理モデル（非可換な

量を扱うモデル）の中で，とくに確率論の部分を強調した理論であると言える．

一方，非可換確率論の一種である自由確率論は，そういった量子物理学の世界から一旦離

れ，群や（作用素）代数の自由積を理解する上で相性の良い確率論として， Voiculescuによっ

て1980年代に提唱されたこのため，自由確率論はより純粋数学を意識した非可換確率論1

であると言える．

非可換確率論では，非可換な作用素のことを確率変数と呼んでいるのだが，通常の確率論

の時と同様， 「独立性」が重要な概念となってくる．ここで「非可換確率論における独立性

とは何か」という疑間をもたれると思うが，そのことについては本稿では触れないことにし，

非可換確率論の場合には，複数の「独立性」の概念があることだけを述べておく．自由確率論

は「自由独立性」と呼ばれる確率変数の独立性が基となっている．その他にも代表的なもの

として「ブール独立性」や「単調独立性」などがあり，それぞれを基にした非可換確率論は

「ブール確率論」や「単調確率論」などと呼ぶこともある．

本稿では，確率論で知られている極限定理やその極限分布（無限分解可能分布や極値分布）

を自由確率論やブール確率論でも定式化できることを説明し，その中で得られた研究結果で

ある [16]について解説する．

1しかし最近では，量子情報理論や機械学習といった場面でも自由確率論が現れており，応用面においても注目

されているまた [21]ではランダム行列との密接な関係についても言及されており，現在もなお，ランダム行列

の固有値解析などに自由確率論が用いられている．
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2 自由確率論とブール確率論

この節では自由確率論とブール確率論に関する基礎事項をざっくり解説する自由確率論に

関する入門的な教科習は [9]，日本語による詳しいサーベイは [7]を参照していただきたい．

2.1 非可換確率論

M を単位元 lM をもつ C 上の＊—代数2 とする．また， r.p:M → Cを状態3とする． このと

き，組 (M,r.p)を代数的確率空間というとくに M が稜に関して非可換な代数である場合，組

(M,r.p)を非可換確率空間と呼ぶことがあるまた， M の要素のことを（非可換）確率変数と

いう．さらに X EMに対して，値r.p(X)が存在する時，この値を Xの期待値という．

M をvonNeumann環（ある Hilbert空間上の有界線形作用素全体の部分丸代数で，強作

用素位相で閉じているもの）とする．確率変数X EMが自己共役 (X*=X)であるとき，そ

のスペクトル分解を Exで表すとき，

μx(B) := r.p(Ex(B)), B：股上Borel集合 (2.1) 

で定まる股上確率測度μxをXが従う確率分布（またはスペクトル分布）と呼び， X~μx

と表す． XEMであるため， Xは有界である．したがって， Xが従う確率分布 μxはコンパ

クトな台をもつ確率測度になる．

非有界な（ある Hilbert空間上の）自己共役作用素に関しても，ある程度代数的確率論の枠

組みで論じることができる（つまり，非有界な確率変数に対応する代数的確率論が展開でき

る）．非有界自己共役作用素Xに対して，全てのスペクトル射影Ex(B)(B:艮J::Borel集合）

がM に属するとき， XはM に付随するという． M に付随する自己共役作用素X に対して，

値 cp(Ex(B)）は well-definedである．そこで (2.1)と同様に定まる股上確率測度μxを（非有

界な）自己共役作用素Xが従う確率分布と呼ぶことにする．この場合， μxはフルサポートな

確率測度になる場合がある．

上記で説明した枠組みで議論される確率論を，代数的確率論または非可換確率論と呼んで

いる．確率空間のもととなる代数M に積の非可換性が仮定されている場合、「代数的」では

なく「非可換」を強調しているだけで，本質的には同じ確率論を意味している．今後，本稿で

は考える確率空間（丸代数）は積に関して非可換であることを仮定して議論を進める．

2全ての XEMでX**=Xをみたす反線形写像＊： M →M,X→X*が付随している C上代数M
怜は線形汎関数であり，孤lM)= 1かつ孤X*X) :;:> 0 (XE M)を満たす．
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2.2 自由独立性・ブール独立性

古典確率論4では、確率変数の独立性が重要な概念の一つであった．非可換確率論においても

独立性に対応する概念があり、非可換確率論を論じる上で最も重要な概念の一つになる．本

稿で扱う独立性は自由独立性とブール独立性であるここでは，それぞれの独立性の定義を

与え，簡単な期待伯計窮を与えることにする．

定義 2.1((1)は[19],(2)は[13]を参照）．（1)X,YEMが自由独立であるとは， cp(pi(X))= 

cp(qi(Y)) = 0を満たす任意の有限個のPi(X)E <C[X, 1刈， qi(Y) E <C[Y, 1刈に対して，

次の等式をみたすことをいう．

cp(p1(X)q1(Y)p2(X)q2(Y) ・ ・ ・Pn(X)qn(Y)) = 0 

(2) X,Y EMがブール独立であるとは，任意の有限個の叫X)E <C[X,1刈， qi(Y)E 

<C[Y, 1刈に対して，次の等式をみたすことをいう．

n 

四(p1(X)q1(Y)p2(X)卯 (Y)・ ・ ・ Pn(X)qn(Y)) = IT四(Pi(X)）'P(qi(Y))
i=l 

いずれも，ゃの中にある確率変数の始まりは P1(X)であるが， Yに関する多項式から始

まっても良い．同様に終わりも qn(Y)であるが， Xに関する多項式で終わっても良い．また，

3つ以上の確率変数の自由・ブール独立性も定義できるが，ここでは省略する．

次に期待値計算の例を挙げる．

例 2.2（自由の場合）． X,Yが自由独立である場合，

r.p(XY) = r.p(YX) = r.p(X)ゃ(Y).

r.p(XY X) = r.p(X2Y) = r.p(Y Xり＝r.p(X鸞 (Y).

ゃ(XYXY)= r.p(X2)r.p(Y)2 + r.p(X)2r.p(Y2) -r.p(X)2r.p(Y)2. 

例 2.3（ブールの場合）． X,Yがブール独立である場合，

r.p(XY) = r.p(Y X) = r.p(X)r.p(Y). 

r.p(XY X) = r.p(X)2r.p(Y), r.p（炉Y)= r.p(X伽 (Y).

r.p(XYXY) = r.p(X)2r.p(Y)2, r.p(Xデ） ＝r.p(X加(Yり．

4決して「古い」という意味ではない．非可換確率論は量子確率論と呼ばれることもあり，量子とは異なると

いう意味で区別するため，通常の確率論には「古典」と付けている．
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この計算結果から，通常の確率論の独立性を仮定した場合の期待値計算と大きく異なるこ

とがわかるこの計算結果の違いによって，中心極限定理やPoissonの少数法則といった極限

定理の結果にも影響が出る．実際，自由確率論やブール確率論での中心極限定理は以下のよ

うな結果になる．

定理 2.4（中心極限定理）．簡単のため X1,・・・,Xnはr.p（ふ） ＝0, r.p(X'/:) = 1 (i = 1, ・ ・ ・, n) 

を満たす同分布な非可換確率変数たちとする．

(1) X1，・・・，ふが自由独立であるとき，ふ＋況Xれの従う分布は n→00のとき， Wignerの

半円分布心{「=戸1[-2,2i(x)dxに弱収束する．

(2)ふ，．．．，心がブール独立であるとき，ふ乃紐ふの従う分布は n→ooのとき，ベルヌー

イ分布秘ー1+}ふに弱収束する．

2.3 加法的たたみこみ

古典確率論では，独立な確率変数X,Yの和 X+ Yが従う分布は，加法的たたみこみ＊を用

いて表すことができたつまり， X~ μ, y ~ Vのとき， X+Yの従う分布は μ*Vと表せる．

非可換確率論においても，それぞれの独立性で加法的たたみこみを定義することができる．

定義 2.5（自由： ［20]，ブール： ［14]). X ~ μ, Y ~ vを非可換確率変数とする．

(1) X, Yが自由独立： X+Yが従う分布を μEBvと表し 9 E13を自由加法的たたみこみという．

(2) X, Yがブール独立： X+Yが従う分布を μl±JVと表し，田をブール加法的たたみこみと

し)う．

古典確率論での加法的たたみこみ μ*IIは，確率分布の特性関数で特徴付けられている．

つまり，μの特性関数を B(z)＝ Jい戸xμ(dx)(z E股）とするとき，

log戸 (z)= logμ(z) + logv(z), z E股

が成立するまたμが無限分解可能5であるとき，全ての t>Oに対して tlogμ(z)= logμt(z) 
となるぃが存在するまた μo＝的と定めることで，確率測度の族{μt}tとoは加法的たたみこ

み＊に関して半群6となる．そこでぃを μ*tと表すことにする．μ＊tは，時刻 1で無限分解可

能分布μに従う L6vy過程 {Xt}tこoの時刻 tでの分布 (Xt~ µ•t) である（詳しくは [12]).

潅意の nEN に対して確率測度 µn が存在して， µ=µ~n が成立する．
6全ての t,s:;:, 0に対して μt*μs =μt+s 
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自由加法的たたみこみμ田 llやブール加法的たたみこみ μl±Iッに関しても，それぞれ特性

関数に対応した解析的変換による特徴付けや，たたみこみによる半群が存在することが知ら

れているまずμの Cauchy変換とその逆数を定義する：

叫：＝J
政 z-x

~µ(dx), 
1 

Fμ(z) := 
Gμ(z)' 

z E ic+ := { z E IC :如＞ O}.

Fμ はc＋から c＋の解析関数である．詳しくは述べないが， c＋のある領域恥でFμ の逆関数

F-1が存在することが知られてしμ 渇．この領域を用いてμの Voiculescu変換を定義する：

叫 z):= F,_;-1(z) -z, 

このとき艮上確率測度μ,vに対して，

zE恥・

咋西(z)=卸（z)+砂(z), zErμnrvnrμ田llヂ0

が成立する ([5]）．このことから Voiculescu変換は，自由確率論における特性関数に対応した

ものであると言えるまた，μが自由無限分解可能7であるとき，全ての t>Oに対して

咋 ,(z)= t<.pμ(z) (2.2) 

となる μtが存在し，確率測度の族 {μth2".oは自由加法的たたみこみ田に関して半群となる．

このとき μtをμ田tと書くことにする．また古典確率論の場合と違うところは，（無限分解可能

とは限らない）確率測度μに対しても， t2 1においては式 (2.2)で特徴付けられる確率測度

μ田tが存在することが証明されている点である ([2]).

ブール確率論に対しても，μのエネルギー関数：

Eμ(z) := z -Fμ(z), z E c+ 

が特性関数に対応している．つまり任意の股上確率測度μ,vに対して，

E匹 v(z)= Eμ(z)＋瓦(z), z E (C+ 

が成立する．ブールの場合は古典や自由と違い，全ての確率測度はブール無限分解可能であり，

確率測度μと t>Oに対して Eμt(z)= tEμ(z)となる μtが存在するまた {μth2".oはブール

加法的たたみこみによって半群になる．そしてこの μtのことを μl±Jtと書くことにする ([14]).

7任意の nENに対して，確率測度μれが存在し，μ =µ~れが成立する．自由無限分解可能分布の例の多くは

複素関数論的な手法で発見されているが，ここでは詳しくは述べない．
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3 最大値たたみこみと極値分布

前節では確率変数の和が従う分布について解説したが，ここでは確率変数の最大値が従う分

布を紹介するまずは古典確率論の場合について思い出すことにする． 2つの独立な（実数値）

確率変数X,Yの最大値を XVYと書くことにする．このとき，簡単な計算から

IP'(XVY：：：：：叫＝ lP'(X：：：：： x)IP'(Y：：：：：尤）， XE賊

ということがわかるこの等式から， X~μ,y～ツの最大値XVYが従う分布を μVv（記

号の濫用に注意）とするとき，

μ V v((-oo, x]) = μ((-oo, x])v((-oo, x]), XE股 (3.1) 

が成立するまたこの分布関数の等式によって μVvを特徴付けることにする． μVvのこと

をμとリの最大値たたみこみと呼ぶ

自由やブールの場合にも，このアイデアをもとにして最大値たたみこみを定義するとこ

ろで，自由やブール確率論の場合，確率変数は自己共役作用素を意味していた．したがって，

古典確率論のように実数値としての最大値を用いることはできないため，作用素に関して何

か適切な最大値を導人する必要がある．この辺りの歴史的な話はやや冗長となるため詳細は

省略するが， Olson[10]をはじめ，安藤 [1]や， BenArous, Voiculescu [3]らによって，スペク

トル射影を用いた順序（スペクトル順序）で，（vonNeumann環に付随する）自己共役作用素

X,Yの間の最大値（自己共役作用素） XVYを定義することに成功している．より具体的には

ExvY((t, oo)) = Ex((t, oo)VEy((t, oo), t E股

をみたすスペクトル分解 ExvYが存在し，これによってスペクトル順序に関して X とYの

最大値 XVY（スペクトル最大値）を構成している（Vは射影作用素間の上限である）． Ben

ArousとVoiculescuは，自由独立な確率変数X~ μ, y ~ V に対して，そのスペクトル最大

値 XVYが従う分布をμ立uと表すことにし，次の分布関数による特徴づけができることを

示している：

(μ屈v)((-oo,t]) = max{μ((-oo, t]) + v((-oo, t]) -1, O}, t E股．（3.2)

確率測度μ屈vをμとツの自由最大値たたみこみと呼ぶ ([3]).

ブール確率論の場合は， VargasとVoiculescuによって発見されている：ブール独立な正

値確率変数8X~ μ,Y ~ V に対して，そのスペクトル最大値XVYが従う分布をμ血と表

8自己共役作用素 X が正作用素であるとき，正値（非可換）確率変数と呼ぶことにする．なぜ一般の自己共役

ではなく正値であるのかは，ブール独立な確率変数の構成に関係している．詳しくは [18]を参照．
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すとき，

μ凶((-oo,t]) = 
μ((-oo, t])v((-oo, t]) 

μ((-oo, t]) + v((-oo, t]) -μ((-oo, t])v((-oo, t])' 
tE股 (3.3)

を満たす．確率測度μ珈をμと vのブール最大値たたみこみと呼ぶ ([18]).

以上で，それぞれの最大値たたみこみが定義できたたたみこみを定義すると，それらに

関する極限定理について興味が出てくる最大値たたみこみに関する極限定理で最も重要な

ものは，最大値安定型の極限定理である．つまり，独立同分布な確率変数Xぃ・ ・,Xn, an> 0 

とbnE民に対して，

X1 V ・ ・ ・ V Xn -bn 

an 
(3.4) 

のn→ooのときの極限に関する定理である．このタイプの極限による非退化な極限分布は

（存在すれば）極値分布と呼ばれており，古典確率論における極値分布はフレシェ型，グンベル

型，ワイブル型のいずれかとタイプ同値であることが知られている（より詳しくは [11]）．自

由極値分布（自由確率論における極値分布）に関しても，ほぼ同様の定理が成立していること

がわかっており，同じ組 (an,bn)9で硯れた極値分布Fと自由極値分布 Gの間には，以下の関

係が成立している：

G(x) = max{l + logF(x), 0}, x E恥

ただし F(x)= 0のときは logF(x)=―ooと解釈する ([3]）．ブール極値分布（ブール確率論

における極値分布）は，正軸に台をもつタイプ (Dagum分布）しか現れない ([18]).

また加法的たたみこみのときと同様，最大値たたみこみによる半群を構成することができ

る．確率測度μに対して，古典のブールの場合にはそれぞれの最大値たたみこみによる半群

{μ叫tミO,｛沢｝た0が等式 (3.1),(3.3)から自然に構成できる自由の場合には，自由最大値

たたみこみによる部分半群{μ団t}t21が等式 (3.2)から自然に構成できる ([17]).

4 主結果

この節では本稿での主結果を与える． そのためにまず，本研究の核となる Tucci[15]と

Haagerup, Moller [6]による先行研究を説明する．正値確率変数X ~ μと Y~vに対し

て， v?x汀（または vXYvX）が従う分布をμ図uと表し，これを自由乗法的たたみこみと

よぶ 3節でも述べたが，たたみこみが定義されると，それに関する極限定理がどうなってい

るのかという数学的間いが挙げられる．これまでに自由独立な確率変数列の和（自由加法的

囁大値安定型の極限定理で硯れる組 (an,加）は話準化定数と呼ばれている．
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たたみこみ）に関しては，様々な極限定理が研究されてきた． TucciとHaagerup,Mollerは，

この流れに沿って，自由独立な確率変数列の梢による，ある種の極限定理を証明した．

定理 4.1([15, 6]). μを [O,oo)上の確率測度とするまた忙をμの x→叶 (c> 0)による

押し出しとする．このとき，μが 1点分布でなければ，確率測度の列(μ図n)1/nはn→ ooのと

き，非退化分布 vに弱収束する． vはμで定まる分布なので， V= <I>(μ)と表すことにする．

唐突ではあるが，実は写像<I>は安定分布を極値分布に写すことが，簡単な計算でわかる

([16]）．安定分布とは極限定理 (3.4)の最大値を和に変えた時の極限分布である．この計算結

果をヒントに <I>は確率論にぉける和と最大値の関係を記述するのに最適な道具ではないのか

と予想し，研究曽手に至ったその結果'<I>を用いることで，非可換確率論における加法的た

たみこみと最大値たたみこみの対応関係を説明する公式を作ることに成功したため報告する．

定理 4.2([16]). μを [O,oo)上の確率測度とする．また De(μ)をμの”→は (c> 0)による

押し出しとする．このとき，次の公式が成立する．

<I>(D1;t(μ田t))= <I>(μ)四 t2 1. 

<I>(D1;t(μl!Jt)) = <I>(μ)竺 t> 0. 

実は古典確率論における加法的たたみこみと最大値たたみこみの間に関しても，この写像

<I>を用いることで記述できる．んを boolean-classicalBercovici-Pata全単射10とし， xv

を以下のように定義する：

叫）（（ーoo,t])= exp (1-~), t E股．
μ((-oo, t]))' 

ただし， μ((-oo,t]) = 0のときは A刈μ)((-oo,t])= 0と定める．このとき， xvはboolean-

classical max-Bercovici-Pata全単射と呼んでいるが，この名前の由来については [17]を参照

にしてほしい．以上の準備から，次の定理が得られた．

定理 4.3([16]). μを [O,oo）上の無限分解可能分布とする．このとき

（か o<I> o x-1)(D叫正）） ＝ （XV。<l>oX-1)(μ)vt, t>O. 

ここで強調したい点は，全て非可換確率論特有の写像を用いて，古典確率論における公式

を得ている点である．この定理に現れている xv。<I>ox-1という合成写像は，実は何か古典確

率論で既存のものになっていないのかと予想しているが，実際はどうかわかっていない．ちな

10大雑把に言えば，ブール無限分解可能分布（全ての確率測度）のクラスと無限分解可能分布のクラスとの 1:1

対応である．詳しくは [4]を参照のこと．
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みに最近では， MPをMarchenko-Pastur分布 (Wishartランダム行列の行列サイズ無限大と

したときの経験固有値分布の極限分布）とするとき，①の代わりにμ→ <I>(MP図μ)=: B(μ) 

という写像に人れ替えた写像xv。Box-1(μ)は，μと指数分布の mixtureで表現されるこ

とがわかった ([8]）．今後は，古典確率論での結果に着Hして，定理4.3で現れた公式の確率論

的意味を理解したいと考えている．
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