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定常ポリマー模型に対する KPZ普遍性
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Kardar-P紅 isi-Zhang(KPZ)方程式は， tE股＋ ：＝ ［0, oo)を時間変数， XE股を空間変

数とするとき， h= h(t,x)を未知関数とする次の確率偏微分方程式である．

励＝噂h ＋入（叩州＋ ~W(t,x). (1.1) 

ここで， v,D> 0及び入 E恥は定数， w(t,x)は股＋ x恥上の時空ホワイトノイズである．

関数h= h(t,x)がKPZ方程式 (1.1)の解であるとき， u=8よは確率 Burgers方程式

如 ＝ u伽＋入8允研＋辺泣W(t,x) 

を満たすことがわかる． KPZ方程式は，［9］で導入され，多くのモデルに対して界面挙動

のランダムな時間発展が方程式 (1.1)により記述されることが確かめられてきた．さらに，

界面の時間発展を記述するモデルのうち，あるクラスに対しては，モデルの詳細によらず

時間発展が普遍的に方程式 (1.1)により記述されると考えられている．ここでは，このよ

うな方程式としての普遍性を KPZ普遍性と呼ぶことにする．このような普遍性の背後に

ある数学的な構造を探究することは璽要な研究課題であるが，そこではまず方程式（1.1)

の適切性 (well-posedness)が問題となる．実際， KPZ方程式 (1.1)の解hは十分な正則

性を持たず，空間微分8よは超関数に値を取ると考えられるべきである．すると，方程式

(1.1)の非線形項 (8』)打こおいて超関数の積を考えることになり，通常の意味では解を定

義することができない．そこで，なんらかの繰り込みを行い解を適切に定義する必要があ

る．このような数学的困難は， Hairer氏により初めて解決され [6]，それ以降，同氏によ

る正則性構造理論 [7]や Gubinelli,Imkeller, Perkowskiの三氏によるパラコントロール解

析 [4]を中心とする特異確率偏微分方程式の適切性を証明するための一般論へと発展した．

これらのアプローチは，関数空間上の固定点問題 Cfixedpoint problem) としての定式化
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に某づき，これは確率微分方程式を pathwiseに解く（即ち，確率空間の元を一つ固定す

るごとに決定論的な常微分方程式を解くことに掃着させる）ことを可能にしたラフパス

(rough path)理論の一般化である．一方， KPZ方程式をミクロ系に対する中心極限定理

として導出するという観点では，関数空間上の分布として解を定義するマルチンゲール

問題としての定式化が求められる．このような確率論的アプローチとしては， Gonc;alves,

Jaraの両氏が [3]において定常解に対して定式化を行い解の存在を示したのち，［5]で解

の一意性が証明された．このようなマルチンゲール問題として定義される定常解は定常

エネルギー解と呼ばれ，ミクロ系から数学的に導出する際に中心的な役割を果たす．本稿

では，有向ポリマー模型と呼ばれるモデルを扱い，特に定常性が成り立つような場合の

KPZ普遍性について検討する．第 2章においてモデルの一般的な定式化及び問題意識を

述べ，第3章において O'Connell-Yorモデルと呼ばれる semi-discrete（時間に関しては連

続で空間に関して離散的）な定常ポリマー模型に対して KPZ普遍性が成り立つという先

行研究の結果を紹介する．最後に，第4章において， fullydiscrete（空間，時間ともに離

散的）かつ定常なポリマー模型を考え，時間変数に対して適切にスケーリングを行うと

O'Connell-Yorモデルに収束し，更に KPZ普遍性が成り立つという結果を主結果として

報告する．

2 ポリマー模型の定義と問題意識

次に，本稿で考える有向ポリマー模型（あるいは単にポリマー模型）の定義を述べる．

ポリマー（重合体），はモノマー（単量体）とよばれる高分子の集まりどうしが互いに結

合することで形成される．いま，空間一様な媒質中に多数のモノマーがあり，それらが互

いに連鎖的に反応することで一方向に成長するポリマーがある状況を考える．反応はラン

ダムに起こるとすると，空間上を成長するポリマーの軌跡として一本の道が見える．この

とき実現されうる道の集合を IIとおき（位相はモデルごとに適切に定める）， II上に定ま

るポリマーの軌道（道）の分布を P(d1r)とおく．このとき，実際に形成されるポリマーの

軌道は，標本空間 IIの元 Tが分布Pのもとで一つ選ばれるごとに実現されるものと思う

ことができる．一方，媒質が一様でなく，モノマーどうしの結合のしやすさが場所によっ

て異なるような場合を考える．このような状況を表現するため，ある確率空間 (O,F,lP)

を定め， Qの元wをランダム環境と呼ぶ．また，逆温度と呼ばれるパラメータ (3>0を固

定する．このとき，ランダム環境wEOごとに，道の空間 II上の確率分布Q芦を

憂）＝玩exp((3H亨））P(d1r), z; = 1 exp((3庄（1r))P(d1r)

により定める．ここで， Hwはwごとに定まる適当なウェイトである．上の設定のもとで，

ランダム環境wEOは媒質の不均ーさを表現していて， wごとに定まる確率測度Q芦が実

際に観測されるポリマーの成長に伴い現われる道の分布である．このように表現される不

均ーな媒質におけるポリマーの成長過程に対して，通常の均質な媒質中では見られない

disorderな挙動を見るというのが，基本的な問題意識である．更に重要な点として，規格
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化定数 Z図は分配関数と呼ばれており，対数分配関数logZ閤に対して KPZ普遍性が成り

立つと予想されている．このような予想に甚づき，本研究では道の空間とランダム環境を

与えるごとに定まる様々なポリマー模型において，対数分配関数に対して適切にスケーリ

ングを行い， KPZ方程式（または確率 Burgers方程式）を導出するという問題を考える．

3 先行研究： O'Connell-Yorモデルに対する KPZ普遍性

ここでは，［10]で導入された O'Connell-Yorモデルに対して KPZ普遍性が成り立つとい

う先行研究 [8]の結果を紹介する．まずモデルを定義する．パラメータ t:2: 0及びnENを

固定するとき，ポリマーの軌道は，右連続かつ左極限を持つ関数 X:[O, t]→Nであって，

x(O) = 1及びx(t)= nを満たすものとする．また，ランダム環境として独立な良上の 1次

元標準 Brown運動 B(ll,B(2l,..., B(n)を考える．各 Brown運動 BU)= {BUl(t) : t E股｝

に対し， B叫s,t) = B叫t)-B叫s)と書くことにする．このときの分配関数は

Zr,(t, n) = 1<s,<•·•<s-_,<t exp/3［B(ll(O, s1) + B(2l(s1,況） ＋・ • • + B(n)(sn-1, t)]ds1,n-I 
O<s1<…<Bn-1 <t 

となる．ここで， ds1,n-l= ds1 ・ ・ ・ dsn-lとおいた．定数(3E(0, oo）は逆温度である．こ

こでは定常な状況を考えるため，別のパラメータ 0E (0, oo)及びB(l)'B(2)'...'B(n)と独

立な別の 1次元標準Brown運動 B(O)を用いて

知 (t,n)＝J exp[/3B(O, t0)+0t0+(3{B(ll(t。土）＋・・ •+B叫tn-l, t)}] dt。,n-l
-oo<to<…＜tn-1 <t 

を考えることにする．また， n = 0に対して Zf!,0(t,0) = exp[/3B(t) + 0t]と定義し，

Uf!,0(t,j) = logZf!,0(t,j) -log均，e(t,j-1)とおく．このとき，次の意昧で定常性が成

り立つことが知られている．

命題 3.1([10]）．各t20に対し，確率変数の列{u{J,0(t,j)｝氏いまe―U(3,0(t,j)～ヂGamma(/3-20,1)

を満たす独立同分布列となる．ここで，パラメータ s> 0に対し Gamma(s,1)は確率密

度関数f(s)-lxs-le―xl[o,oo)(x)を持つ罠J-.の確率分布である．

このような定常性が成り立つ O'Connell-Yorモデルの分配関数に対するスケール極限を

考える．定数 nENをスケールパラメータとし，定数 a>0を用いて (3=an-I/4かつ

0 = l +a/(2yn)とおく．このようにパラメータ f3及び0を選ぶとき，炉＝ Uf!,。と書くこ

とにする．更に，実数列 {an}nであって， limn→ooan=(X)かつ limn→ooan/J五＝ 0を満

たすものを任意に固定し，揺動場過程xn= {Xt: t E [O,T]} E C([O,T],S'（罠））を，

芥 (cp)＝区（炉(tn,j)-Pn)cp((j-nt -anv'n）／y'n), cp ES（恥）
jEN 

により定める．ここで， Pnは炉(t,j)の期待値であり，命題 3.1の定常性より tとjに依

らない．このとき，次が成り立つ．
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定理 3.2([8]）．上で定義される確率過程の族 {X吋nENはC([O,Tl, S'（股））上分布収束し，

極限uは次の確率 Burgers方程式の定常エネルギー解である．

1 1 3 
如＝—災u- -8四2+-a勺四＋鴫W(t,x). 

2 2 5 

4 主結果

まず問題設定を行い，次に主結果を述べる． zt上のボンドの集合を (Z!)*= {{ x, y} : 
x,y E Z!,xさY,Ix -YI= 1}とする．ここで，ベクトルの大小関係は成分ごとに考え

るものとする． X~ yを満たすような 2点x,yE Z!に対し， xから yへの右上がりの

道 T は， Zo= Xかつ z1x-yl= yを満たす点の集合 {zo,…,Zlx-y|｝であって， a1= (1, 0), 

a2 = (0, 1)として，各i= 0,…， |x -yl -1に対し Zi+l-Zi = ct1または a2となるような

ものとする．あるいは，道が通る辺 ei= {zi-1, z;}を順に並べて， 7r= {e1,..., e1x-y|}と表

現することもできる．以下では，通る辺による特徴づけを用いることにし， mから X2に

至る右上がりの道全体の集合を IIx1,x2とおく．一方，ランダム環境を表す確率変数の族を

{w(e) : e E (Z!)＊}とし，あとで定常性が成り立つように分布を定める．これらの設定の

下で， X1~ X2であるような 2点X1,X2 E Z!に対する分配関数Z(x1，x2)は，

Z(x心）＝こ IT exp (w(e』)
7rEIIx戸 2i=l,…，|”2-m | 

で定義される．次に，定常性の定義と，それが成り立つようなランダム環境 {w(e):eE

Zび｝の分布について述べる．各点XE即に対し，凸（叫＝ w({x-a1,x}）及び四(x)= 

w({x -a2,x}）をそれぞれ水平方向及び垂直方向のランダムウェイトとし，ら＝ e叫 (x)

及び島＝ e匹（x)とおく．更に， X= (i,j)に対し w1(x)= w1(i,j)，吟(x)= w2(i,j)と書

＜．以下，ある正値確率変数兄および正値関数 hを用いて，正方格子内部のウェイト

が (Ux,Vx) = (Yx, h(Yx)）と表され，確率変数族 {Yx,XE即｝が独立同分布に従うと仮

定する．更に，境界上で，水平方向のウェイト {e叫 (i,O) : i EN}と垂直方向のウェイト

{e匹 (O,j):j EN}はそれぞれ独立同分布に従い，それぞれの分布を凡及び凡を書くこと

にする．このとき，分配関数の比を Rぃ＝ Z(x)/Z(x-a1)及びR2,x= Z(x)/Z(x -a2) 

とおき，（R1,x,R2,x) ~ (R1，凡）が任意の XEN2に対して成り立つとき，モデルは定常で

あるという．

• Inverse-gamma (IG)：このモデルは log-gamma模型とも呼ばれる．条件 μ>0>0

かつ v>Oを仮定し，

R11 ~ Gamma(μ -0, v), R21 ~ Gamma(0, v), Y―1 ~ Gamma(μ, v) 

と定める．このとき， h(y)= yとして定常性が成り立つ ([11]を参照）．
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• Gamma (G)：このモデルはstrict-weak模型とも呼ばれる．条件μ,0,v> 0を仮定し，

R1 ~Gamma(μ+ 0, v), R21 ~ Beta(0, μ), Y ~ Gamma(μ, v) 

と定める．このとき， h(y)= lとして定常性が成り立つ ([2]を参照）．

• Beta (B)：条件μ,0,v> 0を仮定し，

R1 ~Beta(μ+ 0, v), R21 ~ Beta(0, μ), Y ~ Beta(μ, v) 

と定める．このとき， h(y)= 1-yとして定常性が成り立つ（［1]を参照）．

• Inverse-beta (1B)：条件μ > 0 > 0, V > Qを仮定し，

R11 ~ Beta(μ -0, v), （凡＋ 1）―1 ~ Beta(0,(3＋μ-0)， 

y-I ~ Beta(μ, v) 

と定める．このとき， h(y)= y -lとして定常性が成り立つ ([12]を参照）．

それぞれのモデルの呼び方は，バルク Yの分布に由来し， 4つのモデルはfourbasic beta-

gamma modelsと総称される．各モデルは3つのパラメータ μ,0及びuを持つので，上の

ようにランダム環境のウェイトを定めるとき， i,jE Z十に対して，分配関数を Zμ,0,v(i,j) 

とパラメータを明記して壽くことにする．

次に主結果を述べる．空間D([O,T],S'（股））を，超関数に値をとる右連続かつ左極限をも

つ過程の集合とし，位相として Skorohod位相を与える．このとき，上記の離散ポリマー

モデルは，時間方向に対して適切にスケーリングを行うと O'Connell-Yorモデルに縮退す

ることがわかる．

定理 4.1.自然数m,nに対し， Zμ,0,,,,(m,n)を，モデル (IG), (G), (B)または (IB)に

対する分配関数とする．また，各モデルに対し，スケールされた分配関数勾(t,m,n)を

勾(t,m,n)= e―t/2mlmt」-1Zm,0,1 (l mt」,n)
加t,m, n) = etf2m―lmt」-n-lZm,0,l (l mt」,n)
勾(t,m,n)= et;22l2mt」m―n-lZm,0,m(l 2mt」,n)
勾(t,m,n)= e―t/42―l2mt」+1(2m)―n-1Zm,0,m(l 2mt」,n)

for (JG), 

for (G), 

for (BJ, 

for (IB) 

により定め，さらに任意の逆温度 (3> 0に対し zf],0(t,m,n)=(3-2n zf]-20((32t, m, n)と

する．このとき，各 nEN,(3 ＞ 0, 0 > 0に対し， mを無限大にするとき，確率過程

{ZtJ,0(t,m,n): t E [O,T]}mENは{ZtJ,0(t,n):t E [O,T]｝に D([O,T]皇）上分布収束する．

次に，この結果と， O'Connell-Yorモデルに対する先行研究の結果を用いて，離散的な定

常ポリマー模型に対してもやはり KPZ普遍性が成り立つという主結果を述べる．そのため

に，正定数aを固定し9 (3＝叩 ―1/4,0 = l +a/(2J石）とする．このとき，モデル (IG)と
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(G)に対しては zm,n(t,j) = f3―2j Zm,13-20,1 (L m/3吐」，j)と定め，一方モデル (B)と(IB)に

対しては zm,n(t,j)= f3―2j Zm,{3-20,m (L 2m/32t」,j)と定める．また，分配関数の対数微分に

あたるものとして um,n:= log (zm,n(nt,j)/zm,n(nt,j-l)）とおく．上のような分布の取り

方のもとで成り立つ定常性により，各t2:'. 0に対し確率変数族 {um,n(t,j)}jEI¥Iは独立同分

布に従うことがわかる．また，実数列 {an}nEI¥Iをlimn→00an= CX)かつ limn→O O %／《五＝ 0 

を満たすものとし，離散モデルに対する揺動場過程xm,nE D([O,T],S'（股））を

x戸（ゃ）＝L(um,n(nt,j) -Pm,n)cp((j -nt -anvn）／vn) (4.1) 
jEI¥I 

で定める．ここでPm,n= JE[um,nlである．このとき，次が成り立つ．

定理 4.2.X戸を各モデル (IG), (G), (B)または (IB)に対して (4.1)で定めた揺動

場過程とする．このとき，ある O!c> 0が存在して， a>叩を満たす任意の aに対して

m=［か」とおき X;'=Xtln門”と定義すると，｛x;i: t E [O, T]}nENは確率 Burgers方程式

1 3 
如＝—8託― -8四2 + ~a2如＋鴫W(t,x) 

2 2 5 

の定常エネルギー解u=｛切： tE [O, T]｝に D([O,T],S'（股））上分布収束する．
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