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高次元確率熱方程式と KPZ方程式の L文領域における摂動

中島誠（名古屋大学）

本稿では ClementCosco氏 (WeizmannInstitute of Science)および中島秀太氏 (UniversitatBasel)との

共同研究 [12,27]について報告する．

1 I ntrod uction 

Kardar, Parisi, Zhangらはランダムな界面モデルとして次のような SPDE

8th(t,x) =—• h(t, x)十―|▽h(t,X)ド＋成(t,x), (t,x) E [O,oo) x酎 (KPZd)
2 2 

を導入した [23]．ただし ~(dt,dx) は時空間ホワイトノイズである．

しかし，（KPZd)は非線形項 lv'hl2の存在により ill-posedとなる．そこで何らかの意味づけを与える必要が

ある．現時点では d=lの場合に BertiniとGiacominによる次のような意味づけが成功しているのみである

[3]. 

Cole-Hopf解 u0(t,x)を確率熱方程式

1 
如 0(t,x) =—△知(t, x) + /3u0(t, x)(0(t, x) 

2 
叫 O,x)= uo(x) 

(SHEd) 

の解とするただし </>EC芹＋（配）を Jの(x)dx= 1 をみたすものとし， ~,:(t, x) = Jill. </J0(X -y)ぐ(t,y)dyを空

間方向への正則化とする (¢e(x）＝ご％（C―lx)).

h0(t,x) = logu0(t,x)は伊藤の公式を適用すると

鯰(t,x)=~△凡(t,x) +~(I訊(t,x)l2-/3位(0)) ＋忠 (t, x) (KPZ~) 
2 

凡(O,x)= loguo(x) 

の解になる．ただし Ve(x)= JIRd ¢e(x -y)rp,:(y)dy であり ½(0) = c―dI即ゆ(x)2曲である．

BertiniとGiacominはd=lのとき， C→ 0で Ueは確率熱方程式 8四 (t,x)= ½△u(t,x) ＋加(t, x)t(t, x) 

の解uに収束することを示し，このことを用いて (KPZ1)の解を h= loguで定義した．形式的に書くと hは

8th(t,x) =—• h(t,x) + ~ (1Vh(t,x)l2"-oo") + f3t(t,x) 
2 2 

という繰り込みを含んだ SPDEの解となっている．このように KPZ方程式に意味づけがなされたことで

d=l次元の KPZ方程式の解析は大きく進展している［11,28]. 

また KPZ方程式は Cole-Hopf変換を用いることで解決された一方で他の特異 SPDEを解くことは長年大

きな問題として残っていたしかし， Hairerによる正則構造 [21]や Gubinelli-Imkeller-Perkowski[20]による

パラコントロール解析， Gonc;alves-Jaraによりエネルギー解 [15],Kupiannenによる繰り込み群を用いた解析

[24]などの理論により，広いクラスの特異 SPDEが解かれるようになってきた．
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ところが (SHEいや (KPZ~) に対しては d=2 を臨界次元として高次元では正則構造理論などは適用できて

いない．そこで近年では高次元SPDEに対してノイズの強度3もeに依存して小さくなるように選び，（SHEd)

の解叩や (KPZ~) の解凡の解析が行われるようになってきた [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 14, 16, 18, 19, 25, 26]. 

2 主結果

以下，ノイズの強度を表すパラメータ 0は以下のように c>Oに依存して 0に近づける：$E (O,oo)に対

して

←｛ロニ釦デ， d=2 

d>3 

叫 t,x)や h0(t,X)は超関数値の確率過程と捉え，テスト関数 fEC戸（配）に作用させて得られる過程

叫 f)＝J股df(x)馬 (t,x)dx, h0(t, f) = Ld f (x)凡(t,x)dx

などを解析していく．

(2.1) 

[12]では優臨界次元である d;::,3 の場合に，［27] では d=2 の場合に (SHE;）および (KPZ~) の解に関する

性質を調べている．

まずは (SHEいに関する次のような大数の法則のような結果が得られる．

定理 1.[12, Theorem 2.1] d 2> 3とし， u(O,x)= uo(x) E Cb（配）とする．このときある定数/3c=瓜（d,rj;)> 

0が存在し，且 (0訟）ならば次のことが成り立つ．任意の fEC戸（配）， t;::,0に対して

叫f)~ LJ(x)u(t,x)dx 
配

が成り立つ．ただし， t>Oに対して u(t,x)=J;団duo(Y)Pt(x, y)dy, Pt(x, y) = "[2,r;)d/2exp (-~)である．

注意 1.[26]では山、2:S盆(/3L2しま注意 3で与える）に対して， /JE (0,/3L2)における大数の法則を示している．

定理 1で現れた臨界点応は弱い摂動領域 (weakdisorder)と強い摂動領域 (strongdisorder)の相転移の臨界

点であり大数の法則が成り立つ限界であると予想される．

注意 2.d = 2においては大数の法則に関する主張は行わない．これはこの後述べるが中心極限定理に相当す

る主張が大数の法則が成り立つと思われる限界まで証明できているからである．

定理 2.[12, 27] d ;::, 2とし， u(O,x)= uo(x) E Cb（配）とする．このときある定数街、2=街、2(d,¢)> 0が存

在し， /JE (0，加）ならば次のことが成り立つ．

(1) 任慈の f€ C戸（配）， t乏0に対して

比
- （Ue(t,f) —厄[ue(t, f)］） ⇒ ／f(x)U(t,x)dx 

艮d

が成り立つ．ただし U(t,x)はEdward-Wilkinson型方程式

の解である．

8tU(t,x)＝ー△U(t,x) +'Y(/3, rj;)u(t, x)W,x), U(O,x)三 0
2 



98

(2)さらに 0< infxuo(x) <::: supxuo(x) < ooを仮定する．このとき任意の fEC戸（配）， t::>: 0に対して

1 
因(h,(t,f) —厄[h,(t, f)) dx⇒ J股df(x)1-l(t,x)dx 

が成り立つ．ただし 1-l(t,x)は

1 
8直 (t,x)=—• 1-l(t,x) + v'logu(t,x) •• 1-l(t,x) +,(/3，の）W,x), 1-l(O,x)=O 

2 

の解である．

注意 3.臨界点は

加＝｛ ：；P ｛(3 ＞ O E。[exp((32lOO V(B2s)ds)］ < 00}， 

o((3，砂＝｛ 1 :2(／）Ex [exp ((32 lOO V(B2s)ds)］ dx, ： : : 
d=2 

d>3 
， 

と表されるただし V(x)= Vd,,t,(x) := JIR心(x-y)</>(y)dy, {Bt: t 2: 0}はd次元プラウン運動である．

注意 4.J >(3L2のとき 7(B,¢)＝ 00となり， Uや 1iのSPDEが意味を持たなくなる．一方で d::> 3のとき

街,2 く伐が成り立つことが離散版の模型では知られており，連続的な場合にも臨界点は一致しないと予想され

ている．そのため定理 lと合わせると ((3L2，凡）における摂動に関しては未解決なままである．

注意 5.d ::> 3の場合，［14]などで既に同じ極限が得られているが，以下の点が今回の結果との主な差児である．

(i) [14]などでは，ある (30< (3口が存在しJE (0, f3o)に対して極限の存在を示している．

(ii)初期値は u(t,x)三 1の場合に限定して議論しており，極限として現れるのは Edward-Wilkinson方程式

の解となっている．

(iii) [12]では有限次元時間分布に関する収束も示している．

注意 6.d= 2の場合，［7,16]で同じ極限が得られている．

(1)いずれも初期条件は uo(x)= 1であり，極限は Edward-Wilkinson方程式になっている．［7]では定理 2

と同様に (3<1のときに極限を得ているが，［16]では (3<B*：：：：： 1における摂動を証明している．

(2) [8]では 2次元KPZ方程式の解を

1 1 
8the:(t, x)＝ー△和(t,x)+—叫▽応(t,x)l2 +~e:(t,x) 

2 2 
(degKPZ~) 

という非線形項の影響を弱めた解を考え，凡(t,x) —厄[h,(t, X)］の極限を以て特徴づけようと試み，緊密性

と極限が非自明なものになることまで示したこれは定理で考えているものと分布の意味で一致すること

がわかっている [7,Proposition A.1] 

(3) [27]では，よい性質を持った関数 Fに対して ifJ(x) (F(u,(t,x)) —厄[F(u,(t, x))])dェの極限を求めて

いるまたこれらの収束の同時収束と極限の関係についても求めている．

注意 7.定理で得られている極限Jf(x)U(t,x)dx, J f(x)1-l(t,x)dxは共に正規分布である．
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3 確率熱方程式に対する Feynman-Kac表現

(SH閏）や (KPZd)を解析するために有用なものが次の Feynman-Kac表現である [1]:

的 V(O)
叫t,x)= Ex [exp (/3［J rp0(Bs -y)t(t -s, dy)ds -~) uo(Bt)]. (FK) ~) uo(Bt)] 

このままではあまり有用性がわからないが，ブラウン運動のスケール変換不変性，ホワイトノイズの時間反転

不変性，スケール変換不変性を用いると各時刻 t>Oごとに右辺が Z(t／召，x/c:)と同分布になることがわか

る．ただし

炉tV(O)
Z (t,x) = Ex [exp(~ l j q;(Bs -y)~(ds,dy)-~) uo (Bt)]. ~)uo(Bt)] 

特に9/3を(2.1)のように選ぶと Z(t,x)は連続空間のランダム媒質中のディレクティドポリマー (DPRE)の

分配関数（正確にはポリマー測度による uo(Bt)の期待値と分配関数の積）となる．このように既存の DPRE

に関する技術が適用することができる．

注意＆ d：：：：： 3における主結果の臨界点/3c,/3いは DPREの結果から現れる値である例えば

砂 (t,x):= Ex [exp (s l J q;(Bs -y)~(ds,dy) 一炉tV(O)~)] (3.1) 

はくで生成される増大情報系に関して非負マルチンゲールになることがわかり， S</3cならば z(ll(t,x)→
盆 (x)a.s., S >応ならば z(ll(t,x)→0a.s.という相転移が起こることが示される．

また f3pはマルチンゲールz(1l(t,x)が一様二乗可積分性に凋する臨界点である．

注意 9.d = 2の場合，（3.1)はt→ (X)で 0に収束することがわかっている．そのためさらにノイズの効果を

弱める項 J吋苧を追加している． C紅 avenna,Sun, Zygourasらは

心：） ＝ Eき [exp し昆~1-!, J ¢; (Bs -y) ~(ds, dy) -2:1:竺°))］

吟 {exp(nn-2(1]炉）） ＾ ＜B<1 

0 /3:;:, 1 

が成り立つことを示している [6]．ただし nは標準正規分布である．これより g口＝ 1を臨界点としてB>街、2

のとき大数の法則が成り立たないことが期待される．

4 証明のアイデア

ここでは d〉3の場合の中心極限定理の証明のアイデアについて述べる．

証明には次のマルチンゲール中心極限定理を用いる．

Theorem A. [22, Chap. 8 Theorem 3.11]各 n2'. 1に対して，戸＝ ｛巧： tミ0}を増大情報系とし，

x伍） ＝ （xt,1J,...,x『'd))を記値連続戸マルチンゲールで X炉＝ 0となるとする．正定値 d次正方行
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列値関数 c= {{cij(t)}f,j=l : t ::>: O}に対して各 t::>: 0に対して〈x(n,i)'x(n,j)〉t互Cij(t)が成り立つとき，

x(n）土 xが成り立つ．ただし X= (x}1l, ・ ・ ・,X炉）は〈X0,x(J)〉t= Cij(t)のガウス過程である．

定理Aを適用するために新しいマルチンゲールを導入する．

名 (x)＝邸(x):= Ex [exp ({3 [ j cf;(Bu -y)~(du,dy)-~) uo (cBt;,2)] 

を導入する． Zり(x)= Z(t,x)であることに注意する．このとき伊藤の公式を適用すると

J叩（x広 (x)=J心 f(x)u(t,x)+ [ j血 f(x)dZ心）

となるただし

叫），Z(y)〉s=炉Ex,y[v(Bs -B氾（B)il">⑬）u。（cB-!-z)u。（叫）］
＝炉JdzdwEx,y [ V(Bs —瓦）剌(B)il">s(B)I Bs = Z，瓦＝ w]

X Ps(x, z)ps(Y, w)Ez [u。(cBい）］広 [u。(cB-:,x-s)]ds

叱(B)= exp ({3 [ j cf; (Bu -y)~(du,dy) ー炉s:（O))

となる．つまり各 O~T~t に対して

1 r/s2 
戸1T/'-1dx]Rd dxdyf(x)f(y)d〈Z訳）（x/c),z(t／召）（y/E)〉s
"i Jo JIR蚊配

の極限を求めればよいことになる． ds= c-2曲とおくと

1 
厄d〈Z(x/c),Z(y/E)〉s= c2-d j dzdwV(z -w叫［飢(B)IBs=叫［飢(B)|凡=w]

X Ps （戸） Ps(~,w)Ez[u。 (cB-!,-s)］に [u。 (eB占—s)] ds 

Z 'z'  
= j dz'dvV(v)E~ [<I>~(B) IE~= f] E¾ ［巳 (B) %＝ ： -V] 

X匹 (x,z'）匹(y,z'-EV)u(t-a,z')u(t-a,z'-vc)da

~ J dz'dvV(v)E岳[%(B)B丑=f]い[%(B)鯰＝ f-V] 

X匹 (x,z'）匹(y,z')u (t -a, z')2 dび

であるので

z' [J曲 dyf(x)f(y)j dz'dvV(v)Et [<f>;:,-(B)IB;:,-= f]均ド叫）IE;:,-=f-v] 

X匹(x,z'）匹(y,z')u (t -a, z')2 dび

の極限を考えることに帰着される．あとは DPREに関する局所極限定理による近似や均質化により

[ J山 dyf(x)f(y)j紅 dvV(v)lE[Z00(0)Z00(v)］匹(x,z加 (y,z')u (tーび， z/げdび
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へ収束することが示される．ここの収束の議論は煩雑なので本稿では省略する．

(KPZ~) の証明も同様の方法を用いるが，

logZ8(x) = logu(t,x) +「広(x)＿ ！ Js d〈Z(x)〉u。Zu(x) 2。Zu(x)2

というセミマルチンゲールの解析が必要になる．マルチンゲール部分の分母に Zu(x)が現れる点，有界変動過

程の解析等，証明は一層煩雑である．

注意 10.中心極限定理に関して様々な先行結果があるが，その手法は様々である．［7]では 4次モーメント法

を用いて証明し，［14,16]では Malliavin解析の二次オーダーの Poincare不等式を利用して証明している．

5 おわりに

今回考えた問題では確率熱方程式 (SH葛）と (KP勾）に関する摂動を調べたが，これらの解析には

Feynman-Kac表現 (FK)が非常に有用であった一方でより一般の非線形確率熱方程式

如＝ー△u+a(u)ぐ
2 

(NLSHE) 

の解析を考える際には Feynman-Kac表現のような良い表現が存在することを期待できないため今回の手法は

適用できない．［17,13]などでは (NLSHE)に対しても同様のガウス型の摂動を導いている．

また 2 次元の (SHE;) の解析に関しては ~=1 の場合に興味深い結果が知られている．

Theorem B. [2, 6, 18] d = 2とする． uo(x)二 1とする．

度＝ 2T + p 
-loge (loge)2 

としたとき，次のことが成り立つ． fEC;,"'（配）に対して Ue(t,f) := J f (x)匹(t,x)dxとすると

虹E[ue(t, f)] = J f(x)dx 

z-z 
犀Var(u0(t, J)) = 2 J J(z)f(z')Kt,O (~) dzdz' 

l田 [1囮 (t,!)13] < 00 

となる．ただし

kt,o(x) ＝ 7rf dudv四 (x)JOO dse(O-7)ss(V -u)8-1 

O<u<v<t r(s + 1) 

0 = log4 + 2 J V(x)V(y) log Rdxdy — □ + -p 

lx-yl 

である． 7＝ -J。OOe―ulogudu. 

これにより｛匹(t,f)｝は比値の確率変数として緊密であり，その極限点は非自明なものであることがわか

るが，極限として現れるものの特徴づけやその極限の（不）連続性などについては一切知られていない．臨界点

(t= 1)での解析は 2次元確率熱方程式や KPZ方程式へ新たな意味づけを与える可能性がある．
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