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SL(2,C)のエルミート行列の集合の可視化

東海大学・理学部前田陽一

Yoichi Maeda, School of Science, Tokai University 

1 はじめに

本研究では，位相群SL(2,(C)のエルミート行列の集合がなす双曲的構造が可視化でき

ることを紹介する． SL(2,(C)は，複素3次元多様体，すなわち，実6次元多様体である．ま

た， SL(2,(C)は，正定値エルミート行列と SU(2)の元で極分解される正定値エルミート

行列の集合は， 3次元双曲空間と同相であり， SU(2)は， 3次元球面と同相である ([1]p.7, 

p.49)．本研究では，正定値エルミート行列の集合を， 3次元双曲空間のモデルである，ポ

アンカレ単位球モデルで具体的に実現することを試みる．本研究で可視化に用いるソフ

トウェアは， GeoGebraである

1.1 SL(2皇）の可視化

SL(2,C)の可視化に先立って， SL(2皇）の可視化について説明しておく． SL(2，股）は，

3次元球面に埋め込むことができ，それを立体射影で 3次元ユークリッド空間股門こ展開

できる ([3],[5]）．具体的には，写像冗： SL(2，艮）＼｛ーI2}→配を

(: :)→(x, y, z) = ~二ニ―~b+ c) (1) 

で定義する（ただし，んは単位行列であり，ーI2は写像 7r。で無限遠点に写される）． この

図 1:SL(2皇）の可視化（左）と，対称行列が形作る双曲的パターン（右）

可視化において，正定値対称行列の集合は， xy平而上の単位円盤に対応する．このこと
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は， SL(2皇）の定義 (ad-be= 1)，対称行列 (b= C)，かつ，正定値 (a+d>O)という条

件下で，

炉＋祈＋召＝
(a -d)2 + (2b戸＋ 02 (a+ d)2 -4 a+ d -2 

(a+d+2)2 (a+d+2)2 a+d+2 
< 1, 

であることから導かれる．図 1（左）は，単位円盤上にある正定値対称行列を一つ取り，回

転行列S0(2)をかけたときにできる軌道を表しているこの軌道はユークリッド円，もう

少し詳しく言うと，単位球面（トレースの値が0の集合）の対心点を通過するユークリッ

ド円となっている．この S軌道は， 3次元球面炉内の Hopf束と対応している．一方，図

1（右）は， xy平面上の単位円盤において，成分がすべて整数である S£(2,Z)の元をプロッ

トしたものであるこの図により，正定値対称行列の集合には双曲的位相が入ることが

自然であることが見て取れる

このような可視化を S£(2,C)に拡張しようというのが本研究の内容である．図 1（右）

には，わかりやすいように双曲的パターンの線対称の軸となる測地線が描いてある．こ

の双曲的パターンを昆やすくする方法には，ホロサイクルを用いる方法もある． S£(2,Z) 

の元が 2つのホロサイクルの接点として現れていることがわかる．圏 2,図3を比較して

いただきたいこのように 2次元のパターンを表現するにはどちらでもよいのであるが，

3次元の場合は，図 3の方法で描く方がよいことを次節で説明する．

圏 2:線対称の軸を描いた図 図 3:ホロサイクルを意識した図

1.2 SL(2, C)の正定値エルミート行列の可視化

SL(2, CC)の正定値エルミート行列の集合Htを

均＝｛H =  (b:ci b~ci) E SL(2,C) I a,b,cE股，a+d>O}
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とする．正定値エルミート行列の集合Htに対して，次のような写像7r1:Ht→配を考

える (b+ct b-d et)→(x,y,z) ＝ (aa—+'¥'fI2. (2) 

式(2)を正定値対称行列に制限すると，式 (1)に一致することに注意するすなわち， xy

平面上では，図 2で見た双曲的パターンが現れるということである写像mの値域は，単

位球の内部B3となる．実際，行列式ad-b2-c2= 1と正定値a+d>Oという条件より，

丑＋y2+召＝
(a-d)2+4ザ＋ 4性 (a+d)2 -4 a+ d -2 

＝ ＝ 
(a+d+2)2 (a+d+2)2 a+d+2 

< 1, 

であることから導かれる
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図 4:S£(2, Z[i]）が形成するパターン 図 5:ホロ球面による可視化

図4は， H;のSL(2,Z[i]）の元を点としてプロットしたものである．一方，図 5は， 2つ

のホロ球面の接点として SL(2,Z[i])の元が表現されているこの図ならば，双曲的パター

ンを見て取ることができる．次の章で，図 5の作成方法を見ていく．

2 ホロ球面による双曲パターンの描画

2.1 ポアンカレ単位球モデル

式(2)を逆に解くと，（x,y,z)から (a,b,c,d)が次のように得られる．

(b:ci b~ci) = ~ ((x+~戸＋炉＋丑 2y -2zi 
b:ci b~ci)=-:i:-= （呼＋炉＋砂）（ 2y + 2zi (x-1戸＋炉＋z2).(3) 

圏6は，単位行列12の最寄りにある 8つの行列（ガウス整数を成分に持つ行列）をホロ球

而の接点として描いたものである以下，中心(xo,Yo, zo)，半径r。の球而を Sphere((xo,Yo, zo), ro) 
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図 6:ポアンカレ単位球内の行列とホロ球面

と略して書くことにする式 (3)より，行列の成分が満たす条件に対応するホロ球而が次

のように得られる

a= l {=⇒ Sphere((-1/2, 0, 0), 1/2), 

d=l ⇔ Sphere((+1/2, 0, 0), 1/2), 

a+d土2b= 1 {c＝? Sphere((O，土2/3,0), 1/3), 

` a + d土2c= 1 {=⇒ Sphere((O, 0，土2/3),1/3). 

例えば，原点にある I外ま， 2つのホロ球面Sphere((-1/2,0, 0), 1/2), Sphere((+1/2, 0, 0), 1/2) 

の接点に位置している図 6に描かれている他の 8つの行列も，上記の 6つのホロ球而の

接点に位置している実は，図 5を描くには， J::半空間モデルを考えるほうが良いその

ことを次節で見ていこう．

2.2 上半空間モデル

上半空間 H3= {(u,v,w) E股slw>O}に対して，次の写像1r2:Ht→H3を考える．

(b;ci b~ci) • (u,v,w) = ¥ 
式(4)を逆に解くと，

(b: ci b ~ ci) = ~ (u2 : ~;研 u ~vi) 

(4) 

(5) 
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であり，（x,y, z) Eがと (u,v,w)EH3との関係は，

（ 
(2y, 2z, 1 -（丑＋炉＋丑）） （炉＋炉＋研— 1,2u,2v)

u,v,w) = ~, (x,y,z) = 
(x -1)2十炉十 z2 炉＋炉＋（w+ 1)2 '(6) 

となる．上半空間 H3fこおいて， H;のSL(2,Z[i]）のなす双曲パターンは，次の 3つの変

換によって生成される．

{ ：f;uu9,vV9,W]：；U□'1V9,W□’ 

（）  
1 

U.V.WI = 
炉＋炉＋w2

(-u,-v,w). 

(7) 

これらの変換は，拡張された複素平面C=CU{oo}に作用するピカール群PSL(2,Z[i]) 

のポアンカレ拡張に対応している ([7],[8] p.161)，すなわち， z= u + iv E (Cとして，

Jc(z) = z + l, gc(z) = z + i, hc(z) = -l/z. 

式(7)のfはu方向の＋1シフト， gはv方向の＋1シフトである． hは単位球而に関する

反転と w軸に関する半回転の合成変換であるこれらの変換を用いて，ホロ球面による

可視化が可能になる

2.3 上半空間モデルのでのホロ球面の階層

式(4)より，上半空間 H3において，単位行列I2は，（0,0,1)に位置している．この点は，

a=lに対応するホロ球面Sphere((O,0, 1/2), 1/2)とd=lに対応する w= 1ユークリッ

ド平面（無限遠点で接するホロ球面）との接点である． SL(2,Z[i]）のなす双曲的パターン

は，このホロ球面を初期図形として， u,v方向の 1シフトと，単位球面に関する反転を合成

することによって得られる図7は，ユークリッド球而の大きさで色分けをしたホロ球而で

ある．（u,v) = (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)を頂点とする正方形領域で考えて， u,v方向に平行

移動すればよいので，一部だけ描いているホロ球面Sphere((m,n, 1/2), 1/2) (m, n E Z) 

を半径が 1/2で最も大きいので，レベル 1のホロ球面と呼ぶことにする図 7の左の正

方形内にある点は， UV平面とホロ球面との接点である例えば点 L2= (1/2, 1/2)は，レ

ベル 1のホロ球面 Sphere((1,1, 1/2), 1/2)を単位球面に関して反転したレベル 2のホロ

球面Sphere((l/2,1/2, 1/4), 1/4)の， UV平面との接点である．ホロ球面Sphere((s,t, r), r) 

の，単位球面に関する反転は

Sphere (（呼：炉's2［炉＇s2:t2)'s2: t2) 

で得られるレベル4までのホロ球面は，以下の通りである．
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図 7：上半空間モデルでのレベル 4までの基本球面群

レベル 1: (s, t, r) = (m, n, 1/2), 

レベル2: (s, t, r) = (m + 1/2, n + 1/2, 1/4), 

レベル3: (s, t, r) = (m + 1/2, n, 1/8), (m, n + 1/2, 1/8), 

レベル4: (s, t, r) = (m + k/5, n + l/5, 1/10), 

ただし，（k,l) = (2, 1), (3, 1), (4, 2), (4, 3), (3, 4), (2, 4), (1, 3), (1, 2). 

x 
以上で，上半空間 H打こおいてレベル4までのホロ球面が記述できた．あとは，これらを

ポアンカレ単位球モデルB門こ変換できれば，作閑方法が完結する．

2.4 ポアンカレ単位球モデルヘの変換と GeoGebraでの作図方法

上半空間 H3でのホロ球面Sphere((s,t, r), r)は，単位球B3での次の球面

Sphere((d$—+12r'1 + s2:S炉＋ 2r'1 + s2 :t炉＋ 2r)'1 + s2 :r炉＋~) (8) 

に対応しているこの変換式は，式 (6)から得られる

以下では， GeoGebraの入力例を紹介する例えば，上半空間モデルH3において，中心

が(s,t, r) = (2/5, 1/5, 1/10)，半径1/10の球面を u方向， v方向にシフトしたレベル4の

ホロ球面をが内に描くには，式 (8)に従って次のように入力するとよい（図 8).
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レベル4,(s, t, r) = (2/5, 1/5, 1/10)の球面群の作圏コマンド

Sequence( 

Sequence( 

Sphere( 

（ 

(m + 2/5)-2 + (n + 1/5)-2 -1, 

2 * (m + 2/5), 

2 * (n + 1/5) 

/ (1 + (m + 2/5) ~2 + (n + 1/5) ~2 + 2/10), 

2/10 / (1 + (m + 2/5) ~2 + (n + 1/5)-2 + 2/10) 

）， 

m, -6, 5), 

n, -6, 5) 

Sequenceコマンドは，それぞれ m,nに関する繰り返しである． Sphereコマンドは，球

面の中心の x,y,z座標と，半径を指定して描かれる．なお， x,y,z座標の分母が共通して

いるのでまとめている．また，図 9を描くには，前節の 4つのレベルの球面について描き，

さらに，中心のx座標の符号をマイナスにしたものを描くことによって，対称性のある図

が完成する
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ò̀
・
 

・・‘
 `

 

．`
亀

』`
．
｀
 

．
 

9
 .

.
 

’5
 

｀
 

I.J!!! ロ
▼ 蝙

， 
9 、ァヽ.. 
｀ 

図 8:(s, t, r) = (2/5, 1/5, 1/10)の球面群 図 9:レベル4までの球面群

3 まとめ

本研究では，位相群SL(2,C)のエルミート行列の集合がなす双曲的構造が可視化できる

ことを紹介した 3次元双曲パターンを可視化するには，ホロ球面を用いるのが有効である．

SL(2，良）は，正定値対称行列と S0(2) で極分解される．位相的には， SL(2, 股)~ H2 X S1 

である同様に， SL(2,C)は，正定値エルミート行列と SU(2)で極分解される位相的に
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は， SL(2,C),::::H3 x炉であるこれらの極分解とその可視化により，行列群としての

群構造の可視化が，今後の課題として期待される．
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