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Takeshi Satoの級数 (2002,revised 2012) 

7r＝｛讐~t(n)x0+｝— ,;'#)x(-1)"間(〗-1『}n+ ；}-1 (NTS) 

ただし t(n)は， t(-1)=0,t(O)=l,および

(n + 1)3 x t(n + 1) = -(2n + 1)(11尼＋ lln+ 5) x t(n) -125州 Xt(n -1) 

で定まる数列である．証明未出版であったところ， H.H. Chan & S. Cooperが式を上記の修正

版にして証明したようだ．

これらの級数を歴史順に並べ， Stirlingの公式より有界になるところを青い字で記そう．級数

(NTS)の緑色の部分は， t(n)の挙動も含めた数値計算より，分母累乗部は概ね 1174n程度のよ

うに思われる．ここで改めて， Ramanujanが最も気に入っていたと言われる (44)を含む 5個の

級数を改めて再掲載しよう．

2⑫~ (4n)! 1103 + 26390n ｛ T = 9801と杓(n!）4 994n ' 

7r= ｛疇l)n123n:` （3n)＇ 13591:5。こ。::n5[]］134n}―19 

T= ｛冒~t(n)x 0 +½-~) x(-1)収｛ふ(〗-1)1『}-19
T = ｛ fこ｛ふt(;)2(〗nー］）（］） ｝ 1 ：n5n } 1 9 

7r= { ：2:旦土巳）｛土旦(;)3}531;2：四｝ー19

T= ｛ご旦]巳) ｛止戸 (;)2ご）｝（一 l)"l畠~}
3 Visualization via Mathematica 

(Ram(44)) 

(Chud) 

(NTS) 

(CCL) 

(CTYZ) 

(CC) 

さて Tの値に合致する精度の高さ順で級数を並べると，どのような順番になるかを見てみよう．

歴史的には，古いほうから並べると

Ram(44) < (Chud) < (NTS) <(CCL)< (CTYZ) < (CC)となる．

最も精度の高い級数を見分けるために， 5個の級数の第N項までの有限部分和を考え， Nを横

軸，無限級数と Tが一致する桁数 (10進法）を縦軸に表示したグラフを描き，有限部分のプロッ

トを比較しよう．
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(Chud)の例で見ると

7r ={心-1)n(6n)！ 13591409+545140134n
n=0 (n!）3(3n)！ (640320)3n+] }-1 

↓ 

7r ={心-1)n(6n)！ 13591409+545140134n 
n=。（n!）3(3n)！ （640320)3n+i }-1 

と考える． ここで各級数の分屈の累乗部分の底を比較すると，その大きさの順番は

(Chud) > Ram(44) > (CTYZ) >(CC)> (NTS) > (CCL)であり，実際には

(Chud)151931373056000n > Ram(44)96059601n > (CTYZ)1225n>概ね (NTS)ll74n

> (CC)317.2炉 ＞ （CCL)4nである．

ここでNを横軸，無限級数と T が一致している桁数を縦軸に表示したグラフを掲載する．この

グラフは Mathematicaの動画教材として講演の際には提示し，自動あるいは手動のいずれでも

点を動かせるものとした．点が動く速さで，その級数が円周率に近づく精度が直感的に把握で

きるようにした．実際には「数論的な精度の高さ」と「収束の速度」という意味はかなり違う

のであるが，まずは「収束の速度」という観点からの考察を実施した．超幾何級数の値は数論

的な観点から言うと，「実数を有理数で非常に精度良く近似できる連分数展開」の関数版である

Hermite-Pade近似の構築が可能な関数であって，その性質の良さが背後に介在していると実は

考えている．
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グラフから読み取れる T に合致する精度の高い順番は

(Chud) > Ram(44) > (NTS) > (CTYZ) >(CC)> (CCL)であるが，

分屈累乗比較結果は

(Chud) > Ram(44) > (CTYZ) > (NTS) >(CC)> (CCL) 

であって，相違がある．
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00 
が現れる．

K' 

ここでRamanujanは無限積 (a;q)00 := IT (1 -aq門を導人し， q=e―7r・i--に対し

n=O 

札(q叫q鸞＝王）§文（い~(2kk')2n
n=O (n!)3 

(6) 

と表し， Kに関し対数微分すると Eisenstein級数P(q)に対し P(qりが見えたところに， Eisenstein

級数の変換公式を適用したのである．つまり

oo nqn 
P(q) = 1 -24 L ~ (lql < 1) 

1-qn 
n=l 

に対し， z=z(x)=2F1(\½ x)とおいたときに， Eisenstein級数の変換公式

P(q2) = (1 -2x)召＋ 6x(l-x)z― dz 

dx 

(7) 

(8) 

を適用した．まとめると Ramanujanの着想は，超幾何級数が周期の比で表せる事実に注目し，

2k 1 1 

~ =2F1(½~ ½ I k2) =z(kり＝ Z 

にEisenstein級数の変換公式と Clausenの恒等式を用いたことと思われる．

1 1 1 OO 

3F2(½辺/ Ix)＝tAn砂， An=
（も）：

1,1 n=O 叫3'  

1 1 OO 

Z = 2F1 (¥ ½ IX)をClausenの恒等式 z2＝因＝ 3凡に代入すると z2= tAnXn, X = 
1 

2=LんX叫
n=O 

00 
dz 

4x(l -x)となる． zをxで項別微分して得られる式は， 2勺五＝〉：nふxn-l・ 4(1 -2x)で，

Eisenstein級数の変換公式

dz 
P(qり＝ （1-2x)召＋ 6x(l-x)z― 

dx 

n=O 

2K 2 

において， zは ，召は
2K 

~, z2 t::t ( ） になる． zをxで珀別微分して得られる式
?T 

dz 
00 

2z五＝と叫xn-l・ 4(1 -2x) 
n=O 

2K 2k2 2k 
を用いると下と（下） と級数が現れ，―ーがうまく『約せて』 Tが級数で表される．

n— 

(9) 

Clausenの公式と精度との関係についてであるが， Clausenの公式を使わないで示されたのは

(CCL)のみであると考えている． 7rに合致する精度の翡さ順は，グラフによると

(Chud) > Ram(44) > (NTS) > (CTYZ) >(CC)> (CCL)であったので， Clausenの公式

によって級数を積表示したことが，精度向上に関連したのではないかと考えている．
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