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概要

時間連続マスター方程式は非平衡統計力学等で用いられ，璽要なクラスの方程式である．本研究では特
に有限状態を有する場合を考察し，連続時間マスター方程式の離散幾何学による定式化を提案する．この
定式化により，一般にマスター方程式は連続の式，詳細釣り合いの条件が満たされる場合ではマスター方
程式は（離散）拡散方程式と等価であることを厳密に示す．

1 導入

マスタ一方程式は連続時間もしくは離散時間で離散状態空間上の分布関数の時間発展を決定論的に記述

し，主に非平衡統計力学分野において，物理系の非平衡過程を記述する時間連続モデルとして用いられる [l].

そして古典系のみならず，量子系やモンテカルロ法への拡張や応用も可能である [2]．離散時間の場合で考

えると，マスター方程式はチャップマン＝コルモゴロフの等式を満たし，マルコフ性をもつ時間発展方程式

であることが理解される．そしてチャップマン＝コルモゴロフの等式の時間連続極限により，時間連続のマ

スター方程式が得られる [3]．時間離散の場合も応用範囲は広く，例えば数理生物学等の分野で，マルコフ連

鎖モデルを使った現象のモデル化が行われる [4]．こういった応用の広さから，マスタ一方程式の基礎数理

の発展は，応用数理の様々な分野の発展に繋がるだろういくつかの未解決問題があるが，その一つとして

次が挙げられる時間連続のマスタ一方程式では，いくつかの場合に近似を用いて偏微分方程式である（空

間連続）拡散方程式が導かれる．拡散方程式は数理物理学で頻繁に現れ，重要な方程式の一つである．では，

状態空間を連続近似しないとき，（空間離散）拡散方程式はどのように定義され，どの条件が満たされる場合

に羽出されるのであろうか

グラフ理論は位相幾何学と相性がよく，物理学や数理工学への応用もいくつかある [5,6]．そのグラフ理

論や位相幾何学を基礎にして無限グラフを含む広範な対象に対し，グラフ上の関数とその内積を導入し，離

散幾何学と呼ばれる体系が整備された［7].現在までに結晶上のランダムウォークや電気回路への応用がな

されている [6,7]．通常の多様体上で展開される微分幾何学では，外微分dが定義され，更に内積が導入さ

れていれば，適当な条件を渦たすとき dの随伴がが誘導される．これらは自己共役演算子であるラプラシ

アンを誘導する．多様体上のラプラシアン， d,dtに加え，更なる演算子が導入され，数学解析のみならず物

理学などに応用されてきた [8]．そういった研究の一つとして，多様体上の拡散方程式（熱方程式）が調べら

れた [9]．離散幾何学の場合においても， dや内積が定義され，従って dの随伴が定義され，ラプラシアンを

誘導する [7,10]．こういったグラフ上の関数に作用する演算子は通常の連続の場合である微分幾何学と同

様に様々な情報を引き出し，種々の応用が生まれると期待できる [7,10]. 

時間連続のマスタ一方程式において，グラフ理論を用いた解析が知られている [11]．マスタ一方程式は離

散状態空間上での力学系であって，離散空間はグラフと相性がよいからである．しかし，近年開発された離

散幾何学の知見は活かされていない．本研究ではそれらの知見を活かすための第一歩として，離散幾何学を

時閻連続かつ有限状態を有するマスター方程式へ適用し，以下を示す：

主張どのマスター方程式も連続方程式の形で書かれる（定理 1).
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主張詳細釣り合い条件を満たすマスタ一方程式は離散拡散方程式と等価である（定理5).

これ以降の本稿の構成は以下である． 2節で離散幾何学の準備， 3節でマスター方程式の議論を行い，上の

主張やそれに付随する命題を示す．物理系での例も示す． 4節で本研究のまとめを簡単に述べるなお，本

稿内容の詳細や，更なる関連文献は [12]を参照して頂きたい

2 準備

本節で次節以降で用いる数学の準備を行う．

グラフ Gをペア G= (V,E)とする．ここで Vは頂点集合 Eは辺集合とする．本稿を通して，グラフは

(i)連結，（ii)向き付けされており，（iii)有限 (#E< oo),かつ，（iv)ループを許し，（v)平行辺は存在しない，

とする．本稿での演算子やその表記の殆どは文献 [7]に従う．

与えられた辺 eEEに対して，その逆終点，始点をそれぞれで， t(e),o(e)と表す．これらの間にt（で）＝ o(e),

o（で） ＝t(e)等の関係が成立する：

・-・ e,  

o(e) t(e) 

● e---.. 
も

t(e) o（e) 

ループ辺 eEEとはo(e)= t(e)なる関係を有する辺であり，平行辺 e1,e2 E E(e1 =/豆）とはo(e1)= o(e叫

かつ t(e1)=t（e2) を満たす辺である．グラフ G=(V,E) の民係数の 0—鎖の群 Co(G) や 1-鎖の群 C1(G)

を

Co(G)：=｛互叩xlaxElR}, C1(G) := t苫叩elaeElR},

とするただし区xEVはV内のすべての頂点xに関して和をとることを表し，どeEEはE内のすべての辺

eに関して和をとることを表す．集合 Co(G)やC1(G)の上の関数が属する集合をそれぞれ

c0(c) := {f: v→艮｝，い(G):= {w: E→艮｝，

と表す． C°(G)はA0(G)とも書くことにし， c1(c)の部分集合を以下のように定義しておく：

A 1(G) := {w E C1(G) I w(e) = -w(e)}, S1(G) := {μ E C1(G) Iμ（で） ＝μ(e)}. 

余境界演算子d:A0(G)→ A 1(G)を線形： d(f斤 h)= dfけ dh,d(afi) = adfi, fぃ/2EA0(G),aE艮

かつ

(df)(e) = J(t(e)) -f(o(e)), (1) 

で定義する．内積〈・，・）v:A 0(G) x A 0(G)→賊，及び(・,．厄： A1(G)xA1(G)→罠を定義したい．ある

mv(x) > 0, mE(e) = m諏） ＞0, VxEV,eEE, 

なる mvEA0(G)とmEE S1(G)を選んで

〈f1,f凶v:＝区f心）h(x)mv(x),
1 

〈 W1' 四〉 E:=~L叫e) 四(e)戸(e),
xEV eEE 

と定義する．定義により内槙は常に mvやmEに依存する．この mvはmEを定めたのち，次のように

余微分やラプラシアンが定まる．余微分dt:A1(G)→ A0(G)を内積に関して dの随伴で定義する．すな

わち，

〈df,w〉E=〈f'dtw〉v・
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具体的には以下である：

-1 
(d如）（x) ＝区 w(e)戸 (e),

mv(x) 
eEE, 

Ex := { e EE I o(e) = x }. 

ラプラシアン△v:A0(G)→A0(G)及び△E:A1(G)→A 1(G)を以下で定める：

△v:=-dtd, △E:=-ddt. 

すると，以下が成立することが確認できる：

〈△vf1,f2バ＝〈fl，△vfりv, 〈△EW1,w2)E=〈W1,△EW2〉E'

更に，ラプラシアン△vのfE A0(G)の作用は xEVで以下のように表すことができる：

(2) 

（い）（x)= ~ e~x (df)(e)匹(e)=~e苔• [f(t(e)) -f(o(e))]戸（e). (3) 

演算dが線形性をもち，（3)から△vは線形である，△v(c1た＋c2h)= c1△vfi+c2△vh, (c1,c2 E JR). 

また，ラプラシアン△v及び△Eは， mv及びmEの指定後に定まることを改めて注意しておく．

3 マスタ一方程式

本節では，まず時間連続のマスタ一方程式の必要最低限の説明し，次にマスタ一方程式を 2節で導入した

空間や演算子で記述する．そして主定理を示すまた例も与える．

マスター方程式とは以下の形の常微分方程式系のことである [1,2, 13] 

か(x)＝一 LW”丑 'Pt(x)＋区 Wx’→xPt(x'), (4) 
炉 (-jcx) X＇（ヂx)

ここでPt(x)E民は時刻 tE艮での離散的な状態 xErにいる確率，か(x)= dpt(x)/dt, Wx→ぉ，を xEr

から x'Erへの単位時間での遷移確率を表し，本稿を通して wは時間によらず一定であるとするまた W

はXXErか(x)= 0なる確率保存則を満たすように選ばれているとする．

3.1 離散幾何学的表示

式（4)をグラフや離散幾何学の言菓で書こう． 与えられたデータ {x},{w”→X'｝に付随したグラフ

G = (V,E)とwE C1(G)を以下のように導入する：

•状態 x を V の元とみなす，すなわち， XE V. 

• w E C1(G)とeEEをw(e)=wx→x'かつ o(e)= x, t(e)＝ごとなるように選ぶ

•与えられた eE に対してで EE とする．但し， W （e) =W”'→のが存在しない場合， W(で） ＝0. 

グラフ G上にPtを以下のように導入する：

• Pt EA 0(G)がマスター方程式の解Pt(x).
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これにより，（4)は以下のように書ける：

か(x)=一 LPt(o(e)) w(e) +区 Pt(o(e))w(e)， ここで炉：＝ ｛e E Elt(e) = x}. (5) 
eEE, eEE" 

式 (5)と(4)の対応は次に述べるように明らかである．式 (5)での初めの（つまり eE Exでの）頂点 o(e)

と次の（つまり eE Ex・での）頂点o(e)はそれぞれ (4)における xとがに対応するまた，（5)での初めの

w(e)と次の w(e)はそれぞれ (4)における Wx→の＇と wが→ェに対応する．式 (5)はグラフの構成の仕方か

ら以下のように更に変形できる．与えられた xEVとeE Exに対して次のような e'EExが存在する：

e 

x=t(e)=o(e'）， つまり /--．． 
囀一

X1 e'X  

これにより， o(e)= t(e')及び e＝アであるから (5) の ~eEE'... の部分は以下のように書ける：

こ叫o(e))w(e)＝と叫t(e'))w（e'). 
eEE' e'EEェ

この書き換えを用いて以下を得る：

か(x)=ーと It(e), It(e) := Pt(o(e)) w(e) -Pt(t(e)) w（e). 
eEEa• 

(6) 

ここで (6)のエtの性質を調べようすべての eEEに対して o（e)= t(e), t(e) = o(e)，も＝ eであるから

It（e) = Pt(o(e))w(e) -Pt(t（e))w（后） ＝Pt(t(e)) w(で)-Pt(o(e)) w(e) = -It(e), 

となる．よってItEぶ (G)であり，余微分dt:A1(G)→A0(G)のItに対する作用が定まる．

定理を述べるために記号を準備する． VとE上の関数

l v EA 0(G), lE E S1(G), 

をすべての xEVとeEEで，

lv(x)=l, lE(e)=l, 

が成宜するものとする．また以下も用いる． OvEA 0(G)と〇EEs1(G)をすべての xEVとeEEで

Ov(x) = 0, OE(e) = 0, 

を満たすものとして定義しておく．

以上の準備のもと，以下の定理が得られる．

定理 1.3（マスター方程式と連続の式）． mv= lv，及びffiE=lEとおく．すると (6)は

か＝ dt'It. (7) 

証明．余微分の表示(2)においてmv=lv,mE=lEの場合，任意のxEVで(d立t)(x)=—区eEE,It(e).

これと (6)を比べ， xが任意であったことを使うと題意が示される． ロ

注意 2.連続体力学との対比では，（7）は以下に説明するように連続の式に対応するなお，微分幾何学を

使って連続体力学を記述する際 dとかを外微分とその随伴として div＝ー出なる演算子が定義される．

離散幾何学の場合でも divをdiv:A 1(G)→A0(G)をdiv=-dtで定めれば，（7)はか＋divit= 0であ

り，連続の式とみなすことができる．
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注意 3.確率保存則を以下のように確かめることができるまず，（7)とd↑がdの随伴であることにより，

区か(x)=〈か， lv〉v=〈dt互 1〉v=〈互 dlv〉E・ (8) 
のEV

この (8)の最右辺がゼロであることを示す．まず lvの定義と dの定義の（1)により任意の eEEに対し

(dlv)(e) = lv(t(e))-lv(o(e)) = 1-1 = 0. (9) 

すなわち， dlv=OE.これにより，〈'It,dl V厄＝〈'It,0 E〉E=Oとなり，（8)の最右辺は消える．

3.2 詳細釣り合い条件を満たす場合

この小節では，マスター方程式をある条件を満たす場合を考察することにより，定理1が変数変換と内積

の重みをうまく選ぶと，拡散方程式と等価であることを示す．ここで「ある条件」とは， 「詳細釣り合い条

件」と呼ばれる条件である．その後，導出された拡散方程式の性質を述べる．

詳細釣り合い条件とはpeqEA0(G)があってマスタ一方程式における wE C1(G)が任意の eEEで

peq(o(e)) w(e) = peq(t(e)) w（で）， (10) 

を満たす場合のことをいう．本小節では詳細釣り合い条件は常に満たされるとし，更にどんな xEVに対

しても p0q(x)=/ 0と仮定する．任意の xEVや eEEに対して以下のように置く：

mv(x) = p0q(x), mE(e) = w(e)p叫o(e)).

この (11)のとき，ラプラシアン△vは以下で表されることが代入により確かめられる：

補題 4.ラプラシアンの表示 (3)において (11)の場合は

（ふf)（x)＝区 w(e)[J(t(e)) -f(o(e))]. 
eEEx 

以下が本稿の主定理である：

(11) 

(12) 

定理 5.（拡散方程式）．マスター方程式が詳細釣り合い条件を満たし， peqE A0(G)が与えられており，条

件peq(x)=J 0をどんな xEVでも満たすとする．このとき，ゆtEA 0(G)を

Pt(x) = p"q(x)ゆt(x)

となるように定義し，内積の重みを (11)で定める．このとき印は以下を満たす：

炒t=△v心t・

(13) 

(14) 

証明．式 (13)を(6)へ代入し，条件 (10)による w（で） ＝peq(o(e)) w(e)/peq(t(e)）を用いると任意の xEV

で

d 
Peq(x)面四(x) 区 w(e)［Peq(0(e)） 

eEEx 
p四 (t(e))

peq(t(e))'l/Jt(t(e)) -p叫o(e)）叫o(e))]

~ w(e) [p呵o(e))叫 t(e))-p呵o(e)恥 (o(e))].
eEEx 

両辺を Peq(x)で割り，そして区xEEx［・・・］の中ではpeq(x)= peq(o(e)）であることを使うと，

d 
叫 x)＝ 区 w(e)[ 1/Jt(t(e)) -1/;t(o(e))]. 

dt eEEx 

ラプラシアンの表示 (12)とxが任意であったことから (14)が得られる． ロ
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注意 6.式（14)wは左辺に時間微分，右辺にラプラシアンが現れ，本稿では (11)を（空間離散）拡散方程式

と呼ぶ

注意 7．確率保存則を以下のように確かめることができる．まず (13),(14)，及び内積の定義等から

d 
面LPt(X)＝LP叫）か(x)＝〈△げt,l V〉v=〈印，ふlv〉v・

xEV xEV 

上式最右辺での△vlvをdとかで書くと△vlv= -dt dlvであり，さらに (9)から dlv= OEである．

式 (2)から dtoE= Ov.よって△vlv= -dtoE = Ov.これから〈印，△vlv〉V= 0. 

また，リアプノフ関数が見つかり，以下が証明できる [12]: 

limp心） ＝peq(x), Vx EV. 
t→~ 

(15) 

性質 (15)を緩和というまた，（15)を踏まえ p四を平衡分布関数と呼ぶ．緩和に付随して以下がいえる：

命題 8.(KLダイバージェンスに対する不等式）．

d 
-D( 
dt 

Pt II Peq) <::'. 0, ここで D(PtllPeq)：＝区Pt(x)ln
xEV 

証明．時間微分を実行し (13)を使うと，

d 
Pt IIPeq)＝区p叫）叫1+In叫 x)).~D(pt IIPeq) =),peq(x)~ 

dt 
xEV 

Pt(x) 
p匹 (x)．

この等式に不等式 l+ln~ <::: ~, (~ 2: 0)，心t(x)2: 0, (14)，等を適用して以下を得る：

蓋D(PtIIPeq) <:'.又P叫）炒凸(x)=〈 ~t, ゆt)v =〈△v叫，心占＝ー〈d心t,d山〉E・

xEV 

不等式〈dゆt,d'I/Jt〉E20を上式の最右辺に適用すると題意が示される． ロ

ラプラシアン固有値問題とその応用

ラプラシアンの固有値問題の解析は，通常のリーマン幾何学ではよく知られており，離散幾何学での対応

物を調べる問題は基本的であるまた，拡散方程式 (14)は線形であるため， A0(G)や A1(G)等は以後全て

（実）線形空閻とする．また有限グラフを考えているので有限次元の線形空間である．この場合，固有値問題

の解とそれに関わる情報がどのように拡散方程式 (14)の解の表示に現れるかを以下で概観する．

ラプラシアン△v:A 0(G)→A0(G)は計量線形空間に作用する線形演算子である．ここでも mvやmE

は(11)で定まっていることを注意しておく．以下の補題は後の解析で役立つ．

補題 9．固有値問題

△v叫;)=入り）叫;), (16) 

において sでラベル付けされる固有値入いは実数で特に，入い :S0である，ここで¢い EA0(G)は恒等的

にゼロにならないものとするまた，｛叫ヅ｝は A0(G)を張る基底になり，以下の正規直交系に選べる：

｀，咋＇）八＝ ｛ ； :~ :: 
特に O—固有値入屈＝ 0 に付随する正規化された固有関数¢翌は

(0) 
¢v = 1 v. 
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証明．固有値がゼロではないと仮定する，対り＃ 0.そしてすべての叫グ（-=/Ov)に対して (16)を使うと，

Xじ）〈るじ），盈じ）〉v＝〈＼じ）厄じ），るじ）〉v＝〈△v屡じ）,¢じ）〉v=-〈d¢じ）， d¢じ）〉E.

仮定の犀 =JOvより，〈卯，卵〉 V E民及び〈d贔似， d員り〉 EE民だからバげ EJR. そして

〈 d汀， d¢~) 〉 E>O より

汀〈認），汀〉 V=―〈d卯， d訊り〉 E 5 0 (17) 

かつ 5;~) ヂ 0, 〈ぶじ八贔り〉 ＞0,〈d¢い， d贔い〉 ＞0を(17)に使うと x(s)＜ 0．よって固有値がゼ
E 

ロである可能性を含めると， 5:0)::; 0.線形変換△vは計量線形空間の正規変換であることが確かめられ

（△し△v＝△v△し），線形代数学の一般論を適用すると，△vの固有ベクトルからなる正規直交基底が存在

する [14].1 V が正規性をもつゼロ固有関数であることは以下のように示される：

〈lv,Iv〉v=LPeq(x) = 1, 及び △vlv = -dtdlv = -dtoE = Ov. 
xEV 

口

補題9を用いて以下を示すことができる．

命題 10.（固有分解）．｛入い｝sENvを0ではない， sENvでラベル付けされる△vの固有値全体とする．

すると (14)の初期値問題の解は aCs)(O)E民を定数として

印＝区砂(0)e―|心 |tq;似＋ lv・ (18) 
sENv 

証明．証明は空間連続の拡散方程式のフーリエ解析と同様の手順で行われる．適当な実数値をとる時間tE艮

の関数a(s)晨→艮（ただし sはゼロ固有値も含むすべての固有値のラベル），及び補題 9を使って拡散方程

式の解心tを以下のように展開する：

心t＝と砂(t)</Jい＝と砂(t)犀＋a(Ol(t)碍
sENv 

この展開を (14)へ代入し，内積を叫りととること，補題9の正規直交性や入い:::;0を使って以下を得る：

-a(s) ＝入い叶）， つまり a位）（t)= a (sl(o) e―|点|t. 
d 

dt 

特にゼロ固有値については任意の時刻 tでa(0l(t)= a(0)(o)．これと (15)による limt→00ゆt= lvにより

a (O)(t)碍＝ lv.よって証明が完了する． ロ

命題10において△vのゼロ固有ベクトル叫り＝ lvは平衡状態に対応する．一方，非ゼロ固有ベクトル

は非平衡状態に対応し，非ゼロ固有値は緩和への収束を特徴付ける．

本稿でラプラシアンは 2種類導入された．その固有値に関して以下が成立する．

命題 11.（超対称性）．ラプラシアン△vと△E の0以外の固有値は全て一致する．

証明．文献 [8]にある手順と同様にして証明される [12]. 口

命題 11により△vと△E の非ゼロ固有値は区別する必要はないそして，拡散方程式 (14)から A1(G)

上の拡散方程式も得られることを注意しておく：

d~t =• Ed1Pt• 
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期待値に対する閉じた方程式

物理学では分布関数が与えられたとき，物理量の期待値が従う時間発展方程式を知りたい場合がある．こ

こではそのような方程式を期待値方程式と呼び，それが厳密に導出されるクラスを以下で与える．

マスタ一方程式の解Pt=Peq山と o(o)EA 0(G)が与えられたとき， o(o)の時刻 tE沢での期待値は

以下のように書くことができる：

麟 O)l(t)＝区Pt(x)0(0l(x)=〈心t'o(o)〉・
V 

xEV 

このとき，（18)もしくは (15)から t→ ooでは

〈 〉V
凰 E[o<0l](t)= LP叫） C)(O) (x) = ¥ 1 V, C) (O)) V .  

xEV 

本稿では o(O)を（頂点上で定義された）物理量と呼ぶことにする．任意の時刻tについては系を制限すれば

期待値の時間発展を厳密に議論することができる特に以下のような力学系が厳密に導出される：

命題 12.（期待値方程式）．物理量 o(o)の時刻 tでの期待値 JE[O(Ol](t)を〈 O(O)〉V(t)と書くとする．以

下の 2条件を考える．（1）0(O)そのものが時間に依仔しない場合，（2)1Nvl=lと非ゼロ固有値の数がた

だ 1つの場合で，それを入 (1)(<0)と表す．この条件2つを同時に満たすとき〈 O(O)〉v(t)は以下の民上

の常微分方程式系の解になる：

i〈0(0)〉＝砂(〈0(0)〉-〈0(0)〉eq eq 
dt 

， ここで o(O) (X)peq(x)． （19) V) 〈入＝〉び0)

xEV 

証明．変数〈('.)(0)〉V(t)の時間微分を計算すれば証明できるまず，微分を実行して

d 面〈('.)(O))V(t)=〈心t,a(o)入＝〈いい(t)¢い，('.)(0)入＝入(1)砂(t)〈¢い，('.)(0)〉V
上式最右辺は〈('.)(0)〉V(t)で書きかえることができる．その書き換えのために

〈('.)(0)〉（t)=〈a(1)(t)馴＋ lv,('.)(O) j V = a(l)(t)〈¢炉， ('.)(O))V +〈('.)(0)〉：＼
を用いると題意が示される． ロ

なお，（19)の解は以下で与えられる：

〈('.)(0)〉（t)= e―|入 <1)It〈o(o)Jv(O)+(1-e―|入(l)It)〈('.)(0)〉:q.

動的イジング模型での例

動的イジング模型（もしくはキネティックイジング模型 [13])とは平衡状態で定義された古典イジング模

型を拡張し，時間発展を導入したモデルの一つである．ここでは熱浴にスピン 1つが存在する単純な模型

[15]を考察し，本稿で定式化した方法がどのように機能するかを概観するまずその模型を導入しよう．

定義 13.び＝士1をスピン変数と呼び，平衡分布関数 p門(a)が与えられているとする．分布関数pぃ（a)の

発展方程式は以下で与えられているとする：

か，1(u)= -w •• -,,Pt,1(u)+w~,,• ,,p(-u), u =土1. (20) 

ここで， wl_l→1E艮及びWi→-1E政は詳細釣り合いの条件を満たす tによらない定数とする．すなわち，

叫→一,,P~q(a) = w:_,,• ,,P~q(-a), (21) 

この力学系を本稲では（スピン間結合なし）動的イジング模型と呼ぶ．
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以下では本稿で議論した一般論のいくつかを，この動的イジング模型に適用する動的イジング模型 (20)

でのグラフ表示は

e ＇ 
•こ•, ｛e'}=E1, {e"}=E-1, w(e')=wL_,_1, w(e")=wl_1→1・

(J = 1 e " (J = -1 

変数叫IEA 0(G)を(13)に従い

Pt,1(cr) = P？位）叫1(cr), び＝土1,

と導入するこの変数ゅt,Iの満たす方程式は上式の (20)への代入と（21)により

如，1位） ＝叫→ー"[1/Jt,1(-er) -1/Jt,1(cr) ], er=士1,

である．右辺を (12)と比較することにより，上式は (14)の拡散方程式であることが確認できる．補題9は

このモデルの場合どのようになるかみるために行列表示

(t:i=~~) = Mi (~:::i=~~), ここで MI :＝（ -W-1→+1 
W+l→-1 二；：），

をとる．すると M]の固有値

刈0)= 0, 入il)= -(W+1→-1 +w-1→+1), 

は確かに実数であり，固有ベクトルは以下である：

（：苓:;;~~~) = (~), (:r:;~~~) = CJ (-W~c→+:1), ここて CJ:= [u~l(w ；→一U)2p『（CT)] ― 1/2
正規直交性は例えば以下のように確認できる：

〈叫0)，叫0))V =区芹（び） ＝1, 
6＝士1

〈叫0),cf>い〉＝ ど 叫 ゜ )(CT) 叫叫） p~q（CT)= ci[ W~l→+1印(-1)-w~l→-1庁(+1)] =0, 
V 

6＝士1

ここで p『の規格化条件や (21)を用いた

モデルを更に具体的にしてみよう．文献[15]ではパラメーター 0E lE., 1 E lE.十を用い

p~q （び；〇） ＝ 
exp(0u) 

2cosh0' 
w~→一u(0,,) = i(l -

2 
(1-utanh0), 

が選ばれているここで 0は逆温度に比例し， 7は緩和を特徴付け，時間の次元を有する．この時，非ゼロの

固有値と固有ベクトルは以下である：

副＝,, (：冒：［）＝釘(O,T);（＿11十＋t:二゚。），
命題12を用いて期待値方程式を導出しようここでは物理量 o(O)として o(O)（グ）＝びの場合を考える．

この場合，時間の関数である期待値〈ぴ〉V(t)が従う力学系が次のように得られる．まず入(1)＝ー,,かつ

位〉tq=L庁 (u)u= tanh(0), 
〇＝士1

である．そして，（19)の適用により以下のように期待値方程式が得られる [15,12] : 

d 
-〈叫v=-7(〈ぴ〉v-tanh0). 
dt 
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4 結語

本稿では [12]に従い，非平衡統計力学で用いられる時間連続のマスター方程式において，特に有限状態を

有する場合について離散幾何学を用いた定式化の解説をした．まずマスター方程式を離散幾何学の手法で

記述することが可能で，一般の場合と詳細釣り合いを満たす場合で論じた．特に詳細釣り合い条件を満たす

場合，（離散）拡散方程式とマスタ一方程式が等価であることを示した．これらを例示するため，動的イジン

グ模型での解析例を示した拡散方程式が広いクラスのマスター方程式から導出されたことは意義深いで

あろうなぜなら拡散方程式はいろいろな数理で現れ，さまざまな数理的知見が既に知られているからであ

る．離散拡散方程式の数理をマスター方程式の数理へと組みこむことは，マスター方程式の適用される非平

衡統計力学やその他の分野の数理の発展に繋がると期待できるまた，本稿で示した離散幾何学の手法を時

間離散や無限状態を有するマスター方程式系の定式化に使ったり，古典系のみならず量子系や無限系に拡張

するのは重要になるであろうこれらは離散幾何学の知見をそれらの系の定式化に取り込むことにつなが

り，発展した離散幾何学の数理的手法によって他種多様な現象を記述するマスター方程式の解析を可能にす

ると期待できるからである．
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