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化学反応平衡状態への収束速度にパラメータの増加が及ぼす

影響に関する解析
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化学反応ネットワーク (ChemicalReaction Network: CRN)において反応が定常状態へ至る速

度は，触媒反応の寿命の評価 [l] やシグナル伝逹系•免疫系の応答速度解析 [2] など，化学工学や

生化学でみられる CRNの現象を解明するために，理論や実験の双方で利用される定量的性質の一

つである．

本論文では， CRNの各 complex（化学反応式の左右に現れる反応物と生成物の総称）が，単一の

物質からなる線形反応ネットワーク (LinearChemical Reaction Network: LCRN) と呼ばれるクラ

ス [3][4]を対象とし，温度や電圧に対応する制御パラメータの増加に伴う定常状態への収束速度

の増減について考える．このとき， CRNの各反応の反応速度定数は，制御パラメータに関して指

数関数的に増加することを仮定する [6].LCRNに関与する物質の濃度のダイナミクスを記述する

質量作用に基づく常微分方程式 (OrdinaryDifferential Equation : ODE)モデルは，定数係数線形常

微分方程式 (LinearOrdinary Differential Equation : LODE)で与えられる［5]. したがって， LCRN

の定常状態への収束速度は，その係数行列の第二固有値（実部が最大の非零固有値）によって評

価できる [3][4]．今，各反応の速度定数は，パラメータに関して指数関数的に増加するため，パラ

メータが増加するにつれて，各反応の速度も増加すると考えられる．故に，パラメータの増加に

伴い， LCRNの定常状態への収束速度は加速し続けるものと予想されるが，その加減速性の理論

的な解明は，著者の知る限り行われていない．

そこで本論文では，制御パラメータの増加に伴う LCRNの定常状態へ至る速度の加減速性を，そ

の第二固有値のパラメータに関する極限値に基づき，理論的に考察することを試みる．ここでは，

水の電気分解における電極触媒の劣化のメカニズムを記述する CRN[l]を一般化した，散逸反応

を伴う環状構造の CRNを対象とし，上で述べた予想について考察する．水の竜気分解における電

極触媒は，燃料電池や水素発生システムの中核技術として，近年盛んに研究が行われている．一

般に，電極触媒は，印加電圧の上昇に伴い各反応の速度が増加するため，溶出や劣化が加速する

と経験的に考えられている [l]. これは，その劣化のメカニズムを記述する CRNの定常状態への

収束速度が，印加電圧に対応するパラメータの増加に伴い，加速することを意味する．印加電圧

の上昇によって，溶出や劣化が減速するような高効率な電極触媒の開発は，電気化学において重

要な課題の一つである．したがって，散逸反応を伴う環状構造の CRNの収束速度の増減について，

理論的な知見を与えることは， LCRNの定常状態へ到達する速度にパラメータが及ぼす影響を考

察するだけでなく，電極触媒の開発へも貢献すると考えられる．

本論文は，以下のように構成される．第 2章では， Feinberg[5]に基づ<,CRNの定式化とグ

ラフ表現，および， CRNのダイナミクスを記述する質量作用の ODEモデルを述べる．このとき，

CRNの各反応の反応速度定数は，制御パラメータに関して指数関数的に増加することを仮定する

[6]．また，その ODEモデルの行列を用いた表現について述べる [5]．第 3章では， LCRNを定義
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し，そのダイナミクスを記述する LODEモデルについて述べる [3][4]．また， LODEの係数行列の

固有値および固有ベクトルに関する性質を述べるとともに，その解表現を与える [3][4][7][8]．第

4章では，パラメータの増加に伴う LCRNの定常状態への収束速度について，加速，減速，定速

性を，その第二固有値のパラメータの極限値に基づいて定義する．第 5章では，散逸反応が伴う

環状構造の CRNを与え，制御パラメータの増加に伴う定常状態への収束速度の加減速性に関する

本論文の主結果を述べる．この結果の証明は，第 6章にて与えられる．

2 化学反応ネットワークの数理モデル

Feinbergの理論 [5]では， CRNを以下の 3つの集合の組g:= (S,C,'R）で表現する：

1. S: n個の物質の集合であり， S:= {X1,...,Xn}と表す．

2. C : complexes yの集合であり， C:= {y(l),...,y(m)}と表す．

3.'R:反応y→ y'の集合であり，適当に順序付けを行い， 'R:= {y(r1)→ y(Ti),...,y(rR) • y(r~)} 

と表すこともある．ただし， rj,r1E {1,...,m}, j = 1,・・・,Rである．

ここで， complexyEC は yぃ•.， Yn E Z;:,,oを用いて Y1ふ＋・・・＋Ynふと表され，反応y→y'E'R 

はcomplexyが反応し， complexy'が生成されることを表す．このとき， yを反応物， y'を生成物

という．また，物質X1,...,Xnの順序は固定されているので，以下， yECはその係数のみを用い

て y=(yl,•·•,Ynf と表す．すなわち， CRN に関与する物質 Xi,... ，ふを配の標準基底と同一視

する．

CRNgのダイナミクスを記述する数理モデルを述べる．物質X1,．．．，ふの各濃度を並べたベク

トルを X= (X1,・・・,Xn汀E即とする．このとき， CRNgにおける各濃度の時間変化 x(t),t ~ 0を

質量作用によって記述する ODEは次式で与えられる [5]: 

d 
"7X(t) = f(x) := 
dt 

〗い(E)年 (t).. ．心(t)(y'-y), Vt~ 0. (1) 

y→y'E'R. 

ただし， ky→y'(E)は反応y→ y'ERに対応する反応速度定数であり，次式で与えられるものとす

る[6]: 

ky→y'(E) := ky→y'exp(My→y'E), VEE良， Vy→y'ER (2) 

ここで， EEJR.は制御パラメータで，温度や電圧に対応する．また， ky→yは正定数であり， My→y'

は反応速度定数ky→y,(E)に対する，パラメータ Eの依存性を表す非負定数である．

特に， ODE(l)は，解の非負値性 (resp．正値性）を保証していることが知られている [5][9][10].

つまり，初期値x(O)E覧。 (resp.x(O) E JR.品）に対して，全ての解 x(t)は，任意の時刻 t;::0に対し

て覧。 (resp.JR.邸）にとどまっている．

次に， Feinbergが用いた行列表現について述べる［5]. そのために， nxm行列 Yとmxm行列

L({J) := [lij]因ぷm, および，写像↓：翌。→鰐oを，それぞれ次式で定義する：
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(3) 

i,j= 1,...,m, (4) 
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軋x):=|打叶'(ll,...,日叶'(m)r.
i=l i=l 

(5) 

このとき， ODE(l)の右辺は次式で表現できる：

f(x) = ~ い (E)年・・・心(y'-y)= YL（砂（x). (6) 

y→y'E'R 

最後に， CRNgのグラフ表現について述べる [3][4][5].CRN (Jにおいて，各 complexを頂点と

し，各反応y→y'E'Rに現れる矢印（→)を有向辺とすると， gは有向グラフとみなすことがで

きる．このとき，各連結成分を linkageclassといい，全ての linkageclassesが強連結であるとき，

gは， weaklyreversibleであるという．また， gの強連結成分 AcCに対して， yEAかつ y→y' 

であれば，必ずy'EAであるとき， Aはterminalstrong linkage classであるという．

3 線形反応ネットワークの定義と定常状態への収束性

本論文では， S= C = {Xi,...,Xn}を満たすCRNgのクラスを対象とする．このクラスの CRNg

は線形反応ネットワーク (LCRN)と呼ばれる [3][4]．このとき， S=Cより， Y=[X1,…,Xn] = In 

および1/J(x)= [xi,...，ふlT=xなので， LCRN@'のODE(l)は次式の LODEで表現される：

d 

dt 
~x(t) = YL({]'),ft(x(t)) = InL({]')x(t) = L({]')x(t), Vt~ 0. 

ただし， Inはn次の単位行列である．

(7) 

LODE(7)の非負値解x(t)E 認。， Vt~ 0について考える．ここで，一般の CRNgに対する，（4)

で与えられる行列 L(g)の固有値および固有ベクトルについて，次の命題が成り立つ [3][4][5].

命題 1 CRN (]に対する行列 L(g)の固有値および固有ベクトルについて，次の 2つの性質が成り

立つ：

1.行列 L(g)の相異なる固有値を，実部の大きい順にふ(E)E IC,i = 1,...,k(l :-S: k :-s; m)とすると，

次の不等式が成り立つ：

Re（心（E)）三・・•~ Re（心（E))<,l1(E) = 0. (8) 

ここで，固有値ふ(E)の代数的重複度を miとおくと， m1+ ・・・ +mk = mを満たす．

2. gのterminalstrong linkage classesをA;,i = 1,...,sとすると， dim(ker(L({J)))= s = m1（零固

有値の固有空間の次元）である．さらに， ker(L({J))の基底ベクトルviER叫 i= 1,...,sを，以

下の条件を満たすように選ぶことができる：

Vi ER贔かつ supp(vi)= Ai, i = l,..., s. (9) 

ただし， XE記に対して， supp(x):= {X; E Clx; -:f:. 0}である．

命題 lの2から， LODE(7)は，常に非負値平衡点の集合ker(L({}'))n JR.贔をもつことが分かる．

さらに，命題 lから， LODE(7)の非負値解x(t)E翌0,Vt;:=:: 0を次式で表現できる [3][4 ][7][8] : 

x(t) = exp(L({}')t)x(O) = VPx(O) ＋ ~exp（ふ（E)t)M;(t)x(O), Vt;:=:: 0. (10) 
i=2 
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ここで， Mi(t)E JR.nxn, i = 2,..., kは，次式のように各成分がmi―1次以下の時刻 tの多項式からな

る行列である：

m，ー1 ．tl こ，Ml(t) ：＝ --;-（ふ(E)In-L({J'））峨， Vt~O, i=2,...,k. (11) 
j=O 

J! 

ただし，屯， i= 1,...,kは配から ker(（ふ（E)ln-L({J')r;)への射影行列である．また， V ・-

[v1,.... Vs] E Rnxs(resp.P := [Pl,•••,Psf E Rsxn)は，ベクトル viE配 (resp.p;E配）， i= 1,...,s 

が， ker(L((J'))(resp. ker(LT ((]')）の基底，かつ，

p, • V] ＝｛1, i = j, i, j = l,．．．， S 

0, it-j, 

を満たすように構成される行列である．

(12) 

LODE (7)の解表現 (10)より， LCRN@'の定常状態への収束性に閲して，次の定理が成り立つ

[3][4]. 

定理 1全てのLCRN(}'は，定常状態に収束する．すなわち， LODE(7)の全ての非負値解x(t)E良贔

は，初期値x(O)によって一意に定まる非負値平衡点ヌ：＝ VPx(O)E ker(L(@')) n JR~。に収束する：

lim x(t)＝x = VPx(O). (13) 
t→+oo 

4 パラメータの増加に伴う収束速度の加減速性の定義

本論文では，制御パラメータ EERの増加に伴う LCRN(}'の定常状態への収束速度の変化を，

理論的に考察する．

前章で与えた LODE(7)の解表現 (10)より， LCRN(}'の定常状態への収束速度は，行列 L(@')

の第二固有値A2(E)の実部Re（心（E))よって評価できる．したがって，パラメータ Eの増加に伴う

LCRN@'の定常状態への収束速度の加減速を考察することは，変数Eの増加に伴う Re（心（E））の

増減を解析することと等価である．

特に本論文では，制御パラメータ Eを増加した場合の LCRN@'の定常状態への収束速度の増減

を，第二固有値の極限値 limE→+00わ(E)に基づき，次のように定義する．

定義 1 行列 L(@')の第二固有値A2(E)に対して，パラメータ EE良の増加に伴う LCRN@'の定常

状態への収束速度の変化を，以下の 3つに分類する：

l. gの定常状態への収束速度は加速する： limE→+ooRe(J2(E)) = -oo. 

2. @'の定常状態への収束速度は減速する： limE→+ooRe(J2(E)) = 0. 

3. @'の定常状態への収束速度は定速になる：負の定数AE (-oo,0)が存在して， limE→+ooRe（心（E))= 

瓦

定義 1で定めた， LCRN@'のパラメータ Eの増加に伴う定常状態への収束速度の変化について

説明する．

定義 lの1の場合， limn→+00島＝ ＋ooとなる増加列｛島｝nENCRが存在して， limn→+ooRe（わ（En))=

-oo, かつ，

0 > Re(J2（島）） ＞Re（心（En+1)), Vn EN (14) 
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とできる．よって， LODE(7)の非負値解 (10)より， En+1の場合の非負値解は，島の場合よりも速

く非負値平衡点へ収束することが分かる．この意味で， gの定常状態への収束速度は，パラメー

タEの増加に伴い，加速していることが分かる．

定義 lの2の場合， 1の場合と同様にして， limn→+ooEn= +ooとなる増加列 {En}nENC良が存在

して， limn→+ooRe(,-1,z(En)) = O, かつ，

Re(,12(En)) < Re(,12(En+1)) < 0, Vn EN (15) 

を満たす．したがって， En+lでの LODEの非負値解は，島での場合よりも遅く非負値平衡点へ収

束することが分かる．この意味で， gの定常状態へ至る速度は，パラメータ Eの増加に伴い，減

少していることが分かる．

定義 lの3の場合，明らかに， gの定常状態への収束速度は，パラメータ Eが増加するにつれ

て，ある一定の速度に近づいていくことが分かる．

5 散逸反応を伴う環状構造の化学反応ネットワークの収束速度の加減速性

本章では，以下の CRN(16)で与えられる， n= l + lとした散逸反応を伴う環状構造の LCRN

@1 := (S1,C]沢］）を対象とし，パラメータ Eの増加に伴う定常状態への収束速度の加減速性を，定

義 lに甚づき，特徴づける．

~ Xl+l 

／ク Xl---ふ

(l-1 ¥ 

X3 
／ 

・・・・・・・・・X4--

ここで，に 2であり，三つの集合 S1,C1爪1は次式で与えられる：

S1 =C1 ={X1,...,X:叫，

'R1 = {X1→ X五 •.,Xl →X1,X1→ X叫・

この LCRN{}1に対応する行列 L（釦） E良(l+l)x(l+l)は，次式となる：

(16) 

(17) 

(18) 

-k1(E) 

k1(E) 

L(@1) = 

0

0

 

幻(E)

゜
0

0

 

-(kz(E) + ko(E)) 0 

ko(E) 

゜

(19) 

ただし， XI→Xぃを 0,XI →X1をl,Xi →X;+l, i = 1,...,l-1をiと，それぞれ同一視する．

まず，定理 lから， LCRN(}1に対する LODE(7)の非負値解 x(t)E誕闊の収束性に関して，次

の定理が成り立っ．
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定理 2 LCRN (}1に対する LODE(7)の全ての非負値解x(t)E尉闊は，非負値平衡点天＝ （0,...,0, 

功 (0)+... + X1+1CO)l ER似に収束する．つまり， 1imt→+oox(t)＝天である．

証明 LCRN(}1は，明らかに，唯一つの terminalstrong linkage class {X1+1}をもっ．よって，命題 l

より， dim(ker(L((J)))= 1である．また，（19)より， V= [0,..., 0, lf E良(l+l)xlかつ P= [l,..., l] E 

砂 (l+l)と選ぶことができる．したがって，定理 lから，全ての非負値解x(t)E良し］は，非負値平

衡点i:= VPx(O) = (0,..., 0, x1 (0) + ・ ・ ・ + X/+1 (O)fに収束することが示される． ロ

次に，パラメータ EERの増加に伴う g1の定常状態への収束速度の変化を考える．まず，コン

パートメント行列の性質 [8]から，行列 L((J1)の第二固有値 l2(E)に対して，次の補題を示す．

補題 1行列 L((J!）の第二固有値心（E）は，負の実数値かつ単純根である．

証明行列 L(g!）の特性方程式は次式となる：

det(J/i+1 -L((J1)) = Jdet(,l/z -£((]1)) = 0 (20) 

ここで，行列且g]）ERlxlは，行列 L(g])から l+ 1ー行と l+ 1ー列を除いた，次式で与えられる小行

列である：

-k1(E) 0 k1(E) 

k1 (E) -k2(E) ・ ・ ・ 0 

L((J1) = k2(E) 

゜
(21) 

0

0

 
-(k1(E) + ko(E)) 

このとき，行列 ugI)は既約なコンパートメント行列 [8]，かつ，

det(L({J1)) = ko(E)k1 (E) ・・ •Kl-1(E) ＃ 0 (22) 

を満たすことが分かる．したがって，文献 [8]の定理 11.10およびその系から， L(g]）の最大固有

値は，負の実数値かつ単純根である．これは，行列 L(g]）の第二固有値,l2(E)が，負の実数値かつ

単純根であることを意味する． ロ

ここで，以g])の特性多項式

g(A) ：＝ det(AlI-L(g]）） ＝ A/ +al-1(E)Al-1 +... ＋釘(E),ll＋仰(E) (23) 

の各係数a;(E)i = 0,..., l -1は，次式で与えられる：

ao(E) ＝（旧exp({〗小），

a,（E) ＝ (Jl :-l)CIK。[〗lkjplexp[｛関＋国1M十l

+ （jl :!）CIil]に］exp[｛Ml+ l苫1Mlp卜］

(24) 
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＋ こ［甘もPド［｛正）El,i = 1,．．．，l-2, （25) 
U,,...,j,_;)cI ¥p=l } ¥ ¥ p=l 

如 (E)＝図もexp(M伍）．
j=O 

(26) 

ただし， I:={1,2,...,l}である．

この特性多項式 (23)の係数a;(E),i = 0,..., l -lと補題 lから， LCRN{]1のパラメータ Eの増

加に伴う定常状態への収束速度の増減について，本論文の主結果である，次の定理が成り立つ．こ

の定理の証明は，第 6章にて与える．

定理 3 パラメータ EE良の増加に伴う g1の定常状態への収束速度の加減速性に関して，次の 5

つの性質が成り立つ：

I. Mo;?: Mzとする．このとき，全ての i= 0,..., l-1に対して Mi> 0ならば， g1の定常状態へ

の収束速度は加速する．

IL M。口 Mlとする．このとき， Mi=0となる i= 0,..., l-1が存在すれば， g1の定常状態への

収束速度は定速になる．

Ill. Mo< Mzとする．このとき， Ml>Mo+Miとなる i=1,...,/-1が存在すれば， g1の定常状

態への収束速度は減速する．

IV. Mo< Mzとする．このとき， Mo>0かつ全ての i=l,...,l-lに対して Mo+Mi > Mlなら

ば， g1の定常状態への収束速度は加速する．

V. Mo <Mzとする．このとき，全ての i=l,...,l-lに対して Mo+MiこMl，および， Mo=0 

もしくは Mo+Mi=Mlとなる i= l,..., l -1が存在すれば， g1の定常状態への収束速度は

定速になる．

定理 3から，制御パラメータ EE罠の増加に伴い， LCRN仏が定常状態へ至る速度は，加速す

るだけでなく，各反応のパラメータ Eの依存性M;,i = 0,...,lの条件によって，減速や定速にもな

りうることが示された．これは，パラメータの増加に伴い各反応の速度が増加すれば， LCRN{]'

の定常状態への収束速度は加速するという，第 1章に述べた直観的な予想に反し，その収束速度

の変化は，各反応のパラメータの依存性とそのネットワーク構造によって特徴づけられ，一般に

加速するとは限らないことを示唆している．

また，散逸反応を伴う環状構造の CRNは，水の電気分解における電極触媒の劣化のメカニズム

を記述する CRNの一般化である．したがって，本定理の II,III, Vは，電極触媒の印加電圧の増

加に伴い溶出や劣化を減速もしくは定速にさせるような触媒が，理論的には存在することを示唆

している．故に，この定理は，印加電圧による劣化や溶出を軽減する高効率な電極触媒の関発へ，

理論的な観点から貢献する，応用上にも有用な成果であると考えられる．

6 定理3の証明

まず，行列 L(@1)の特性多項式 (23)の係数 a;(E),i = 0...., l -lに対して，次の補題を与える．

本論文では，この補題の証明は省略する．
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補題 2 行列 L(Q1)の特性多項式 (23)の係数a;(E),i = 0...., l -1に対して，次の 5つの性質が成

り立つ：

l. M。>Mlとする．このとき，全ての i= 0,..., l -1に対して Mi>0ならば，次の極限値が成り

立つ：
1.  aj(E) 

lim― =lim ~ = 0, j = l,..., l -l. 
E→+""a0(E) E→+""a0(E) 

(27) 

2. M。>Mlとする．このとき， Mi= 0となる i= 0,...,l -1が存在すれば，ある添え字 WE

{2,..., l -l}が存在し，

lim竺竺＝0, j = w + 1,..., l -1, 
E→+oo a1(E) 

かつ，正定数幻 j= 0,2,..., wが存在して，

lim 
aj(E) 

E→+oo a1(E) 
=iij, j=0,2,...,w. 

特に， Mi>0となる i= 0, 1,...,1が存在すれば，次の極限値が成り立つ：

lim _!_ = 0. 
E→+OOの(E)

(28) 

(29) 

(30) 

3. M。<M1とする．このとき， Ml> M。+Miとなる i= l,..., l -lが存在すれば，ある添え字

W E  {2,...,[-1)が存在し，

1,... a0(E),... aj(E) 
lim―=  lim--＝ lim --= 0, 

E→+oo a1(E) E→+ooa1(E) E→+oo a1 (E) 
j = w + 1,..., l -l, (31) 

かつ，正定数幻 j=2,...,wが存在して，

lim竺竺 ． 

E→+;,, a1(E) 
＝幻 j=2,...,w. (32) 

4. M。<M1とする．このとき， M。＞0かつ全ての i= 1,..., l -1に対して Mo+M;>M1ならば，

1..  a;(E) 
lirn J ― =lirn ~ = 0, j = 1,..., l -1 

E→+oo a0(E) E→+oo ao(E) 
,..., (33) 

5. Mo< M1とする．このとき，全ての i=l,...,l-1に対して Mo+MiこMl，および， Mo=0も

しくは Mo+Mi = Mlとなる i= 1,..., l -1が存在すれば，ある添え字 wE {2,...,l -1}が存在

し，以下の極限値が成り立つ：

l aj(E) 
lim―=  1im --＝ 0, 

E→+DOの(E) E→+00 a1 (E) 
j = w + 1,..., l -l, (34) 

かつ，正定数aj, j = o, 2,..., wが存在して，

lim坐竺＝a ・ 
E•+~ a1(E) 

j9 j = 0,2,...,w. (35) 
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補題 lと2に基づき，定理 3を証明する．まず，定理 3のIと1Vを証明する．

定理 3の1と1Vの証明背理法で証明する．つまり，正定数 K>Oが存在して，

IRe(J2(E))I:,:; K, VE~ 0 

であることを仮定して矛盾を導く．

(36) 

まず， lが偶数の場合を考える．（36)とg(A2(E))= 0, および，補題 1より， A2(E)は負の実数値

であることから，次の不等式が成り立つ：

-1 =土Al(E) ＋山—l(E) al(E) 
ao(E) ao(E) 

が(E)+... +―  
ao(E) 

心(E)

< l l al-2(E) も(E)+~A戸(E) +... + 
a2(E),2 

- -A2(E) 
―ao(E) L,', ao(E) L,', ao(E) 

< l al-2(E) ― Kl + ~ Kl-2 + 
a2(E),,2 

・・・+―K", VEE良．
―ao(E) ao(E) ao(E) 

(37) 

一方，補題 2の2と4より，不等式 (37)の右辺に対して，次の極限値が成り立つ：

E• +~(~Kl+ ~Kl-2+···+ ~K2) lim (~Kl+~Kl-2+··・十竺恥＝ 0. (38) 

これは，不等式 (37)に矛盾．したがって，

lim心(E)= -oo. 
E→+00 

(39) 

lが奇数の場合も，同様にして証明することができる．以上より，定理3のIとIVが示された．ロ

次に，定理 3のIIIを証明する．

定理 3のIIIの証明関数g1：良→良を次式で定義する：

1 l gl(A) ：＝ A + 
a1-1 (E),,_ 1..,. ao(E) ― i-1 +... +,l +―  

釘（E) の(E) の(E)．
(40) 

ここで， g(,l)= a1 (E)g1 (,l)である．

WE  {2,...,/-1}を，補題 2の3を満たす添え字とし，正定数K>max{妬,．．．，如｝を一つ選ぶ．

このとき，補題 2の3より，正の数万＞〇が存在して，次の二つの不等式が成り立つ：

l aj(E) 
ー <K, かつ， ――-＜K, VE~ 瓦 j = 2,..., l -1. a1(E) --, ・ ・ a1(E) 

lが偶数の場合を考える．今，任意の ,,lE (-oo, 0]に対して，

ao(E) 
g1(J) :-=:; K似＋,,i1-2+... +,,i2) +,i +― VE>E. 

a1 (E)' 

このとき， l>Oが存在して，次の不等式が成り立つ：

K（忍＋01-2+.・・＋足） ＋ （一s)< 0, Vs E (O,s). 

さらに，補題 2の3より，正の数E>万が存在して，

(41) 

(42) 

(43) 

ao(E) 
g1(-s) :-=:; K（忍＋sl-2 + •・・＋妥） ＋ （一s)+― <0, VE> E, (44) 

釘 (E)
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かつ，

g1(0) 
ao(E) 

= ― >0, VE> E. 
a1(E) 

(45) 

したがって，中間値の定理より，任意の E>Eに対して， A(E)E (-s,O)が存在して， g1は(£))= 0. 

よって， sE (0, s）の任意性から，次の極限値が成り立つことが分かる：

lim A(E) = 0. 
E→+00 

(46) 

lが奇数の場合も，偶数の場合と同様に (46)を証明できる．

また， A(E)は行列 L((}1)の特性多項式 g(,l)の根でもあるので，行列 L((}1)の最大固有値心(E)

と次の不等式の関係が成り立つ：

l(E) < A2(E) < 0, VE> E. (47) 

したがって，（46)より，

lim,lz(E) = 0. 
E→+oo 

(48) 

以上より，定理 3のIIIが証明される． 口

最後に，定理3のIIとVを証明する．そのために，まず，次の二つの補題を示す．

補題 3 定理 3のIIとVの仮定を満たし， Mi>0となる i= 0, l,...,lが存在すると仮定する．

WE  {2,...,/ -1}を，補題 2の2と5を満たす添え字とし，次の二つの代数方程式を考える：

叫 E),l,w+ llw-1 (E),l,w-1十．．．＋釘(E),l,+ ao(E) = 0, 

a』w+ iiw-1,1,w-1 +... +,l, + ii。=0.
(49) 

(50) 

さらに，方程式 (50)の相異なる根を A;E IC, i = l,..., kとし，えiの代数的重複度を m;とする．

このとき，十分小さい E:>0に対して，正の数万＞〇が存在して，任意の E>万に対して開球

B心：＝｛AECIIA-A;l<s}, i=l,...,k, 

内に，方程式 (49)の根がm;個存在する．

証明補題2の2と5より，正の定数ら j= 0,2,..., wが存在して，

Jim 
a;(E) 

E→+oo a1 (E) 
= ii j, j = 0, 2,..., w. 

よって，文献 [11]の補題A.4.1より，この補題が征明される．

(51) 

(52) 

ロ

補題 4 定理 3のIIとVの仮定を満たし， Mi> 0となる i= 0, 1,..., lが存在すると仮定する．こ

のとき，行列 L(g!）の第二固有値 ,l2(E)について，次の不等式が成り立つ：

sup山(E)I< +oo. 
E,,:O 

証明 2つの関数g2:IC→Cとg3: IC→Cを，それぞれ次のように定義する：

1 
g叫）：＝―A+．．．  

a1-1(E) ;i1-1 +... + aw+l(E) ;iw+l, 
釘 (E). a1 (E). a1 (E) 

(53) 

(54) 
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,1_w + ・・・+A+ 
ao(E) 

即 (A):=
aw(E) 

a1 (E) a1 (E) 

ただし， wE {2,...,l-1)は，補題 2の2と5を満たす添え字である．

特に，（40)で定義された関数g1(,l)に対して， g1(,l)＝胆(A)＋即(A)となることが分かる．

(55) 

今，方程式 (50)の相異なる固有値iiE C, i = 1,...，Kに対して，次式を満たすように，正定数

r>Oを選ぶ：

ふEB,(O), i = l,..., k. (56) 

このとき，補題 2の2と5より，正の数万＞〇が存在して，任意の E>万に対して，次の不等

式が成り立つ．

lg3(l)I ~ lg2(l)I, V l E 8B,(O), 

ただし， aB,(O):= {A E Cl Ill = r}である．

よって， Roucheの定理 [12]と補題 3より，任意の E>万に対して，関数g1(E)は，

B,(O) n {A EC IRe(,l) < 0} 

内に w個の根をもっ．

さらに，任意の E>万に対して， l2(E)は，印(A)の実部が最大の根なので，

心(E)E B,(O) n {A E C I Re(,l) < 0 } 

であることも分かる．

したがって，（53)が示される．

(57) 

(58) 

(59) 

ロ

定理 3のIIとVの証明全ての i= 0, l,...,lに対して， Mi=0ならば，定理 3のIIが成立するこ

とは明らかなので， Mi>Oとなる i= 0, l,..., lが存在する場合を考える．

行列 L(g])の第二固有値J2(E)が，方程式 (50)のある根AiE C, i = l,...'kに近づくことを示す．

もしそうでなければ，補題4より，行列 L（仏）の第二固有値J2(E)は，［O,+oo）上で有界なので，

元 ~o と点列｛島｝nEN が存在して， limn→+oo 島＝ ＋oo, かつ，

lim A2(En) ＝ A2 (60) 
n→+oo 

が成り立っ．

さらに，補題 2の2と5, および，極限値 (60)から，

-w -w-1 -
Jim g凸 (En))=a凸 ＋虹1わ ＋・・・＋ a山＋a。＃ 0.

n→+00 
(61) 

よって，十分大きな nENに対して， g1伍 (En))-:f. 0. これは，

g1（わ（島）） ＝心(En)+a1-1(E叫戸(En)+・・・+a1(E凸 (En)+ ao(En) = 0, Vn E N (62) 

であることに矛盾．

したがって， ,l2(E)は，方程式 (50)のある根:'l;EC, i = 1,..., kに近づく．また， iio-:f. 0なので，

方程式 (50)は零を根にもたない．以上より， IimE→+ooRe(,l2(E))＝］となる :t<Oが存在する． ロ
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