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各点創発に関する交叉安定クラスについて

Large intersection classes for pointwise emergence 

東海大学理学部数学科

中野雄史

概要

非正則集合（エルゴード平均が存在しないような点からなる集合）の複雑さを定量的に測るものとして，

近年，桐木紳氏，相馬輝彦氏，および報告者によって各点創発の概念が導入された．そこではフルシフトに

ついて，裔創発集合（各点創発が超多項式的である点からなる集合；非正則集合の部分集合となる）が位相

的に大きい，つまり通有的であることが示された．本稿では，報告者が最近 A.Zelerowicz氏と共同で得

た次の結果について報告する：有限型部分シフトについて，高創発集合の位相的エントロピーは力学系の

位相的エントロピーと一致し，高創発集合の Hausdorff次元は相空間の Hausdorff次元と一致し，任意の

Holder連続なポテンシャルに関して高創発集合の位相的圧力は力学系の位相的圧力と一致する（つまり，

高創発集合は熱力学形式的に大きい集合である）．これらはすべて， Caratheodory次元の交叉安定性に関

するより一般的な結果の系として得られる．

1 研究の背景と主結果

X をコンパクトな距離空間とし， f:X→X を連続写像とする． P(X)をX上の Borel確率測度全体か

らなる集合とし，弱位相を備えているとする．点 xEXが非正則的である (irregular) とは， xの前方軌道

に沿ったエルゴード平均が存在しないこと，つまり，経験測度

n-1 

陸＝一
1 
nとか(x), n 2: 1, 

j=O 

の極限が P(X)内で存在しないことを言う．この用語法は例えば [1,36]で用いられているものであるが，こ

のような点は歴史的である (historic; [32, 34]），非典型的である (non-typical; [3]），または発散的である

(divergent ; [14]）とも言われる．

Birkhoffのエルゴード定理から，非正則的な点からなる集合（以後非正則集合と呼び， Iと書く）は任意の

不変測度µに関してµ—零測度になってしまうため，エルゴード理論研究の初期ではこの集合はあまり関心を

持たれていなかった．しかし，比較的近年になりこの集合は多くの力学系について“大きい’'集合であること

が判明してきた． Pesin-Pitskel'[29]は非正則集合が熱力学形式の観点から興味深い集合であることをはじめ

て示した．彼らは，非正則集合が位相的エントロピーおよび Hausdorff次元の最大値を取ること，つまり，

htop(I) = htop(X) 力凶つ dimH(I) = dimH(X) 

となることを示した．ここで， htop(Z)は（必ずしもコンパクトとは限らない） Borel集合 Zに関する位相的



104

エントロピーである（正確な定義は [21,29]または本稲の 4.1節参照；この定義は Bowenによる古典的な位

相的エントロピー [11]の非コンパクト集合への一般化である）．この結果は，［3］で位相混合的な有限型部分シ

フトに，［19]でグラフ Markov系に，［14,36]で明記性を持つ連続写像に，［37]で概明記性を持つ連続写像に

拡張された．その他，別の視点からの非正則集合の研究については [1,2,5,10,12,13,22,25,32,34,38,41]お

よびその中の参考文献を参照されたい．

上記の先行研究で考えられた非正則的な点は，（1)で与えられた測度の列が 2つ（ないし高々有限）のエル

ゴード的測度の間を振動するようなものとして得られていた．そのため，（1)の測度列の集積点からなる集合

は有限次元となる．一方で本稿では，より複雑性の高い正則点たち，つまり（1)の測度列が無限個のエルゴー

ド的測度の間を振動するような点を考察の対象とする．より正確には，与えられた無限個の異なるエルゴード

的測度たちについて，（1)の測度列の集積点全体がそのエルゴード測度たちが貼る無限次元単体を含むような

点全体を考える．我々は，そのような点全体からなる集合の次元が，与えられたエルゴード的測度たちの次元

の下限以上であるという結果を得た（定理 11).

最近， P.Berger氏は“系を統計的に近似する上で避けられない複雑さを評価する”ために，［6]で測度論的

創発の概念を導入した．測度論的創発は Newhouse現象や KAM現象などを定量的に研究するための決定的

な手法を提供した．測度論的創発の概念は大変新規のものであるが，すでに活発な研究分野となりつつある

[7-9, 15, 35]．この Bergerの仕事に触発されて，［24]で報告者は桐木紳氏と相馬輝彦氏と共同で，非正則性を

定量化するために各点創発の概念を導入した．点 xEX におけるスケール€＞ 0 の各点創発名（€）は，

馴＝min{ N E N I there exists｛叫似 cP(X) such that li:,11__::.1:P 1 ~~Nd （恐 µj) <::'. E} (1.1) 
n→oo ピJSN

で与えられる．ただし， dはP(X)上の 1次の Wasserstein距離である (Wasserstein距離の定義や基本的な

性質については [39,40]を参照；ここでは単に dがP(X)の弱位相の距離化になっていることに注意する）．

点xが非正則的であることと

lim忍(E)= 00 
€• O 

となることは同値である ([24,Proposition 1.2]）．また，（1.1)のminjd（姥，μj)をfxminjd（匹，μj)m(dx) 

(m E P(X)）で置き換えたものは m に関する測度論的創発と呼ばれる．測度論的創発と各点創発の間の基本

的な関係は次となる ([24,Proposition 1.4])：任意の E> 0, Borel集合 Dおよび mE P(X)について，

minふ（€）三心(m(D) E). 
xED 

(1.2) 

さらに，冗 EXにおける各点創発は，

limsup 
log 此（€）

=00 
€• O - log € 

となるとき超多項式的（または複雑な）と言われる．［6]で指摘されたように，超多項式的アルゴリズムは計

算機科学者の間で実行性のないクラスとして広く受け入れられている． Bergerはこの意味で，複雑な測度論

的創発を持つ力学系を数値計算によって研究することは本質的に不可能であると考えた．同様に，複雑な各点

創発を持つ点全体からなる集合は統計的に解析することが困難であると考えることができる．それゆえ，複雑

な創発を持つ点全体からなる集合がどの程度大きいかを研究することは大変興味が持たれることとなる（複雑

な創発を持つ力学系の研究に関する別の動機については [7,9]を参照されたい）．

本稿の主結果は次である (A.Zelerowicz氏との共同研究）．



105

定理 l.X c {1, 2,..., m }N (m 2 2)を有限型部分シフトとし， f:X→X をその上の左シフト作用とす

る．さらに， E cXを

lim 
log 汐ェ(€)

= 00 
e→o -logE 

を満たすような点 x全体からなる集合とする．このとき，

htop(E) = htop(X) カヽつ dimH(E) = dimH(X). 

[27]では定理 1について 2つの異なる証明が与えられている（本稿では 1の方法のみ紹介する） ： 

1. 1つ目の方法は [19]のアイディアの一般化である．［19]では次を満たすような集合のクラス gs

(O < s < dimH(X)）が導入された： （a) gsから取られた可算個の集合たちの和集合は g に属す

る（交叉安定），（b)gsのHausdorff次元は s以上．このクラスは [19]の力学系の非正則集合が最大

Hausdorff次元を取ることの証明に用いられた．我々はまず，位相的エントロピーや Hausdorff次元

の一般化である Caratheodory次元に関して (a)および（b)の類似が成立するような集合のクラスを

導入する (2,3節）．その後，複雑な各点創発を持つような点全体の集合 Eがこの交叉安定クラスに

属することを示す．副産物として，適切な条件を満たす任意の Caratheodory次元に対して Eが最大

Caratheodory次元を取るという，定理 1より一般の結果が得られる（定理 13)．特にその応用として，

任意の Holder連続なポテンシャル¢について， Eがゃに関する位相的庄力の最大値を取ることが示

される．

2. 2つ目の方法は次の 2種類の構成を組み合わせる：

(a) Barreira-Schmelingによって [3]で与えられた，最大位相的エントロピーかつ最大 Hausdorff次元

を持つ非正則集合の部分集合I。の構成．この構成の欠点は， 各点創発が高々 1次の多項式的増大

となることである：任意の xE I。について

lim 
log忍(c)

= 1. 
C→O - log € 

(bl [24, Theorem A]で与えられた，超多項式的な各点創発を持つ点からなる通有的な集合 E。の構成．

この構成の欠点は，位相的エントロピー 0となることである： ［24, Theorem A]と[30,Theorem 

4.1]から，

htop(Eo) = 0. 

注意 2.[24, Theorem A]の集合 E。の利点は， E。での各点創発が超多項式であるだけでなく最大拡張指数

的であることにある ([24,Subsection 1.4]参照）．それゆえ我々は「Eの部分集合 E1であって，その上で位

相的エントロピーおよび Hausdorff次元が最大であり，かつ各点創発が最大拡張指数的であるようなものが構

成できるか」という問いについて非常に強い興味を持っている．

注意 3. (Hausdorff次元に関する）定理 1の主張からすぐに，任意の t< dimH(X)について m位(E)> 0 

となることがわかる．ただし， mkは t次元 Hausdorff測度である（正確な定義は 2,4節参照）．ゆえに

Frostmanの補題から， mE P(X)が存在して， mの台が Eに含まれ， 任意の xEXとr>Oについて中

心が xで半径が rの球 B(x,r)はm(B(x,r)）:<:::rtを満たす (mの次元は t以上）．前者の性質と (1.2)から

lim 
log 心（€）

= 00 
C→O - log € 

となる．汐Leb(€）の超多項式的増大の典型性に関する Berger 予想 [6] と比較されたい．
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2 Caratheodory次元

まず，［28]で Pesinによって導入された Caratheodory次元について復習する．

2.0.1 集合と測度の Caratheodory次元

X を集合とし， FをX の部分集合からなる集合（その元は認容集合と呼ばれる）とする．次の条件を満た

す 2つの集合関数n，心： F→[O,oo）が存在すると仮定する：

(Al) 0 E F; ri(0)＝ゆ(0)= Oであり任意の UEF,Uf 0について n(U)，心(U)> O; 

(A2) 任意の 8>0 について€ > 0が存在して，心(U)：：：：：ことなる任意の UEFについて ri(U)：：：：： 8;

(A3) 0に収束する正数の列（和）nENが存在し，任意の nENに対して X を被覆する有限集合 ge rが存

在して，任意の UE gについて心(U)＝ €n· 

(： F→[O, oo)を集合関数とする．条件 (Al),(A2), (A3)を満たす F,＜,n，心は X上の Caratheodory構造

（または短＜ C-構造） Tを定めると言い， T=(F,t;,ri，心）と需くこととする．

各 ge Fに対して心(9):= sup｛い（U)IUE釘とする．与えられた ZC X, t E 艮および€> 0に対して，

吋 (Z,c:):= g,：晶f)Sc{u苔t;(U)ri(U)t}

と定める．ただし下限は Zを被覆する有限または可算の部分集合族 gerについてのものである．

叫 (Z):= lill!醗 (Z,c:)
e→O 

とする． mも(0)= o であるならば mも(•)は X の外測度となり，その可測集合からなるグー加法族上で測度と

なる．この測度は t-Camtheodo内測度と呼ばれる．一般にこの測度は O—有限測度でなく，また零測度となる

こともある以下は [28]で示された．

命題 4.任意の ZcXに対して tcE股が存在して， t< tcのとき州(Z)=(X),t > tcのとき mも(Z)= 0 

となる（一方で m店(Z)は0,(X)，有限値のいずれにもなりうる）．

dimcZ := tcを集合 Zの Caratheodory次元と言うさらに， Xが可測空間であってμがその上の測度で

あるとき，
dimeμ:= inf{dimc Z: μ(Z) = 1} =)irn, inf{dimc Z: μ(Z) > 1 -8} 

6→O 

はμの Camtheodory次元と呼ばれる．

2.1 Caratheodory外測度の修正

以下ではサブシフト X の上の C構造 T = (F,~,T/，心）に話を限定する X C {1,...,mド は 有 限 型

のサブシフトであることを思い出す．つまり，各要素が 0または 1である行列 M = （M9,J)1<9,J勺m が

存在して， X は M に関する認容語 X= (x立 2...)E {l,...m咽全体の集合となっている． ここで

x = (x1 ・ ・ ・ Xn) E {1,..., m}叫 nENU{oo} が認容語であるとは，任意の l~j<n について M巧巧＋1 = 1 

が成り立つことを言う．語ぉの長さ nを国と告＜．さらに，各認容語u= (u1... Un)に対して円筒集合 C(u)
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をC(u)= {x EX  I [x]n = u}によって定める．ただし，［x]nはX= (X1X2...)の裁断 [x]n= (x心 2..-Xn) 

である． rを円筒集合全体からなる集合とする：

F := {0} U {C(u) I u is an admissible word}. 

円筒集合 C€F と t€ 股に対して
q(C,t)：＝く(C)n(C)t

とし， l(C)をある長さ nの認容語 uについて C=C(u)となるような最小の自然数nとする (Cの長さと呼

ばれる）．

交叉安定なクラスを構成するという目的上， Caratheodory外測度について ([19]がHausdorff外測度に対

して行ったような）適切な修正を行うことが必要になる．この新しい外測度の利点はそれが常に有限になると

いうことである． T=(F,~,T/，ゆ）を X 上の C構造とする各 ZcX と t €股について

Mも(Z)→｛ぇく（U）n(U)t}

と定める．ただし下限は Zを被覆する有限または可算の部分集合族geFについてのものである．

注意 5.測度 Mも， mもは [31]で考えられている抽象的な測度のクラスの特別な例となっている．［31]の用語

法を用いると，集合関数 q(•, t)は前測度（［31,Definition 5]）であり，測度 Mもはその前測度から MethodI 

([31, Theorem 4]）によって得られたものであり， mもは MethodII ([31, Theorem 15]）によって得られた

ものであると言える．

Mもの主要な性質は以下にまとめられる．

定理 6.集合関数 Mもは次を満たす：

(1) t E股のとき， Mも(0)= OならばMもは外測度を定め，任意の ZcXについて Mも(Z)::c;mも(Z).

(2) t > dimcZのとき， Mも(Z)=mも(Z)=0. 

(3) t < dimcZのとき， 0＜ Mも(Z)< oo. 

(4) t = dimcZのとき， O<mも(Z):::;ooならば0< Mも(Z)< oo, mも(Z)= 0ならば Mも(Z)=0. 

証明 [27,Theorem 2.3]を参照されたい．

記号の簡単のため，以下混乱がない場合は mt,Mtのように簡略化して書く．我々の議論では， C-構造が

さらなる（技術的な）条件を満たすことが必要となる：

(Cl)定数Ql>0が存在して，任意の t< dimc(X)と円筒集合 Cについて円筒集合びが存在して Cc:::ct 

であり，

Q辺(Ct,t):::;Mt(C):::; min{q(C, t), q(Ct, t)}; 

(C2)任意の t< dimc(X)について m= m(t) ENが存在して，長さが mの倍数であるような任意の円筒

集合 Cについて，長さがmの倍数である円筒集合 c:,.が存在して cc:::c:,.であり，

N;,.(C) = q(C;,., t); 

(C3)定数仙＞ 1が存在して， UVが認容語になるような任意の 2つの語 u,vおよびt€R について

Q31q(C(u), t)q(C(v), t):::; q(C(uv), t):::; Q四(C(u),t)q(C(v), t); 

(C4)任意の 2つの円筒集合 AcBについて ry(A):::;ry(B). 
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3 交叉安定クラス

前述の通り，定理 1は（複雑な各点創発を持つ点全休の集合である） E がある交叉安定クラス (large

intersection class)に属しているというより強い結果から導かれる． F虹m-Persson[19]はFalconer[18]の

交叉安定クラスの一般化を考えたが，我々は次のように更なる一般化を考える．

定義 7.各 t< dimc(X)について， gt(X)を“-集合 FcXであって，任意の円筒集合 Cについて

M¥F n C) = M¥C) 

を満たすようなもの全体からなる集合とする．

以下で与えられる，このクラスに閲する 1つ目の主定理は [19,Theorem 1]の拡張である．

定理 8.考えている Caratheodory構造が条件 (Cl)および (C4)を満たすとする．このとき，クラス gt(X)

は可算個の共通部分を取るという操作について閉じていて，さらにこのクラスに属する任意の集合の

Caratheodo内次元は t以上となる．

注意 9.交叉安定性の重要な応用として， F紅m-Perssonは可算個の異なる力学系の非正則集合の共通部分の

Hausdorff次元を計算した ([20,Proposition 1]). 

定理 8の証明については [27]の5節を参照されたい．以下の補題から，後半の Caratheodory次元に関す

る主張は定義 7からの簡単な帰結であることがわかる．

補題 10.FE gt(X)のとき， dimc(F)~ t. 

証明． t< dimc(X)であるので，定理 6の (3)から Mt(X)> 0となる．ゆえに円筒集合 Cが存在して

駅 (C)> 0となる．定義 7か ら 駅(F)> 0である．したがって，定理 6の (2)から dimc(F)~ tを得る．

A” を図｝立1の集積点全体からなる集合とする． X上の確率測度の列 J={μ化）｝£ENに対して，△（j)を

△(J)= u位（J), 位（の＝｛μt(J)It EAL} 
L>l 

L { 
によって定める．ただし， AL={ (to, t1,..., tL) E [O, 1JL+1 区f=ote = l}であり，各t= (to, tい...,tL) E 

ALに対して μt(:T)＝区~=0 切砂である．さらに j の飽和集合 E(:T）を

E(:J) = {x EX △(:T) c Ax} 

によって定める ([16,30]参照）．また， X上の確率測度μに対してその通有集合 G(μ)を

G(μ) = {x EX I J見閃勾＝μ}

によって定める．次の結果は [19,Theorem 2]の拡張となっている．

定理 11.考えている Caratheodo内構造は条件 (Cl)-(C4)を満たすとする．このとき任意のエルゴード的

不変確率測度の列 :J= {μ(i)}t20について以下が成り立つ：

(1)任意の t< inf { dime(μ(£)) I £：：：：：〇｝について E(:J)E 9乃
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(2) dimc(E(..J)) 2 inf { dimc(μ(f)) I£ 2 0}. 

定理 11の証明については [27]の6節参照．定理 11の (2)はChen-Zhou[16, Theorem 1.2]による飽和集

合の位相的圧力に関する結果の特別な場合の証明を与えている．ただし証明の手法は大きく異なり，特に，（2)

での Hausdorff次元に関する下からの評価や（1)での交叉安定性が彼らの手法から得られるかは不明である．

以上の定理を用いると，定理 1は以下の命題からすぐに得られる．

命題 12...J＝｛μ化）｝£こoを線型独立な X上の不変確率測度の列とする．このとき，任意の xE E(..J)につ

いて

lim 
log 必(€)

= 00. 
€• O - log € 

証明 [27,Proposition 3.5]を参照されたい．

次の定理はこの節のまとめであり（定理 8,11,命題 12より），本稿の主結果を与える．

定理 13.X,f,Eを定理 1の通りとする．考えている Caratheodory構造は条件 (Cl)-(C4)を満たし，さら

に次を満たすとする：

(C5)任意の t< dimc(X)に対して線型独立な X 上の不変確率測度の列{μ化）｝f20が存在して，任意の

e 2 oについて dime(μ(£))> t. 

このとき，任意の t< dimc(X)について集合 EtCEが存在して， EtE gtとなる特に，

dimc(E) = dimc(X). 

最後に定理 1の証明を与える： 4 節で位相的エントロピー， Hausdorff 次元，位相的圧力に対応する C—構

造はすべて条件 (Cl)-(C4)を満たすことが示される．これらの C構造がさらに条件 (C5)も満たすことは

[3, Theorem 6.6]から従う．したがって，定理 1は定理 13からただちに導かれる．

4 応用

4.1 位相的圧力

Holder連続関数 <.p:X→股を固定し，以下で定義される (X上の） C-構造 T=(EC,n，ゆ）を考える：与

えられた円筒集合 Cに対して，

C(C) ：＝ exp (Sl(C)'P（C)） ：＝ 1 xpい国1'P（戸（x)）），

r,(C) := e―l(C)，心(C):= 
l(C) 

と定め，さらに n(O)＝心(0)= ~(0) = oとする．この r,Cn，ゅたちが条件（Al),(A2), (A3)を満たすこと

を確認することは簡単なので，これらは X上の Caratheodory次元を導く．対応する外測度たちは，

醗 (Z,l/n) := inf｛芦芯cc,)'P(C,)-l(C,)tI l(C;) :;:, n, Z C訊｝，
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mも（Z):=厚四{~砂(C氾(C,)-l(C,)t I l(C;) ::>-n, z C瓜｝，
続 (Z):= inf{区砂（ら）や(C,)-l(C,)tI z C y C; Jc;} 

となる．対応する集合 ZのCaratheodory次元は (Pesin-Pitskel[29]の意味での） Z上の位相的圧力 P('fJ,Z)

と一致する． P=P('P):=P（'P,X)= dimc(X)と書く．さらに， 'P= 0のとき P（ゃ）は位相的エントロピー

と一致することに注意されたい．

補題 14.上記の Caratheodory構造は条件 (Cl)-(C4)を満たす．

証明 [27,Lemma 4.1]を参照されたい．

4.2 Hausdorff次元

定理 13はHausdorff次元にも適用することができる．実際，任意の円筒集合 C について e(c)= 1, ri(c) 

をC の半径，心（C)= 1/l(C) とすれば，これらは Caratheodory—構造を定め，さらに条件 (Cl) - (C4)を満

たすことが容易に確認できる．
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