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びのエノン写像の力学系に現れる非線形ストークス現象

愛媛大学理学部平出耕一

Koichi Hiraide 

Faculty of Science, Ehime University 

このレポートでは，論文 [32]の研究結果について解説する．エノン写像 f:(C2→ 

びは次で定まる 2次写像である；

f'(:)→(1+ ybx -ax2) 

ここで， a,b ECはパラメータで， aヂO,b=/= 0とする． P =（町，町）を fの

不動点のうちの 1つとし， 0'.1,0'.2は微分 Dpfの固有値とする． 以下において

la叶＃ 1， al # a2 

を仮定し， CV=CV1 とおき， aに対する固有空間を Eaとする．

ぷ—入a-b=O

が成り立つ．ここで，入＝ー2ax1である．以下では，さらに， aに対するレゾナ

ンスについての条件

Dn = an -入 -ba―n=/= 0 (¥/n 2". 2) 

を仮定する．これらの仮定の下で， aに付随する不変多様体 Wa(P)が定る．この

不変多様体は， Pがサドルのとき， 0＜|a| ＜ 1と|al>1に応じて．安定および

不安定多様体とそれぞれ一致する．さらに、この不変多様体はポアンカレの意味

での漸近展開と呼ばれる発散級数によって記述でき，微分方程式論でなじみのあ

るストークス現象に類似する現象が起きる．この研究の結果は，エノン写像fの

力学系を極めて高い精度で計算機を用いて定量的に調べることを可能にする．

1 ポアンカレの写像

上記の仮定の下で，次が成り立つ．

定理 1正則な写像P:C→びで

f o P(t) = P(at) (Vt E CC) 

とP(O)= P, P'(O) # 0を満たすものが存在し，与えられた VEEa,V -/c 0に対し

戸(0)= V を満たすものは唯一つである．さらに， P：C→では単射となり，す

べての t€C に対し P'(t) ヂ 0 を満たす．
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この定理の写像 P:C→C2をポアンカレの写像と呼び，像

Wa(P) = P(C) 

を固有値 a に付随する不変多様体と呼ぶことにする．この集合は vEEa,v-/=O

の取り方に依存しない．また，定理1より， Cの単射埋め込みであリ， びの f-
不変な曲線である．

定理1は以下のような議論により示される．煩雑さを避けるため， 0＜ |a| ＜ 1 

とし， p= (xかYf）を原点 (0,0)に移す平行移動 (x+x1,Y＋町） → （x,y)による

共役をとり，

f (:)e; (y十入；x-ax2) 

とする． tE (Cに対し

罰＝（”yp鸞I)
とおくと，条件式 fo P(t) = P(at)より，関係式

叫at) —入xP(t) -bxP(a―1t) = -a{xp(t)}2 

と叫t)= bxp(a-1t)が得られる．巾級数展開

00 

叫t)＝こ口n

n=l 

を仮定し，上の関係式に代入すると，係数比較より

n-l 
a 

an=―瓦こ叩n-k (¥In 2 2) 
k=l 

(1) 

が得られる． 1次の係数 mは条件戸(0)= Vから定まり， a1# 0である．従って，

定理1は次の補題 1を用いて証明される．

補題 1定数 C> 1が存在して

la』<cn1a1nlogn (Vn 2 1) 

が成り立つ．
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巾級数展開 (1)の収束性をより詳しく調べるためには，上の補題1を精密化す

る次の補題2と3が有効に働く．

補題 2定数 C> Iが存在して

~.. n(logn-loglog+n) 

la』<c戸二|a| log2 (Vn 2 1) 

が成り立つ．ここで， log+n = max{logn, l}. 

補題 3n。2".1が存在して

nlo.qn 

lanl 2". lal 1og2 (Vn 2". no) 

が成り立っ．

上記の補題1, 2, 3は Ia|＞ 1の場合も同様に成り立つ．

次の定理2は，固有値 a に付随する不変多様体 Wa(P)によって，エノン写像

f: (C2→びの振る舞いと線型写像 Dfp:c2→びの振る舞いを直接的に関連付

けていて，不変多様体 Wa(P)の特徴付けを与える．

定理 2o < ial < 1とする．任意に与えられた点

(:)EC' 
を初期値とする fの前方軌道

に対し，点列

（知Ym)＝ fm (：） （m20) 

a-m（こ） （m:, 0) 

が原点と異なるびの点に収束するならば，初期値は

(:) E W0(P) ¥ {P) 

を満たす．また，この逆が成り立つ．

定理2は lo:I> 1の場合も同様に成り立つ．
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2 ボレル・ラプラス変換による表示

この節では， 1節と同様に Pを原点に移す平行移動により fの共役をとり，そ

れを改めて fで表す．次の条件式を満たす正則な写像£ : C →びについて述

べる；

foC(t)=C(t+l) 

t ECに対し

£(t) ＝ (；[:］） 
とおく．このとき (2)より関係式

x(t + 1) —入x(t) -bx(t -1) = -a{x(t)}2 

(2) 

(3) 

とy(t)= bx(t -l)が得られる．（3)は非線型の 2階差分方程式である．この方程

式を解くため， x(t)のボレル変換を〈平面上のリーマン面 X(＜)とおき，ラプラ

ス積分

x(t) = 1 e―<tx(()d((4)  

による表示を仮定する．ここで，ァは原点 <=0を基点とする＜平面上の何らか

の閉じた積分路である．さらに，畳み込み

X * X(() = 1'X((-TJ)X(TJ)dTJ 

が2乗 {x(t)}2と両立する様に積分路 7は選ばれていると仮定する． このとき，

積分表示 (4)を方程式 (3)に代入し， 両辺の積分の中身を比較して，積分方程式

AX= -aX * X + C, A(()= e―< _入 -be'

が得られる．ここで， Cは定数とする．

(1 = -loga = I logale'゚1

とおき， 0国民は一つ選んで固定する．（平面上の半格子

r°'= {N(1 +21rni IN EN, n E Z} 

(5) 
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において， N=lに対応する格子点はすべて A（く）の零点である．方程式 (5)を解

くため，原点 <=0近傍で

X(() 

と展開し，変数ぴを樽入し

a。+a1(+a2(2 + ・ ・ ・ 

= a。+X(()

ぶく） ＝ Xぷ）a-+Xぷ）a-2+... 

(6) 

(7) 

とおく．これを方程式(5)に代入し，両辺の oの巾乗の係数を比較することにより

Aふ＋ 2aao* X1 = -aa6(-a。A+C =Wi。,
n 

AXn+l + 2aao * Xn+l -a I:xk *Xn-k+l = Wn (n = 1,2,...), 
k=l 

が得られ、これらを解いて関数列

<W' 
ふ＝ A―1F。jn-ldn(n= 1,2,．．．） 。F。

を得る． ここで

F。=(e―< ＿ a)(3, f3 = 2aa。.
e— <-a2 }'r- a -a2 

(8) 

展開（7)において a=Iとおいて，原点近傍で積分方程式 (5)の解X(（）が求ま

る．これを点(=(1近傍まで解析接続し，（5)の両辺を詳しく調べて9 /3＝1す

なわち

a -a2 
a。=

2a 

が得られる． また，（5)の定数 Cは

C= 
(1 -入 -b)(a-a2) 

2a ・ 

となる．式 (8)が X(〈）を求めるアルゴリズムを与えるので，展開 (6)の係数

a。,a1,a2，・・・が全て定まり，それらは計算機によって具体的な数式として得られ

る．その数式の複雑さは， nが大きくなるに従い急激に増す．

半格子几は畳み込みで閉じた構造をしているので，上のアルゴリズムにより各

格子点近傍でのリーマン面 Xの形状を具体的に求めることが出来る．実際，それら
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の点はすべてX の分岐点で，その構造はN=1,2，・・・が大きくなるに従い複雑に

なる．几における番号 N に対応する格子点を任意にとりふとすると X= a0+X 
はく＝ふの近傍で次の式で与えられる；

00 

ぶふ只）＝〉ふ（ふ＋~)
n=l 

00 00 

とと心氏1~m+n-1 (logが＋ reg(N-1) （ふ＋~)
n=Nm=O 

ここで，すべて係数 b悶~l+n-1 は計算機によって具体的な数式として求められ，著し
く複雑であるが 1 節で述べた補題 1 に類似する評価式が成り立つ． reg(N-1) （ふ＋~)

はラプラス変換で消える剰余項である． また，（log~)N の係数部分は正則関数で

あり，有限な収束半径

p~{ ;:-l)llogal 
‘.~‘‘.~ 

1

1

 

>

＝

 

N

N

 

（

（

 
をもつ．

原点 <=0と〈1を結ぶ直線 L。1 の近傍で，任意の N に対し，原点を基点とし

分岐点ふ＝ N(1までの几の点

0, (1, 2(1, ・ ・ ・, N(1 =〈N

を回り，各点における分岐 logも(log~)2 ，・・・，（log~)N をすべて解消する閉曲線 tN

を選ぶことが出来て，改めてラプラス変換を

x(t) ＝ lim J e―<tX(()dく
N→OO 

"/N 

(9) 

により定める．このとき右辺は

冒臼1€―<t心(()d(

に一致する． ここで， XRはリーマン面 X を伍近傍で一意化した関数である．

また，＜o=Oに注意する．

ラプラス変換 (9)は領域

(10) 

況((1t)2: 1 + c 

において正則関数の無限和として一様収束する． ただし c> 0は十分大とする．

この x(t)は関係式 (3)により自然に全平面 Cに解析接続される．
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定理 3ラプラス変換 {9)によって定まる正則な写像£:C→び；

£(t) ＝ （二）
はfO £(t) = £(t + 1)の解である．ただし， y(t)= bx(t -I)．さらに

£(CC) = Wa(P) ¥ { P} 

が成り立っ．

3 非線形ストークス現象

この節では， logaの虚部をすべてとり， OE股により

-loga = -logia! +i(8+2加）， nEZ

とし，糾＝ e+2n1rとおく．また， 0nE罠を

知＝ーloglal + i釘
= I log ale叫

により定める．

定理 4PはP'(O)= (1, a-1b)により定まる定理1の写像とし，各 nEZに対し

£nを定理3の写像とする． このとき定数 Cn# 0が存在して

£n(t) = P(C店―(nt) (Vt EC) 

が成り立っ．さらに， nに依存しない定数K>1が存在し

K-1<|臼|＜ K
知

となる． 0＜ |a| ＜ 1のとき，定数仇について

Cn= m岬OOa-m[OOet0ne―(m心（＜）＜

が成り立つ・ |a| ＞ 1の場合も同様である．
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Pは Cから Wa(P)の上への単射なので，逆写像p-1を持つ． 定理4より，

アを用いて，写像の族

{.Cn In E Z} 

において関連付けが定まり，それは一つの接続構造を持つことが分る．実際， n,mE

zに対し
C p-1(.Cn(t)）＝二e加 (n-m)itp-1（仁（t)))
Cm 

が成り立つ．定数島ーは接続係数あるいはストークス係数と呼ばれる．
Cm 

4 漸近展開

定理3の写像£の成分関数x(t)は積分表示 (10)を持つので，漸近展開

x(t) ～芦e―ぷt［瓜＿1 （Nt-N1)＇＋言瓜＿1 （l+t〗N- 1)＇] (11) 

が得られる．ここで

l 

硲い＝区尻乳，l+N-1'

k=O 

(11)の右辺はすべての tE C\O に対し発散級数であるが，領域 ~((1t) 2: 1十こで，

上手く有限項を選ぶと x(t)をとても良く近似する．力学系 fの振る舞いを調べ

るという目的のためには，この領域では値x(t)は微小であり，あまり有効でない．

人工的パラメータ M を導入し、 x(t+M)の積分表示 (10)を上手く漸近展開す

ると，上の領域を広げることが出来て， Wa(P)の複雑な構造を見ることが可能と

なり，とても有効なものが得られる．
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