
40

複数の量子通信路を識別する量子アルゴリズムの

誤り確率のより精密な下界

1 導入

1.1 背景

伊藤凌 1 森立平 1,2

1東京工業大学情報理工学院

School of Computing, Tokyo Institute of Technology 

2国立研究開発法人科学技術振興機構さきがけ

Japan Science and Technology Agency, PRESTO 

既知の量子状態の有限族｛心｝eEBの中の一つの心が測定可能な状態として与えられた

とき，その状態の添字くを決定する問題は量子状態識別問題と呼ばれ，詳しく研究されてい

る．量子状態識別問題の中でも最も単純なものは二つの量子状態 {p加P1}を識別する問題

であり，この問題に対する最小誤り確率とそれを達成する測定を構成する方法は広く知られ

ている [1]．また複数の量子状態を適当な測定で識別したときに誤り確率が厳密に 0になる

ための必要十分条件は，それらの状態が全て互いに直交していることである [2]．さらに複数

の量子状態を識別する問題において最小誤り確率を達成する測定は半正定値計画問題の解と

して表すことが可能である [1].

識子状態の識別問題と密接に関連した問題として，量子状態に対する物理的操作と同一視で

きる量子通信路の識別問題も近年研究が盛んである．既知の量子通信路の有限族 {0~→B}CES
の中の一つの 0~→B が繰り返し使用可能なオラクルとして与えられたとき，そのオラクルの
添字くを決定する問題を量子通信路識別問題という．量子通信路識別問題を解くアルゴリズ

ムは与えられたオラクルに対するクエリ方法に応じて非適応的アルゴリズムと適応的アルゴ

リズムに分類される．非適応的アルゴリズムでは予め定めた量子状態をオラクルに並列に入

力する．一方，適応的アルゴリズムではオラクルの出力をオラクルの入力として再使用する

ことが許される．二つの量子通信路を非適応的アルゴリズムで識別する際の誤り確率につい

ては二つの量子状態を識別する際の誤り確率と同様に達成可能な下界が与えられており [1],

その値は半正定値計画問題の最適値として表すことが可能である [3].

量子通信路の識別では一般的に補助空間（直接オラクルを適用しない空間）を使用するこ

とで最小誤り確率の値が改善されるため補助空間の次元についても研究がされている [l].-

般の二つの量子通信路を非適応的アルゴリズムで識別する場合は，補助空間の次元がオラク

ルの入力空間の次元以上であると最小誤り確率を達成するアルゴリズムが存在する [1]．さ
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らに二つの等長通信路を非適応的アルゴリズムで識別する場合は補助空間を使用せずとも最

小誤り確率を達成できる [1].

量子通信路にクエリする回数が多い程，識別誤り確率は小さくなるため，そのトレードオ

フを明らかにすることは重要な問題である．二つのユニタリ通信路の識別問題はよく研究さ

れており，クエリ回数と識別誤り確率のトレードオフがほぼ完全に知られている [4]．このと

き，非適応的アルゴリズムがその最適なトレードオフを達成する．一方，一般の二つの量子

通信路識別問題では適応的アルゴリズムが非適応的アルゴリズムよりも誤り確率が真に小さ

くなる例が知られている [5]．また一般の二つの量子通信路識別問題について，十分な回数の

クエリをした時に誤り確率が厳密に 0になるための簡単な必要十分条件が知られている [6].

しかし，星子通信路に仮定を握かずにクエリ回数と識別誤り確率のトレードオフを解析する

研究は少ない [7]．特に量子通信路の数が三つ以上の場合についての研究はほとんどない．

複数の量子通信路を識別する問題の簡巣な一例として Groverの探索問題が挙げられる．

Groverの探索問題において識別するオラクルが N 個であるとき 0(《N)回のクエリを用

いる適応的アルゴリズムとして Grover探索が知られている [8].Grover探索の漸近的な最

適性，すなわち Groverの探索問題に対して高確率で正しい解を与えるには Q(vN)回のク

エリが必要であることは Bennettらにより証明されている [9]．クエリ回数を固定した際の

Grover探索の誤り確率の最適性は Zalkaによって証明されている [10].

1.2 本研究の結果

本研究では量子通信路識別問題を一般化した量子通信路グループ識別問題を考え，与えら

れたクエリ回数のもとでの最小誤り確率の下界を導出した．本研究で用いる手法は Zalkaが

グローバー探索の最適性の証明に用いたものに関連している [10].Zalkaは純粋状態同士の

距離の下界評価にノルムの三角不等式を用いる代わりに角度の三角不等式を用いること誤り

確率の精密な下界を導出した一般の量子通信路の場合については混合状態を扱う必要があ

るが，本研究ではBures角という量に注目することで Zalkaの結果を一般化する形で誤り確

率の下界を導出した．

さらに識別する量子通信路が二つだけである場合に対しユニタリ通信路識別問題の誤り確

率の下界の導出を一般化することで別の形の誤り確率の下界を与えた．

1.3 論文の構成

本論文の構成を説明する．まず 2節では量子通信路グループ識別アルゴリズムの枠組みを

定式化する 3節では本研究の主たる結果である景子通信路グループ識別問題の誤り確率の

下界を紹介する． 4節では 3節で紹介した下界の具体的な計算例を与える． 5節， 6節では 3

節で与えた下界の証明を与える。 7節ではまとめと今後の課題を述べる．

2 問題の定義

以下，三，H は有限集合とし， A,B,C,E,Rは有限次元の量子系とするまた単に作用素と

表記した場合有限次元線形作用素を指すものとする．まず量子情報理論において基本的な

概念である密度作用素，量子通信路， POVMを以下のように定義する．
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定義 2.1.条件 Tr(PA)= 1を満たす半正定値作用素 PAを密度作用素という．密度作用素

PAが r皿 k(pA)= 1を満たすとき PAは純粋状態であるという．

定義 2.2.線形写像屯4→Bが任意の作用素 XAに対して Tr(<I>A→B(XA)) = Tr (XA)を満た

し，かつ任意の有限次元恒等写像lieと任意の半正定値作用素 PAcに対して（屯4→BR][c)(PAc) 

が半正定値作用素であるとき屯4→B を量子通信路という．

定義 2.3.半正定値作用素の族 {M]}r,EHが条件区r,EHM]= IAを満たすとき {M]},,,EH

を測定，または POVMという．

さらに PAが密度作用素のとき確率質量関数 Pr(X= TJ) = Tr (M]PA)に従う確率変数

X を「状態 PAにPOVM{M]}r,EHを適用したときの観測値」という．｛M]},,,EHに対し

て集合 H を測定結果といい，各 M]を観測値 nに対応する測定作用素という．

本研究で取り扱う量子通信路識別問題を以下のように定義する．

定義 2.4.（量子通信路識別問題）既知の量子通信路の有限族 {05t→B}CEsの中の一つの

呪→Bが確率分布 {qe}CE三に従って，繰り返し使用可能なオラクルとして与えられるとす

るこのとき，与えられたオラクルの添字くを決定する問題を「確率分布 {qe}に従うオラ

クル {05t→B}の量子通信路識別問題」といい， QCDP({qe},{ 05t→B})と表記する．

量子通信路識別問題の自然な一般化として，量子通信路グループ識別問題を以下のように

定義できる

定義 2.5.（量子通信路グループ識別問題） ｛Cr,}r,EHを Sの部分集合の族とし，識別問題

QCDP({qe},{O勾社）と同様にオラクル 05t→Bが与えられるとする．このとき n€ C" 

を満たすような部分集合の添字 T/EHを決定する問題を「{Cサでグループ化され，確率

分布 {qc}に従うオラクル {05t→B}の量子通信路グループ識別問題」と呼び，この問題を

QCGDP({qe}, { 05t→B｝，｛仇｝）と表記する．ここで {C,,,}r,EHiま己の分割とは限らず， ~EC,,,
を満たす T/EH が複数ある場合はどの n を出力しても構わない． ~EC,,, を満たす T/ E H  

が存在しない場合はどの nを出力しても識別失敗となる．

量子通信路グループ識別問題を解くアルゴリズムを考える．オラクルを並列に使用するア

ルゴリズムは非適応的アルゴリズムと呼ばれ，そうでないアルゴリズムは適応的アルゴリズ

ムと呼ばれる適応的アルゴリズムは一般的に以下のように記述される．

1.量子計算機に初期状態p閑仇をセットする．

2.与えられたオラクル 05t→B と適切な量子通信路を交互に適用する．

3.測定 {M如｝nEHを状態に適用し，観測値 T/EHを出力する．

つまり適応的アルゴリズムは初期状態 p閑応各ステップで用いられる量子通信路，そして

測定 {M如｝r,EHにより一意に定まる．そのため適応的アルゴリズムは以下のように定義で

きる

定義 2.6.（適応的アルゴリズム） p牒を密度作用秦{<I>伽R→AR}［こ｝を量子通信路の族，そ

して {M如｝r,EHをPOVMとする．このとき三つ組 (p閃侶{<I>知R→AR},{M如｝）を適応的ア

ルゴリズムと呼ぶ．
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任意の非適応的アルゴリズムは適当な計算{<l>知R→AR}を用いることで適応的アルゴリズ

ムに変換できるので，以下では適応的アルゴリズムのみを考える

オラクルの添字e€口に対しアルゴリズムの出力 n EHがeE Criを満たすとき，またそ

のときに限りアルゴリズムは成功したとされる QCGDPの最小誤り確率は以下のように定

義される．

定義 2.7.(QCGDPの最小誤り確率）三つ組 (p諜，｛蛉R→AR},{M如｝）を識別問題

QCGDP({qd, {0~→B},{Cサ）に対するアルゴリズムとする．さらにそれぞれの e E三に

対し以下のように密度作用素を定義する．

k,E._ j P牒 (k= 0), 
PAR := ｛<l>乍R→ARO。い(pk-1，り（1< Kさn-1),

fin,E n-1,E 
PBR :＝喝→B(pAR)．

識別問題 QCGDP({qe},{0~→B},{Cri}）のクエリ回数 n の適応的アルゴリズムの最小誤り
確率 Perr(n)を以下のように定義する

Perr(n) := 1-... _ max 
P靡｛炉｝｛M”}

区qEL叫靡M加）．
''""BRJ (E三 n:CECn

識別問題 QCDP({qd,{0~→B}) に対する最小誤り確率も同様に定義される．

アルゴリズムの集合はコンパクトであるから各 QCGDPに対して最小誤り確率を達成す

るアルゴリズムが存在する最小誤り確率 Perr(n)の下界を与えるのが本研究の目的である．

3 本研究の結果

本研究で導出した QCGDPの誤り確率の下界を与えるために，まず二つの密度作用素の

類似度を測る量であるフィデリティを尊入する．

定義 3.1.作用素 PA,aAを密度作用素とする．このとき F(pA，びA):=llv厄示厄苅1で定義

される関数Fを密度作用索のフィデリティというここで II・ 111は作用素のトレースノルム

である．

本研究では QCGDPの誤り確率の下界をフィデリティを用いて以下のように与えた

定理 3.2.識別問題 QCGDP({qd,{ 0に砂{C,,,})の最小誤り確率を Perr(n)とし，さらに

0 F := arccos w二 R叫；研(wAR→BR(PAR),0い(PAR)) (3.1) 

oq :＝ arcsin A I悶腎（星qC)• 

と定義するここで WAR→BRは量子通信路， PARIま密度作用素である．条件 n伽＋ 0qE 

[O, 1r /2]が成り立つとき以下の不等式が成り立つ．

Perr(n)：：：： cos2 (n的＋ 0q).
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さらに識別する量子通信路が 2つのみの場合に対し，以下のような下界を与えた．

定理 3.3.識別問題 QCDP({qo,qi}, {01→B,01→B})の最小誤り確率を Perr(n)とし，さ

らに

T := arccos J?in F (01→B(PAR), 01→B(PAR)) ・ 
PAR 

とするここで PARは密度作用素である．条件 nTE [0, 1r/2]が成り立つとき以下の不等式

が成り立つ．

1 
Perr(n) 2 ~ (1-~知））．

5節で定理3.2,6節で定理3.3の証明をそれぞれ与える．

4 本研究の応用例

定理3.2を用いて Perr(n)の下界を計算する例を紹介する．

例 4.1.(Groverの探索問題） Aを 1凡次元の量子系とし，その計算基底を {|n〉A}r,EHとす

る．また m を 1さm さ Tl/2を満たす整数とする．さらに {PdeEsを IPel=mを満たす

H の部分集合全体の族とする {O~hE3 を 0~ := J -2区uEP<lu〉〈ul （~E 三）を満たすユニ
タリ作用素の族とし，さらに〇；を

迅(PA):=O~pAO~, 

とするまた {C,,,}r,EHをC,,,= {~ E 三 |O~(lr,〉〈T/IA) = -Ir,〉〈n以｝を満たす己の部分集合

族とするこのとき QCGDP({l/|三|｝,｛O;}，{Cサ）は Groverの探索問題と呼ばれるここ

でユニタリ作用素｛偽｝eEBに対して以下の不等式が成り立つ．

このことから

白瓦゜~=（四）―1 (（四n-1)-（門＿ー11))IA 

= (1-霊）IA

1 
仰＝ arccos max minこーF('¥AR→BR(PAR)，呪(PAR))

WAR→BR PAR 7""":'.'. J.::, 
尽E三

IBI 

＜ 
1 

:S arccos閏悶芦固F(1¢〉〈c/JIAR，呪（1¢〉〈の国））

1 
= arccos咄幻回〈¢1°~1¢〉AR

:S arccos (1一閏）．
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となり，さらに

oq = arcsin̂［言に口）
f,,EC" 

=arcsin~ 

=arccos~ 

が成り立つから定理3.2より以下の下界を得る．

Perr(n)2 cos2 (n arccos (1ー開） + arccos~) 

Zalkaは m=lの場合のみこの間題の誤り確率の下界を示したが [10]，定理3.2によって与

えられる下界は Zalkaによって与えられた下界と一致しているさらに Grover探索はこの

下界を達成するアルゴリズムである

定理3.3の応用例を考えるための準備としてまず以下の補題を与える．

補題 4.2.(E {O, 1} に対して 0~→B を量子通信路とし，さらに等長作用素〇；→BE が
0い(PA) ＝加 (o~→BEPAQ{t) を満たすとする． dimA :S dimRのとき以下の不等式

が成り立つ．

定F(Oい（びAR),Oい（びAR))＝呼 TrB(01→BEPAQOt) 111. 

ここで PA，IJRAは密度作用素である．

証明． ClARを左辺の最小値を達成する密度作用素とし，さらに ClAR＝どi入叶¢i〉〈c/JilARとス

ペクトル分解するこのとき以下の不等式を得る．

F(Oい（鱗）， 0い(er叫） 2~立 (0い(|叫〈叫）， 0い(|ゆり〈叫））

=~入i IITrBR (01→BE品〉他IARO゚t)111. 

ここで不等号はフィデリティの凹性から成り立ち，等号は以下のフィデリティの恒等式から

成り立つ．

F(TrE（加〉〈ゆlcE),TrE (lcp〉〈叫cE))= IITrc (Iゃ〉〈心lcE)ll1・

ここで複素数 {a]t}J,£ と計算基底 {|j〉}j,{1£〉 h に対して線形写像•》を区：J，taJdj〉〈£|》：=

~j，四j£|j 〉M〉により定義する． さらに団〉AR=IK}t→A》が成り立つような作用素の族

{K記心をとると

ご入iIITrBR (01→BEi加〉〈叫IARO゚t)ll1= ~入i IITrBR (101→BE応》《01→BEKil)111 

=~入t 加 (oi→BEK叩o□t) 111 

2呼 TrB(01→BEPAQ□t) 111' 
1 
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ここで二つの等号はり〉の性質より成り立つ．

次に，加を右辺の最小値を達成する密度作用素とするこのとき条件 dimAさdimRよ

り心＝ KR→A知を満たす作用素 KR→Aが存在するから以下の不等式が成り立つ．

ITrB (01→BE加oot)111 = IITrBR (oi→BEIKR→A》《KR→Aloot) 111 
=F(01→B(IK》《Kl),01→B(IK》《Kl))

2叩F(O似B(UAR),01→B(UAR)) ・ 

口

定理3.3と補題 4.2を用いることにより二つの振幅減衰通信路の識別誤り確率の下界を以

下のように求めることができる．

例 4.3.A と E を 2 次元の量子系とする．~ E {O, 1}に対して reE [O, 1]とし，さらに

呪（びA)を振幅減衰通信路

0).→AE := (IO〉〈OIA+《T-万|1〉〈出）⑭ |0〉E+(yn刃0〉〈llA)0 11〉E

叫叫：＝叫(oi→AE互 0り）
とする．識別問題 QCDP({qo,q1},｛びふ〇i}）に対して定理3.3の Tの上界を計算すると

T = arccos~~n IITrA (01→AE17A゚仇t→AE)111 

〈O|6A|0〉A+《「＝元《「＝石〈ll!7All〉A 忍〈O|17All〉A
= arccos ~~n 11 (古〈1|m|0〉;(1117All)A/4古〈1|びA|1〉A)111 

:S arccos min〈O|互 |0〉A+（[示爪―+』ー可』て下）〈1|びAI 1〉A
びA

= arccos（ 況 氾 ＋ 』 』 二 ）

となる．ここで不等号はトレースノルムの単調性より成り立つ．またびA=11〉〈11Aでこの

上界を達成する．以上より条件narccos(《而《可＋《「＝元《「＝石） E[O, 1r/2]が成り立つ

とき

Perr(n)?:~(1-=（ぷ巧＋~)
が成り立つ．

5 定理3.2の証明

この節では定理3.2の証明を与えるそのためにいくつかフイデリティの性質を紹介する．

まずフィデリティは以下のような単調性・凹性を持つことが知られている．

補題 5.1.（フイデリティの単調性）任意の量子通信路 <I>A→B,密度作用素 PA,O"Aに対して

F(<I>A→B(PA),<I>A→B（びA))?: F (PA，びA)が成り立つ．
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補題 5.2. （フィデリティの凹性）任意の確率分布 {qd~E□ と任意の密度作用素の族 {pい｝~E己，｛砂l}CE己
に対して

F （と三区p包；）憂（心，び~)
g王：在E己 CE己

が成り立つ．

フィデリティから誘導された距離関数は密度作用素の識別可能性を考える際にとても有用

である．そういった距離凋数の 1つとして以下に定義する Bures角が知られている [11].

補題 5.3.(Bures角） pとoを密度作用素とするこのとき関数A(p, u) := arccos F (p, u) 

は pとoの Bures角と呼ばれ，密度作用素の集合上で距離の公理を満たす．

ここで Bures角は線形作用素全体で定義された距離関数ではないことに注意せよ．

以上の補題5.1,5.2, 5.3を用いて定理3.2の証明を以下に与える．

定理 3.2の証明識別問題 QCGDP({qd,{O¥→B},{C17}）の最小誤り確率 Perr(n)を達成

するアルゴリズムを (p悶似{<I>知R→AR},{M如｝）とする．さらに Cを2次元の量子系とし

<ESに対し量子通信路M1R→C を

髯 c(PBR)＝Tr （玉nM伽PBR)11〉〈1|c+Tr（区 M如PBR)IO〉〈0|c
n:C¢cn 

と定義する．仰の定義式 (3.1)のmaxを達成する量子通信路を並AR→BRとし，さらに以下

のような密度作用素を定義する．

心：＝｛［；［R→ARo WAR→BR)(P贔）

晶：＝WAR→BR(Pば），

靡＝｛畠R→ARO。い）（p嘉ー1，り

靡 c:＝ ｛二→B(p嘉―1，り

犀：＝と砂~R→e（心fi戸）．
尽王：

(i = 0), 

(1 :S: i < n), 

(0::; i = k < n), 

(0::; i < k < n), 

(O::;i<n), 

(i = n) 

このとき密度作用素の列 |1〉〈11c,p店fin,P2Jfin,..., p胄fin,IO〉〈OleにBures角の三角不等式を用

いることにより以下の不等式を得る．

n• 

2 
:;-= A (11〉〈lie'IO〉〈O|c)

'.SA (11〉〈llc,P店fin)+~A (Ptn応―1,fin)+ A (P芯fin,IO〉〈Ole)
i=O 
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この不等式の各項は以下のように評価されるまず

A (11〉〈llc,P茫）＝ =cosF(11〉〈1:臼い（二り）

= arccos ILqE L Tr (P篇n,EM加）
. EE3 11:EEC~ 

= arccos ~-

が成り立つ．さらに

A (ptfin,p炉'fin)＝ arccosF (》qgMい（心fi戸），〗 qEMい（編fin，り）

さarccos（瓢（Mい (Pご），Mい（疇fin,E)）

こarccos(;gF(Oい（加）並AR→BR(pい））
さ0F

が成り立つ．ここで最初の不等式はフィデリティの凹性から成り立ち，二つ目の不等式はフィ

デリティの巣調性から成り立つ．最後に以下の不等式が成り立つ．

A （叱fin,IO〉〈Ole)= arccos 心； q~ 〈olMい（咋~n,~) 。〉C

= arcsin |Tr（忙心nM加p厖nR)

= arcsm |Trじ；（エqC)Tr(M]土））
~ 0q. 

従って、

刀―

2 
ー~ arccos ~ + n仰＋ 0q 

が得られる。これらのことから n0F+0qE [0,1r/2]が成り立つとき

1 -Perr(n)~ cos2信一n0F-0q) 

= sin2 (n仰＋ 0q)

が成り立つ． ロ
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6 定理3.3の証明

識別すべき量子通信路オラクルが二つしかない場合は以下の補題を用いることで三つ以上

の場合とは異なる下界を与えることができる．この節では定理 3.3の証明を与えるそのた

めにまずいくつか補題を説明する

補題 6.1.([1]) p如P1を密度作用素とし，さらに非負実数 qo,q1が qo+q1 = 1を満たすと

するこのとき任意の POVM{M1,M}}に対して，以下の不等式が成り立つ．

こ砂(M訊）さ；（1 + llqop~ -q1P1111) ・ 
在{0,1}

また，適切に POVM{MふM}}を選択することで等号を達成することができる

二つの密度作用素 p小びA に対して成り立つ不等式 IIPA ーびA||1 こ 2✓1- F(pA，びA)2は

Fuchs-van de Graafの不等式として知られており，フィデリティとトレース距離の関係とし

て有用である [12]．次に示す補題はこの不等式の一般化である．

補題 6.2.a,bを非負実数とし，さらに PA,O'Aを密度作用素とする．このとき以下の不等式

が成り立つ．

llaPA -ba-All1 さ ✓(a+b)2 -4abF (PA心）乞

証明．以下の証明は Fuchs-vande Graafの不等式の一般化である [1].Uhlmannの定理に

より，単位ベクトル I</>〉AR,I心〉ARであって TrR(I</>〉〈</>IAR)= PA, TrR (I心〉〈心IAR)＝びA,およ

び 1〈州〉ARI=F(pA五）を満たすものが存在する．従って以下の不等式が成り立つ．

llaPA -bびAlli=llaTrR (I</>〉〈</>IAR)-bTrR (Iゆ〉〈叫）II1 

:::; llal</>〉〈<i>IAR―b|心X叫IARll1

= ✓（a+ b)2 -4ab|〈¢ 1心〉AR|2

＝心＋研ー4abF(PA心）29

ここで不等号はトレースノルムの単調性から成り立ち，二つ目の等号は任怠の非負実数 a,b

と単位ベクトル他〉， 1心〉に対して成り立つ恒等式である． ロ

以上の補題を用いて定理3.2を証明する．

定理 3.3の証明．識別問題 QCDP({qo,q1}, {01--+B,01→B}）の最小誤り確率を逹成するア

ルゴリズムを (p謡 {<I>tBR→AR},{M加，M加｝）とする．さらに

(i = 0), 

加：＝｛［；［R→AR°0い）（p嘉） （1 ：：：：： i < n)， 

晶：＝ 0い (pば），

晶：＝｛：；；R→AR° 0i→B)（p霜り

靡：＝｛：〗~R→B(p嘉ー1)

(i = k), 

(i<k<n), 

(O.:;i<n), 

(i = n) 
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と定義する．このとき以下の不等式を得る．

n-l 

A (P霜，p靡')::;LA（摩’fin,p霜）
i=O 

n-l 

::; LA (0~→B(P畑）， oi→B(P~R))
i=O 

::; nT. 

ここで最初の不等号は Bures角の三角不等式から成り立ち，二つ目の不等号はフィデリティ

の単調性により成り立つ．よって， nTE [0,1r/2]のとき， F(心閃，p靡閃）::>:cos(nT)が成り

立つ．これらのことから以下の不等式を得る．

1-Perr(n) = qoTr (M恥靡）＋q1Tr(M加p霊）
1 

= ½ (1 + llqop霜— q1p麿閃 1) 

S ~ (1+い-4qoq1F (p霜，p霜）2）
1 S ½ (1十V1-4qoql CO茫(nT))，

ここで二つ目の等号は補題6.1から成り立ち，一つ目の不等号は補題 6.2から成り立つ． ロ

Kawachiらはオラクルの分布が一様（すなわち qo= q1 = 0.5)で識別する量子通信路が

ユニタリ通信路である場合の誤り確率の下界を求めた [4]．上で与えた定理 3.3は Kawachi

らの結果の一般化になっている．定理3.3の系として，オラクルの分布が一様ではないとき

のユニタリ通信路識別問題の誤り確率の下界を与えることができるこのための下準備とし

て，まずは coveringangleという概念を導入する．

定義 6.3.(Covering angle)複素数 zに対して arg2'.0(z)== min{T ::>: 0 I z = lzl exp(iT)}と

するこのとき集合e== {exp(i01),...,exp(i仇）｝に対して下式を満たす。coverをcovering

angleという．

ocover := min max {arg2o(exp(i(O£ -0K)））}. 
kE{l,…，n} £E{l,…，n} 

この coveringangleの概念を用いて，ユニタリ通信路の識別問題の誤り確率の下界は以下

のように表すことができる．

系 6.4.ユニタリ作用素〇；ば E {0,1}) に対して O~(PA) = 0勾PAO~ が成り立つような
ユニタリ通信路 {Ot01}をとる．さらに識別問題 QCDP({qo,qi}, {01, 01}）の最小誤り

確率を Perr(n)とし，作用素〇閃〇人の固有値集合の coveringangleを 0coverとする条件

n0cover/2 E [O, 7r /2]が成り立つとき，以下の不等式が成り立つ．

Perr(n)：：：： ；(1-い-4qoql COS2 n0了）
系6.4はT= Bcover/2が成り立つことから得られる（詳細は [4]参照）．



51

7 まとめ

本研究では Bures角の三角不等式を用いて，量子通信路識別アルゴリズムの誤り確率の下

界を与えた今回与えた下界は Zalkaによる Groverの探索問題の誤り確率の下界を含んで

いる．

今回与えた下界の式の仰， T を解析的に求めることができるための条件，および少ないコ

ストで数値的に計算するための手法，条件については明らかではないので，今後の課題とし

たい．
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