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光干渉計を用いた量子位相推定探索アルゴリズム
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1 序論

菫子位相推定は量子計量学や量子計算において非常に重要なアルゴリズムである。量子位

相推定はユニタリ行列の未知の固有値を求めるアルゴリズムに対応し、素因数分解を高速に

解<Shorのアルゴリズムや線型方程式を解 <HHLアルゴリズムなどの量子アルゴリズム

のサブルーチンとして用いられている。つまり量子位相推定を高い精度で行うことはこれら

のアルゴリズムの精度向上につながる。

一般に量子位相推定において位相推定精度は、単一光子に位相シフトを適用した回数N

によって限界を与えられる。この推定プロセスを最適化することで平均二乗誤差の理論的限

界が召／炉＋0(1/Nりであることを示すことができる。この限界を HeisenbergLimit(HL) 

と呼ぶ。 0(1/Nりであるような平均二乗誤差を HLオーダーと呼ぶ。

しかし、実際に理論限界を達成することは非常に難しい。そこで Berryら［1]は光干渉計

を用いて実現可能な量子状態と測定を用いて平均二乗誤差がHLオーダーとなる手法を提案

した。しかし Berryらの手法で得られる平均二乗誤差は HLオーダーであるものの、 HLと

は定数倍のギャップが存在する。この定数倍のギャップを小さくすることを目的として上野

[3]はBerryらの手法で用いられる量子状態を一般化し、より精度の高い位相推定を可能と

するような入力状態を探索するアルゴリズムを提案した。しかし上野のアルゴリズムは効率

があまり良くなく、 Nが大きいと計算時間が急激に増大することが問題となっている。そこ

で本研究では、大きな N に対してより効率的に粕度の高い入力状態の探索をするアルゴリ

ズムを提案する。また、 Berryら、上野の先行研究において利用されていた推定精度の評価

をする関数について一般化を行い、一般化された評価関数についての性質を考える。

本論文の構成を説明する。第 2章では本研究で扱う光下渉計である Mach-Zehnder干渉

計、及びそれを用いた量子位相推定について説明する。第 3章では位相推定を入力状態の準

備、測定、位相推定値の決定の 3つのプロセスに分割した後、位相推定精度の評価を定義す

ることで、位相推定値の最適化、及びMach-Zehnder干渉計での実現性を問わない測定方法

の最適化について考える。第4章では Mach-Zehnder干渉計を用いて実現可能な入力状態、

測定を用いた推定手法に関する先行研究、及びその中で最適な入力状態に関するアルゴリズ

ムの先行研究を示す。そして第 5章、第6章では本研究の成果を示す。まず第 5章では先行

研究 [3]で与えられたアルゴリズムに対して入力状態の探索方法、およびプログラムの計算

時間のオーダーの改善を行った。改善したアルゴリズムを用いて 90以下の Nについて探索

した結果、 N = 35,42,60, 75,90において先行研究 [1]で提案された入力状態よりも良い精

度を与える状態があることを示した。最後に第 7章では第3章における位相推定精度のコス
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ト関数の定義を一般化し、一般のコスト関数における最適な位相推定値および最適な測定を

考えた。結果、一般のコスト関数のもとで、推定精度の評価は困難であることがわかった。
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光干渉計を用いた量子位相推定

Mach-Zehnder干渉計、光の干渉
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図 1:Mach-Zehnder干渉計の光路aから光が

入射した際の概略図。三角形はビームスプリッ

ター、長方形は反射鏡を表している。太線は

各機器での反斜面。また、 2つの光子検出器を

それぞれ検出器A,Bと呼ぶ。

図 2:ビームスプリッターの概略図。光路bか

ら入射し表面で反射する光の位相は T変化す

る。そのほかの光は変化しない。

光は波動性を持ち、複数の光は位相差によって強めあったり弱めあったりする。この現象

を光の干渉と言う。そして、この光の干渉を発生させて様々な物理量を計測する機器を光干

渉計と呼ぶ。本研究では特に Mach-Zehnder干渉計を用いて実現可能な測定について考え

る。 Mach-Zehnder干渉計はビームスプリッター、反射鏡及び光子検出器から構成される。

ビームスプリッターとは通過する光を等しい強さの反射光、透過光に分割するものである。

また、光は屈折率の小さな媒質から大きな媒質に対して反射した際には位相が T変化し、そ

の逆では変化しない性質を持つ。

光路 aから光が入射した時を考えると、光路 cから光路 eを通る光は位相が加変化し、

その他の光は位相が T変化する。この結果、光路e,fでは光の干渉が発生し光路eでは弱め

あって消滅し、光路fでは強めあう。したがって光路 aから光が入射した際には常に検出器

Bでのみ光が検出される。

2.2 重ね合わせ

次に単一光子が入射した時を考える。
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図 3:光路c,dで光子の検出を行う。この際各検出器で光子が検出される確率はすべて｝と

なっている。

まず、途中で検出を行わない場合では光の入射と同様に検出器 Bでのみ光子は検出され

る。よって光路e,fでは干渉のような現象が発生していると考えられる。

一方で光路c,dで検出を行うと。光子は確率 1/2で光路 c,dのどちらか一方で検出され、

二つ目のビームスプリッター通過後の検出器A,Bにおいても確率 1/2でどちらか一方で検

出される。この結果より、光子はビームスプリッター通過の際に確率 1/2で光路を選択して

おり、これ以上分割のできない最小単位であると言える。以上の現象は光路xに光子が存在

する場合を 11〉x、存在しない場合を 10〉m と表現し、ビームスプリッター通過後の状態を、光

路cに光子が存在する状態と光路dに光子が存在する状態の重ね合わせ状態であると解釈で

きる。実際に、途中で検出を行わない場合の干渉計における状態の変化は

11〉aIO〉
BSl 1 

b―→一(I1〉C10〉d+IO〉C11位） （1) 
⑫ 

mirror 1 ——•— (em 11〉C10位十emIO〉C11位） （2) 
⑫ 

BS2 1 --—• -（|1〉eIO乃＋ei1rIO〉ell〉t+ei1rll〉eIO〉f+ ei”|0〉ellり） ＝e'1rlO)ellり (3)
2 

となり、検出器Bでのみ光子が検出されるという実験結果に等しくなる。

また、光路 c,d で光子の検出を行う場合においては確率巳—e汀 12= 1/2でどちらか一方の
J 

光路で検出され、その時状態は重ね合わせ状態から検出された光路に光子がある状態へと変

化する。例えば光路 cで光子が検出されたとすると，

BSl 1 
11〉alO〉b- -（|1〉C10〉d+ IO〉C11〉d)

《
(4) 

mirror 1 ——•— (em 11〉c10位十e'1rIO〉C11位） （5) 
⑫ 

測定—• ei7r 11〉C10位 (6)

BS2 1 —•— (|1>eIO〉f+戸 |1〉eIO〉f) (7) 
《

となり、 2つ目のビームスプリッター通過後は光路 eに光子が存在する状態と光路fに光子
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が存在する状態の重ね合わせ状態となり、確率 1/2でどちらか一方の検出器で光子が検出さ

れるという実験結果に等しくなっている。

2.3 位相シフト

。a 

図 4:光路 c上に移送シフトを挿入する。 図 5:位相シフトを複数同適用する。

次に、光路c上に位相シフトを挿入する。この位相シフトが位相を¢変化させる場合、位

相シフトによって光路cに光子がある状態 11〉C10位は e町1〉C10沿へと変化する。

この時、干渉計による状態の変化は

11〉|0〉
BSl 1 

a IOh―→一(|1〉e|0〉d+IO〉cll)d) (8) 
⑫ 

mirror 1 ——•— (em I 1〉c10位十e'1rIO〉ell〉d) (9) 
⑫ 

位相シフト 1 
;— ei(1r十¢) 11〉C10位十 emIO〉C11位） （10) 
⑫ 

BS2 1 
ーーー→ ー (ei<I>Ii〉eIO〉f― ei</J IO〉ell〉f― |1〉eIO〉f― |0〉ellり） （11) 

2 
1 

= ~{(ei</J -1) 11〉eIO〉f―（臼＋ 1)10〉e11り｝ （12) 

となり、この場合は確率的に検出器A,Bで光子が検出される。今後、検出器Aで光子が検

出されることを『測定結果 1を得る』、検出器Bで光子が検出されることを『測定結果0を

得る』と呼ぶこととする。この時、測定結果uE {O, 1}を得る確率 P(u|¢)は

となる。

P(ul¢) = l~(ei</J + (-1)り
2 

(13) 

また、位相シフトを複数回かけた時を考える。 v回のシフトを適用する場合加〉三 ei1r11〉』0〉d,IO〉三
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e'1r IO〉C11〉dと定めると

BSl 1 
11〉aIO〉b---+―(I1〉c10〉d+ IO〉C11〉d)

⑫ 
(14) 

mirror 1 i 7r 1  ——•— (e 
¢ 

11〉C10〉d+ ei1「|0〉C11〉d)= ~(Iv>+ |0〉) （15) 
《

位相シフト 1 
；ー(eiv</>Iv〉+|0〉) （16) 
¢ 

と表記できる。今後、位相シフト通過前の状態を入力状態と呼ぶ。

一般に Mach-Zehnder干渉計を複数回使用する場合、 1万〉を入力状態のうち位相シフトに

より ein</>が作用している成分として定義する。例えばMach-Zehnder干渉計を 2回使用し、

位相シフトを K回作用させる場合の入力状態は以下の様になる。

1 
-（|K〉+|0〉)R-（|K〉+|0〉)＝ -（|k〉Rlk〉+|K〉R10〉+|0〉Rlk〉+|0〉RIO〉) （17) v'2¥I'"/'1~11 ~ v'2¥I"/'1~11 2 

=-（関＋¢困＋厄〉）
2 

(18) 

また、位相をの変化させる位相シフトによる変換を Uq,で表す、すなわち Uq,|汀〉=ein</>同
と定義する。

2.4 光干渉計を用いた量子位相推定

a゚ 

図 6:光路d上に位相 <I>を任意に調整可能な位相シフトを挿入する

さらに、光路dに透過する光の位相を <I>変化させる位相シフトを挿入する〇この位相 <I>
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は任意に調整可能であるとする。この時、干渉計による状態変化は

BSl 1 
11〉aIO〉b--（|l〉c10〉d+ IO〉C11〉d)v (19) 

mirror 1 ——•— (ei1r 11〉C10以＋ei1r10〉C11位）
⑫ 

(20) 

位相シフト 1 
‘— ei(1r十¢) |1〉c10〉d+ ei(1r十<I>)10〉C11〉孔 (21)
⑫ 

BS2 1 ——• -｛eゆ(I1〉C IO)d―|0〉ell〉f)-eゆ (11〉eIO〉f+ 10〉C 11位）｝ （22) v 
= ;い-内)|1〉eIO〉f―(ei1>+内)|0〉e11り｝ （23) 

となり、測定結果uE {0, 1}を得る確率P(ul¢)は

P(ul¢) = l~(ei1>+(-l)ueがf>)I = ~{1 + (-l?cos（の一 <I>)} （24) 
2 2 

となる。これは <I>に依存し、 <I>を調整させることで測定結果の確率分布を操作することが

できる。

以上の様に、位相シフトを挿入することで光子は検出器A,Bで確率的に検出される。光

子の入射，測定を繰り返し、その検出結果から光路 cにおける位相シフトによる位相の変化

のを推定するアルゴリズムを量子位相推定と呼ぶ。

3 先行研究：位相推定精度の限界

3.1 量子位相推定のプロセス

位相シフトの適用回数を N とすると、任意の人力状態は囮〉から IN〉の重ね合わせ状態

N N 

加〉＝と咋氏〉， こ心kl2=1，咋 EC (25) 
k=O k=O 

と表せる。

m個の測定結果を心 E{O,l}m、位相の推定値を履(Om)とすると量子位相推定は入力状

態の準備、測定、推定の 3つのプロセスに分割できる。

N 

入力状態向
位相シフト

と咋eik</>局測定→ 推定～
)―→  Um―→ ¢（加） （26) 
k=O 

本章では推定値の最適化を行い、最適な測定について説明する。

3.2 位相推定精度の評価

測定したい未知の位相を¢とする。この時、位相推定精度はコスト関数C（ぷ（um),r/>)を用

いて次の式で表される平均コスト〈C〉を用いて評価される。

<C>=~!P(rp,itm)C（の（um),rp)drp (27) 

佑n
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ここでコスト関数は

C（ふ（加），の） ＝2-2cos(¢（加）― cp)= 4sin 
2¢（加）ー¢

2 
(28) 

を利用する。 ここで砂三忍―¢が十分小さい時、 (28)は二乗誤差に一致する。

3.3 最適な位相推定値

本節では位相推定値ぷ(um)を得られた結果砒tに対して最適化する。最適な推定値は各

心に対して平均コスト〈C〉を最小化するものなので

JP(¢叫）C（忍匹），¢)d¢

を最小化するものになる。 よって解くべき式は (28)を用いて

贔 JP(¢叫）C（贔（加），の）d¢=~fP(¢叫）4sin21!_（加）一 ¢d¢
d¢ J " ' " " ' 2  

=JP(¢叫）2sin（ふ（心）一の）d¢

= i JP(¢叫）（ei（ぷー¢)-e―t（る―¢))d¢=0 

以降、 rei0= J eゅP(¢|加 )d¢ とすると

d 嘉／P(¢|加）C（忍(um),¢)d¢＝互ei(ef,-0)-e―z（ふ0)
t 

） 

= 2rsin(ふ-0) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

と表され、 の＝ 0の時に最小値を取ることがわかる。つまり、測定結果に対して最適な位相

の推定値は

ぷ＝ arg/叶(¢土）必＝ arg〈e叫

である。ここで期待値〈〉は¢の Omに対する事後分布上P(</Jlilm)でとられている。

また平均コストの値は

J 〈C〉＝ LIP(¢,i1平 {1-cos（ふ（加）一の）｝必
私n

=2-~P心）！ P(</>|加）（ei（ふ4>) + e―i（ふ¢）)d¢

iim 

=2-どP（加）2rcos（忍（加）ー 0)
祐n

と表されて、 T=|〈e叫 1であることをふまえて最適な¢を用いると

〈C〉=2-2 LP(ilm)|〈e叫I
am 

=2(1-E(|〈ei¢〉|）)

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 
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となる。ここで期待値EはP(itm)上でとる

また¢の分布は未知で一様分布、つまり

P(¢) 
1 

＝ 
21r 

であるとすれば、ベイズの定理より

E(|〈eic/>〉|） ＝ ~p（加） J臼P（麟）d¢
恥

＝ ~Ip（加） Ji<1>P(¢|加 )d¢
um 

=~ IP(¢) J叫（加1¢)d¢
丘

1 ＝云~If沢P(加|¢)d¢
祐n

である。以上より平均コストはμ三 E(|〈ei</>〉|）として

〈C〉=2(1-μ) 

(41) 
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(46) 

と表される。以降、測定結果に対する推定値は最適であり、¢の分布は一様分布であると

する。

3.4 最適な測定

次に最適な測定方法について考える。入力状態は (25)で表される。また、測定結果amを

得る測定の POVMをPa"',La"'Pa"'= lと表せて、この時位相がのである時に測定結果

荘m を得る条件付き確率は

P(加|¢)=〈叫uJ瓜 Uq,心〉 (47) 

と表される。測定を最適にすることでコストを最小にしたいのでμを最大にすればよく

1 
μ=云tfet̀ |U鳳 U1齢 dq;I (48) 

N N 

＝江J心 L〈厨e―il<f,P,tm凸疇〉d<f>
恥 k=Ol=O

N-1 

＝LIL羞叫：〈K＋1|P丘[〉
祐n I k=O 

N-1 

こと区I心;+1仇〈K+1|P三〉 1
祐n k=O 

N-1 

=L|心;+凸|区|〈K+1|Pら伍〉I
k=O um 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 
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と評価でき、等号は各砒しに対し全ての Kでゅ；＋1匹〈K+1|P恥伍〉の主角が等しいときに成

立する。

また、 POVMPa"'は半正定値行列なのでPa"'=J冗二＼庁□と分解できて、

シュワルツの不等式より

コーシー

幻＋1|P訊〉 1＝こ凸訊二宣k+1〉〈K+1|`t` 氏〉
um 加

→:《〈K+1|PiJ,m|K+1〉喜
um 

VI 
ど〈K+1|Pam|K+1〉〉〈月Pam氏〉
丑m am 

= ✓〈K+1|I|K+1〉〈困 I|恥＝ 1 

‘
‘
,
'
／
)
、
,
l
)

3

4

5

6

 

5

5

5

5

 

‘
、
,
`
‘
(
（
‘
、
,
｀
‘

が得られる。ここで各砒しに対し全ての KでV万こI|K+1〉=a恥V冗こII局が成立する

aGm E Cが存在するとき 1つ目の等号が成立し、〈K+1|Pam|K+1〉=/3〈困P丘伍〉が成立す

る/3E股が存在するときに 2つ目の等号が成立する。

以上全ての条件を満たすPOVMPa"'によってμは最大値

N 

区咋1凸I
k=l 

(57) 

をとり、平均コストは

〈C〉=2(1言喜1||仇|) (58) 

となる。このように平均コストの最小値を与える測定は canonical測定と呼ばれる。

また先行研究 [3]において canonical測定に対し、最適な入力状態を選んだ際の平均コス

トは位相シフトをする回数Nを用いて 4sin22[N+2)であることが示されている。これは理

論的限界であり、この限界を HeisenbergLimitと呼ぶ。また (C〉=0(1/Nりとなるときに

〈C〉は HLオーダーであるという。

4
 

4.1 

先行研究：

相推定

適応的測定

Mach-Zehnder干渉計で実現できる一般的な量子位

一般的に canonical測定を Mach-Zehnder干渉計を用いて行うことはできない。 (24)より

Mach-Zehnder干渉計における測定結果は自由に調整可能な位相①によって確率的に得ら

れる。よってこの位相①を過去の測定結果に基づいて最終的なコストを小さくするように決

定し測定を行う。このような測定は適応的測定と呼ばれ、自由に調整可能な位相①をフィー

ドバック位相と呼ぶ。
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適応的測定における平均コストの計算を簡単とするため位相が¢であるときに K個の測

定結果を得る条件付き確率P(u日の）を¢の関数とする。この時P(u叶の）は周期271"の関数で

あるから

P(社|¢)＝ LPj国）eijcf,
jEZ 

(59) 

とフーリエ級数展開できる。

この時P(ii叶¢)は確率分布なので実数であるから P-j(uk)= PパU砂＊が成立する。この時

(45)は

µ=~~Ifと叫心）ei(l+j)</>dcp
am jEZ 

= LIP-1叫）1
祐n

=LIP1（心）1

ヽ
~
）
）0

1

2

 

6

6

6

 

(

（

（

 

um 

となる。

ここで、各測定は独立であるので K回目の測定におけるフィードバック位相を叱、位相

シフトを作用させる回数を nkとすると (24)より

P（疇）＝ P（叫</J)P(uk-11</J) (63) 

＝什＋ （一］）匹6叫 in砂＋ （一1)UKe叫—2→}P(uk-1 ゆ） （64) 

と表され、 Pj(uk)のKに関する以下の漸化式を得る。

1 (-1)Uk (-1)虹

P](社)＝-PパUk-1)+ 
2 4 

e―t<I>K約ーnk(Uk-1) + ~ei％約＋nk(Uk-1) 
4 

1 
Po(U1) ＝ -

2 
(-1)U1 

Pn1（術） ＝ e -i<I>1 
4 

(-1)U1 
P-n1(u1) = i<I>1 

4 
e 

(65) 

(66) 

(67) 

(68) 

4.2 適応的測定におけるよい入力状態

先行研究 [1]では、 Mach-Zehnder干渉計を用いて実現可能な入力状態と適応的測定を用

いることで HLを達成する手法を数値計算より示している。

経験的事実 1(Berry et al. 2009 [1]）単一光子に対し沙回位相シフトをかけたものを M 回

ずつ行うとする、つまり入力状態

拗〉＝（（合）s(12s-l〉+|0〉)@...@ (121〉+|0〉)⑳ (120〉+|0〉))RM (69) 



68

に対し、フィードバック位相を如＝ maxI:tFo IPnk国） 1 として適応的測定を行なって得

られる平均コストはN= M(28 -1)として

0(1/ N) (M = l, 2) 

〈C〉=｛0(1/N3/2) （M=3) 

0(1/Nり (M= 4, 5,6) 

(70) 

となる。

また、先行研究 [3]においてより一般の入力状態の平均コストの計算手法が提案されて

いる。

¢を一様分布としているため <I>1= 0とし、フィードバック位相如の決定方法はP(u叶¢)= 
LjEZ乃国）凸の Pj国）が 0とならない jのうち最小の自然数を Vkとして、 IPv叶を最大

化するように取る。つまり

とする。

Vk = min { f (It Sini) 今 E{-1,0,1}}

f(x)三{:;:~塁

(71) 

(72) 

この時、分割は n1 2: n2 2: ・ ・ ・ 2: nmの大小関係を持つとする。ここで分割が2の幕乗か

らなる場合、 Vk= nkとなり、経験的事実 1におけるフィードバック位相の定め方に等しく

なっている。以上の定め方に従った適応的測定から得られる一般の入力状態の平均コストを

計算するアルゴリズムは以下となる。
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Algorithm 1適応的測定から得られる平均コストを計算するアルゴリズム [3]

Require: Nのm分割 [n1,n2, ・ ・ ・, n叫 (n1~ n2 ~ ・ ・ ・ ~ nm) 

Ensure:平均コスト (C〉

μ ← o 
for u直 ・・・UmE {O, 1杓 do

釘 ← n1

<I>1 ←o 
Po←ぅ

恥←~e―i妬

for j = 2tom do 

Vj←min{! (II:いsinil)I Si E {-1, 0, 1}} 

叱← argIll訟 xE[0,21r}LuE{O,l}けPv3+ 4 
1 止 e―ix (-1)U 

Pvj-nj + ~e江匹＋njl
for all k do 

Pk←加＋閂巴e―心jPk-nk+旦立ei<l>1Pk+ni

end for 

end for 

μ←μ+ IP1I 
end for 

〈C〉← 2(1-μ) 

return〈C〉

先行研究 [3]ではAlgorithm1を用いて N= 18,28のときにおいて経験的事実 1よりも良

い分割が存在することが数値実験により示されている。

しかし上野のアルゴリズムは効率があまり良くなく、 Nが大きいと計算時間が急激に増

大することが問題となっており、 N=22以下およびN=28においてのみ探索されていた。

この原因としてフィードバック位相侶の計算回数が分割の要素数に応じて大きくなること

が挙げられる。その計算同数は Nのm分割として (m-1)2m回つまり計算時間は O(m2門

になっている。

5 本研究の結果：より効率的な入力状態の探索

5.1 本研究の手法

本研究では、大きな Nに対してより効率的に精度の高い入力状態の探索をするアルゴリ

ズムを提案する。本節では本研究におけるアルゴリズムの手法について説明する。

5.1.1 分割の探索方法

• Beam-Search 

先行研究では位相シフトする回数Nに対し全探索を行なっていたが、ここではあるシ

フトする同数N に対する最適な分割を見つけた際に N+lにおける最適な分割との
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関連を考える。まず、先の Algorithm1を用いた際に Nが10以上 18以下に対する最

適な分割を表 1に示す。

表 1:NE  [10, 18]における最適な分割

| N I 分割 I 
10 {2,2,2,1,1,1,1} 

11 {2,2,2,1,1,1,1,1} 

12 {2,2,2,2,1,1,1,1} 

13 {2,2,2,2,1,1,1,1,1} 

14 {2,2,2,2,2,1,1,1,1} 

15 {2,2,2,2,2,1,1,1,1,1} 

16 {2,2,2,2,2,2,1,1,1,1} 

17 {2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1} 

18 {2,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1} 

表 1から N がN+1に増えた際には分割に 1を追加するか分割のある値に 1加算

した分割になるのではないかと推測し、この法則に基づき上位 10個の分割に対して

Beam-Searchを用いることで N=28までの分割に対し最適な分割を探索しようと試

みた。しかし実際には N=23の際に上位 10個の分割全てが2と1からなるのに対し

N=24で最適な分割は{4,4,4,2,2,2,2,1,1,1,1}となっていた。

この結果は、フィードバック位相の決定方法がp咋（社）を最大化するよう定められて

おり、この時共役である IP-vk（サk)Iも共に最大化され、単にPl(ilk)を最大化すること

よりも最終的な P1(ilm)への寄与が大きくなっている。しかし 1加算では 3が 1つだ

けできてしまうことになり V2以降が全て 1になってしまうことにより P1(ilm)への寄

与が少なくなり平均コストの値が高くなっていると考えられる。

•全探索における枝刈り

次に Nに対して全分割を探索するのではなく計算しない分割の枝刈りを考える。ま

ず、上野のアルゴリズムにおけるフィードバック位相の定め方は Berryらの手法を一

般化したものとなっていたがこれは 2の幕乗の数からなる分割に対して良い結果を与

えるものとなっており、そのような分割に対しては Berryらの手法と等しくなってい

た。よって探索する分割は 2の幕乗の数からなる分割に限り、フィードバック位相の

定め方は Berryらの手法に等しいものを扱った。

また、実現不可能であるが理論上最適な canonical測定を行った場合のコストと実現

可能な適応的測定におけるコストについて、既知の分割における適応的測定のコスト

が今から計算する分割における canonical測定のコストよりも小さいのならばその分

割に対し適応的測定を行う必要はない。しかし、 canonical測定における平均コストと

適応的測定における平均コストには大きな隔たりがあり、単純な比較では十分な枝刈

りを行うことができなかった。

ここで適応的測定を行う必要があるものの中で適応的測定と canonical測定のコスト

の比を考えたところ、その値は最低でも 1.19倍程度。特に自らの研究内で得られた
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現状最適な分割はその比が少なくとも 1.4倍以上になっていた。この結果に基づき、

canonical測定におけるコストの 1.35倍が既知の適応的測定のコストを超えている分

割に対しては計算を行わないという枝刈りを行うこととした。

前者の Beam-Searchに対しては良い結果を得ることが出来なかったため、今後後者の全探

索における枝刈りのみ利用して考えるものとする。

5.1.2 アルゴリズムの改善

またアルゴリズムそのものの改善を考える。 Algorithm1の計算時間は分割数 mに対し

てフィードバック位相の計算回数から O(m2門の計算時間となっている。しかし実際には

炉通りの測定結果全てに対して計算する必要はなく、測定結果の内m墨 2，・・・，既が等しい

ならばその結果から導き出すフィードバック位相衝，的， ...'<I>k+lは等しいものになってい

る。よって再帰的にフィードバック位相を計算することで計算回数を 2m回、つまり計算時

間を 0(2門へとオーダーの改善を行なった。

改善を行い与えられた分割に対し再帰的に適応的測定から得られる平均コストを計算する

アルゴリズムを次頁の Algorithm2に示す。

ここでPo（ilo)= 1,Pn（ilo) = O(n =J 0)とすることで (65),(66),(67), (68)の漸化式と等しい

ものを与えている。また、衝＝ argmax廷[0,27r｝区峠{0,1}l½Pn1+ ヒ戸e―ixPo 十に芹eixP2n1I 

は任意の値で達成される。¢は一様分布なので計算の簡単のため剃＝ 0とした。

5.2 数値計算結果

Algorithm 2を用いて N:S: 90における精度の良い入力状態を求めた。 Berryらの手法で

は特殊な N に対してのみ手法が提案されていたが本研究のアルゴリズムでは任意の N に対

して精度の良い入力状態を求めることが出来た。結果を圏 7に示す。
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圏 7:今回求めた分割。任意の N::;90に対して分割を求めた。
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Algorithm 2再帰的に適応的測定から得られる平均コストを計算するアルゴリズム

Require: Nのm分割 [n1,n2,・・・,n叫 (n1：：：：：四：：：：： •.．：：：：：加）

Ensure:平均コスト (C〉

μ← O 

Po← 1 

j ← 1 

function F(J,Po,P1, ・ ・ ・,PN,μ) 

if j = m + 1 then 

returnμ+ IP叶
end if 

if j = l then 

叱← 0

else 

叱← argmax迂 [0,27r}区砥{0,1}I 恥＋冒丘—ixPo + ~eixP2nj I 

end if 

foruE{O,l}do 

k=O 

while k：：：：： N 曲

限←正＋門巴e―叱Pk-nk+旦巴邑JPk+nJ

k ←k+nj 

end while 

μ ←F(j + l,po,Pl, ・ ・ ・,PN, μ) 

end for 

returnμ 

end function 

〈C〉← 2(1-μ) 

return〈C〉
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また、 N= 35, 42, 60, 75, 90において、先行研究で提案されたものよりもよい分割を発見

することができた。この結果を表 2に示す。 Berryらの先行研究において HLオーダーを達

成する中でも最も定数倍ギャップの小さい M= 5においても、僅かながら改善することが

できた [1]。

表 2:上段Berryらによって提案されていた分割，下段：本研究により見つかった分割

| N | M I 分割 1 〈C〉V | 
35 5 { 4,4,4,4,4,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1} 

{ 4,4,4,4,4,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1} 

42 6 { 4,4,4,4,4,4,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1} 

{ 4,4,4,4,4,4,4,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1} 

60 4 {8,8,8,8,4,4,4,4,2,2,2,2,1,1,1,1} 

{8,8,8,4,4,4,4,4,2,2,2,2,2,2,1, 1,1,1} 

75 5 { 8,8,8,8,8,4,4,4,4,4,2,2,2,2,2, 1, 1, 1, 1, 1} 

{8,8,8,8,8,4,4,4,4,4,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1} 

90 6 {8,8,8,8,8,8,4,4,4,4,4,4,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1} 

{8,8,8,8,8,8,8,4,4,4,4,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1} 

6 本研究：コスト関数の一般化

6.1 コスト関数の定義

18.1120435249 

18.0675232523 

19.1283984930 

18. 7000818835 

20.6363833447 

20.4743118574 

20.6317720008 

20.6176843064 

21.62997787 48 

21.0279961464 

先行研究 [1][3]ではコスト関数を (28)で定めたものを利用していた。しかし実際には他

のコスト関数を考えることができる。 6¢ ＝忍―¢としてコスト関数C(ocp)が満たすべき条

件は周期 21rで周期的であること、 8¢ = 0において最小値0を取ること、蒟＝ Tで最大値

Cmaxを取ること、的に対し偶関数であること、 ocpE (0,1r）で単調増加することである [2]。

まず、偶関数かつ周期が21rであることからフーリエ級数展開出来て

C（砂）＝ Ler,cos(n励） (73) 

n2'.0 

と表せる。この時、コスト関数が満たさなければいけない必要条件として

LCn=O，L(-1)工＝ Cmax:, L -n2er, ~ 0, L -n2(-l)nCn ~ 0 (74) 
n>O n>O n2'.l n2'.1 

が存在する [2]。ここでLn::>1―研Cnはコスト関数の2階微分の砂＝ 0における値、 Ln刃―研（一1)n%

は砂＝ T における値になっている。

co= 2, c1 = -2とすると条件を満たし、 (28)に一致する。この時こ立1―炉Cn= 2となっ

ており、砂＝ 0近傍において二乗誤差に等しくなっている。



74

7
 

一般のコスト関数に対する最適な位相推定値、 および最適な測定

次にコスト関数が (73)で表される際の最適な位相推定値を考える。まず、平均コストの

値は (27)に¢が一様分布であることを用いて

〈C〉＝こ 1 恥石／P（い） ~CnCOSn（忍（加）ー ¢)d¢
n;::,:o 

＝区L~/ p(心|¢)（em（ぷ（ii,,.)-¢)+e―m（ふ（凸）一¢))d¢

祐nn;::,:o J 
となる。 ここで

ー
＝
 

ふ
}d

 

ヽ
ー
、¢
 

m
 

↓U
 

、,|、p
 J

 

1
一加>]↓

Um 

であり、 (59)より

JP(心 |q>)ein鸞＝ 21rp_n（心）

なので匹（加）三 rn（um)ei0n（加） （n 2". 1)とすると

rn = I〈einり

0n = arg〈einり

であり、平均コストは

〈C〉=Co＋ことり（ 匹 (um) （→ein¢(i1m)Pn(i1m) + e―in¢(i1m)い（加））

恥 n:2'.1

= co＋こL叫（ilm)cos（碕（Um)+0n（加））
祐nn:2'.l 

と表せる。

この時測定結果amに対して最適な位相推定値は

min 区％叫加）cos(nx+0虚 m))
xE[0,21r} 

n2'.l 

(75) 

(76) 

(77) 

(78) 

(79) 

(80) 

(81) 

(82) 

(83) 

(84) 

を達成する xとなる。しかし、n:::> 1においてCn=J 0となる項が複数ある時のの値を 0か rn,Cn

を用いて表すことは非常に困難である。例えばco=l,c1 = -1,c2 = ½とすると全ての条件
を満たした上で的＝ 0近傍において四乗誤差となるようなコスト関数を与えることができ

るがこの時

d 4r1 2r2 品！P（三）C（忍（加），¢)d¢ =了sin(¢□-了 sin(2贔＋02) (85) 

となり、嘉JP(¢1iim)C（炒（加），¢)d¢ = 0の解を r1,r2,B1，約を用いて表すことは出来ない。
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このことから既存のコスト関数におけるμに値するものを置くことが出来ず、 canonical

測定におけるコストの算出においても忍が残り実際の値を計算できないこととなる。

そのほかに co=ぶc1= -l,c2 = -¼とすることで砂＝ 0 近傍で二乗誤差、砂＝ T 近傍
で4次関数的になるものや、 co＝闘，c1=―怜c2=ー責とすることで砂＝ 0近傍で二乗

誤差、的＝ T近傍で 2次関数的になるコスト関数を与えることができるが、これらに関し

ても同様のことが成り立つ。

また、 n：：：： 1において％ヂ。となる項が一っのみの場合、コスト関数の周期は悟となりヽ

Co, C1のみが非零の値を持たなければならない。しかしこれは既存のコスト関数の定数倍と

なってしまう。

以上のことから、既存のコスト関数よりもよいコスト関数を与えることは困難であると考

えられる。

8 結論

8.1 まとめ

より大きな Nに対し効率的に平均コストを計算するアルゴリズムを提案した。そのアル

ゴリズムを用いることで N~ 90において効率的に適応的測定におけるよい入力状態を求め

た。結果N= 35,42,60,75,90において先行研究 [1]で提案された分割よりも小さな平均コ

ストを与える分割が存在することを示した。

また、コスト関数の一般化を先行研究 [2]の条件に基づき行った。その条件を満たす他の

コスト関数の例を挙げたが、それらは最適な測定を行った際の平均コストの値や最適な位相

推定値を計算することが困難であり従来のコスト関数よりもよいものを与えることは困難で

あるとわかった。

8.2 今後の課題

Algorithm 2は分割の要素数 m に対して指数的に計算時間がかかるものとなっている。

よって分割の要素数に対して制限を加えることで大きな Nに対しても効率的に計算をする

ことができることとなる。この分割の要素数に対して制限を適切に与え、探索アルゴリズム

を効率化することは今後の課題である。

また、フィードバック位相の定め方は任意の分割に対し良いものではない。各測定結果

の最終的な P1(u言）に対しての影響を重み Wnとして区nEzlWnPn（耳） 1の値を最大化するよ

うにフィードバック位相を定めることなどが考えられ、これを効率的に計算するようなアル

ゴリズムの構築も課題となる。
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