
22

Affine Super Yangians and Rectangular W-superalgebras 

上田 衛（京都大学大学院理学研究科博士課程二年）

概要

講演者はアファインスーパーヤンギアンから rectangularW代数の普遍包絡代数への全射写像の構成に

ついて説明を行う。この結果は、 A型の有限型ヤンギアンから A型の rectanugular有限W代数への全射

写像を構成した Ragoucy-Sorbaの結果のスーパーアファイン版である。

1 :fヒ早
目忠

1980年代から物理学者と数学者の双方により W 代数の研究が開始された。 W （スーパー）代数 W灯g,f)

は

{｝;;：り:二ニ―)リー代数

k；レベルと呼ばれる複素数

に付随する頂点代数であり、ヴィラソロ代数の一般化となっている。具体例を二つの場合に挙げておく。

Example l.l. 1. g = s1(2), f =J 0の時、 W勺g,f)＝ヴィラソロ代数。

2. f = 0の時、 Wk(g,!) =い（g);アフィン頂点代数。

w（スーパー）代数の難点の一つは、定義関係式が複雑すぎて直接書き下すことが非常に難しいことがある。

その難点は、 [4]でBrund皿と Kleshchevは、 gがA型のリー代数の場合に、「ヤンギアン」と呼ばれるホッ

プ代数を使用して、この問題を解決した。

ヤンギアンは Drinfeld([5], [ 6]）により量子ヤンバクスター方程式を解く道具として導入された。有限次元単

純リー代数gに付随するヤンギアン坑(g)は、以下の性質を持ち、量子群と呼ばれるものの一種である。すな

わち、

1.坑（g）は gと複素数 hにより定まるホップ代数である。

2. h = 0と定めると、カレント代数gRC[u]と一致する。

BrundanとKleshchevはgがgl(n),fが任意の幕零元の場合に、 A型のヤンギアンの部分代数である shifted

ヤンギアンの商代数として gとfに付随する有限w代数を書き下した。 [4]の論文のより特別な場合、すな

わち、

g = glnz = glれ !Sig[ぃ
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の場合に関しては RagoucyとSorbaによる先行研究 [13]がある。ただし、 On(resp.ln)はn次の零 (resp.

単位）行列である。

Theorem 1.3 (Ragoucy-Sorba, [13]）．ヤンギアン汎(sl(n)）から (1.2)に付随する有限 W 代数 wfin(g,!) 

への全射が存在する。

本講演では、この結果のスーパーアファイン版の構成を行う。

2 ヤンギアン

有限次元単純リー代数に付随するヤンギアンは量子群として定義することが出来たが、一般の対称化可能

カッツムーディーリー代数に付随するヤンギアンを量了群として定義することが出来るかということは一つの

問題になっている。形式的な定義は、 Drinfeldの与えている有限次元単純リー代数に付随するヤンギアンの表

示の一つを使えば簡単にできる。今、

[99三三:-；t数

h € C. 

とおく。 gが有限次元単純リー代数のとき、カレント代数g[u]の普遍包絡代数は以下のような表示を持つ。

生成元 {xむ，hi,sI i E J, S E Z叫

定義関係式

[h;,s, hバ＝0,

[hi,o,x7'..]＝土(a:i,aj)X_T,8, 

［元，x正］＝妬hi,r+s,

[hi,r+l, X;」-［h;,r, X_T,s+lJ = 0, 

[xtr+1, x訂ー [xむ，X_T,s+1J= 0, 

区 [xむa(l)'...'[xむク(1-a,;)'X_T,』＝ 0.
uES1 -aij 

ここで、 xtsとhi,sはそれぞれ叶 @U8,hi@u"に対応する。

この定義関係式をもとに一般の gを変形していくことを考える。以後、簡単のために上記の生成元と定義関

係式で定義されるものを g[u]と書く。

Definition 2.1.ヤンギアン坑(g)はC上の結合代数で、以下の生成元と定義関係式を持つ。

生成元 {xts,hi,s Ii E I,s E陀o}

定義関係式

[h;,s, hj,r] = 0, 

[h;,o，心＝土(a;,の）吋恥

［元，ら]=妬h;,r+s,

[hi,r+l, XT,8] -[hi,r, XT,s+1] =士¥(h;,rXT,8+x]'.shi,r), 
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士士 士士］ ＝士h(m,aり
[xtr+l, XT,s] -[x,，ぃ％，8＋1 2 (m古写s+x責sxtr),

区 [xむa(l)'...'[xtra(l-aij)'吋』＝0.
uES1 -a勺

この定義のもとで、 [9],[2], [18]により以下のことが知られている。

l. h = 0とすると、 Yo(g)はg[u]の普遍包絡代数に一致する。

2. (a;,j)がある条件を満たすと、 Yh(g)は｛x古，h;,rI i E I, r = 0, l}を生成元とする表示を持つ。特に、

gが有限次元単純リー代数とアファインリー代数ならばこの表示を持つ。

3. Yh(IJ)はgが有限次元単純リー代数とアファインリー代数ならばホップ代数となる。一般の場合は未解

決である。

主結果を述べるためには、 2変数に依存するヤンギアンを準備する必要がある。これは Guay([7])により A

型の場合作られている。

Definition 2.2. Y;叫且(N)）は C上の結合代数で、以下の生成元と定義関係式を持つ結合代数である。

生成元： ｛x贔h;,sI O ::,'. i ::,'. N -l, S E Z叫

定義関係式：

[hi,r, hj,s] = 0, ［元，x；」＝ %h;,r+s, [h;,o,土］ ＝士a9J吋記

z= [xtrw(1)'[xむw(2J'...'[xt丘（1-田）， x訂...]]=0 (i=Jj), 
wE61-aij 

釘十 c2
[hi,r+l, XT,8] -[hi,r,叫 l＝士ll;jT{hi,r,XT,8}-mijT[h;,r,X戸，

[xi王r+1,x;Sl -［xtr, X;s+1] ＝士a;j
釘十 c2

2 {x古，xt,.}
釘ー c2

-mtj2 [x古，ヰ］．

゜
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[8], [7], [12], [11]により以下の特徴を持つことが示されている。

1.釘＝ e2= 0とすると、 Yo,o（紅（N))は社(N)[u]に一致する。

より正確に言えば、 s[(N)［炉1,V]の中心拡大の普遍包絡代数と一致する。

2. Y叫 2(sl(N))は｛x古，hi,rI i E I, r = 0, l}を生成元とする表示を持つ。

3. YC1,C2国(N))はホップ代数である。

4. "evaluation map"と呼ばれる YC1,C2国(N)）から U（釘（N))のdegreewisecompletionへの全射準同型

写像が存在する。

このスーパー版はアファインスーパーヤンギアンと呼ばれ、 [16]で導入された。

Definition 2.3. Y;叫厄(min)）は C上の結合代数で、以下の生成元と定義関係式を持つスーパー結合代数

である。
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生成元 {xi王8,h;,s IO~ i ~ m + n -l, s E陀o}

ただし、 X品と立，sはodd,その他の元は evenとする。

定義関係式

[h;,r, hj,s] = 0, [x嘉，弘]=妬h;,r+s, [h;,o, XT,r] =土a;j字，

[hi,r+l, XT,8] -[hi,r, XT,8+1] ＝士a;j~{hi,r,XT,8}-mij~ 砂［h;,r,X詞
釘＋ f2

[xi王r+19X;Sl -［xむ叫]=土a” 2 ｛元， x□ — m;jT[xむ， XT,s],

~ [xtrw(l)'[xt心（2)'...'[x古w(l-a;;)'X訂...l]=O(i=Jj), 
wE61+ |a93 | 

[x古，土］ ＝0 (i = O,m), 

[[xL,r,x嘉］，［年。， x~+l,sll = 0 (i = 0,m). 

ただし、
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とおく。

[16]と[19]により、以下の性質が知られている。

1. Y叫 2（sl(mln))はホップ代数である．

2.釘＝ £2= 0とおくと、 Yo,o（紅（min))は社(mln)[u]の普遥包絡代数である。

より正確に言えば、 s((mln)[u士1,V］の中心拡大の普遍包絡代数と一致する。

3. Y釘，c厄(min))は｛h;,r,Xむ。<:'.i<::m+n-l,r=O,l}を生成元に持つ最小表示を持つ。

4. "evaluation map"と呼ばれる YC1,C2国(min))から U（虹（min))の degreewisecompletionへの全射準

同型写像が存在する。
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Y(IO〉,z)=id, ¥/uEV,Y(u,z)IO〉=u+V[[z]],
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d 
8|0〉=0, [a, Y(u,z)]v = -i:-Y(u,z)v, 

dz 
¥/u,vEV, Y(u,z),Y(v,z)は互いに局所的である．

という条件を持つ。

互いに局所的であるという条件をより詳しく見る。 Vを任意のベクトル空間、 a(z)とb(z)をEnd(V)((z))

の元とする。この時、

a(z),b(z)が互いに局所的である。⇔ N>> 0, (z -w)N[a(z), b(w)] = 0, 

⇔ヨ{c;(z)｝。芦N-1；場 s.t.

N-1 

区）
aJ 

[a(z), b(w)] = L cj(wー一区z―n-lwn. (3.1) 
.＝0 

j！印w
nEZ 

a(z) = LnEZ a(n)Z―n-1, b(z) = LnEZ b(n)Z-n-1とすると、 (3.1)を次のように書き直すことが出来、 OPE

(operator product expansion)と呼ぶ。

N-1 

a(z)b(w)～区 叫w)

j=D 
(z -W)j+1. 

特に、 Vが頂点代数の時、

Y(u,z)Y(v,w)～こ Y(uu)v,w) 

j::".O 
(z -W)j' 

Y(uu)v,w) = Resw(z -w)叶Y(u,z),Y(v,w)]. 

が成り立つ。この二つの式はそれぞれ

(3.2)⇔ ［U(a), V(b)]＝こじ）（％）v)(a+b-r),

(3.3)⇔ (u(m)V)cn)W = ~じ） （一ll(uca-i)(V(b+i)w)-(-ljP(u)p(v¥-ltvca+b-i)(U(i)w)) 

、

ー

、

）
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と書き直せる。これらは頂点代数の普逼包絡代数の構成のところに関係してくる。

頂点代数の具体例として最も簡単なものの一つにアファイン頂点代数というものがある。

Example 3.4. 

｛□9c:XCーのx／ここ/:：：、フ0、ア：；イ；；作用するもの

とおく。今、 V吋g)をU(g)Ru(g[t]①Cx)C1竺 U(g[r1]r1)とおくと、 V"(g)は

10〉=l,8(at8)= -sat8-1,a(z) := Y(at―1,z) ＝Lat―Sが，

sEZ 

a(z)b(w) ~ ~ + 
[a,b], 1£(a,b) 

(z-w)'(z-w)2 

という頂点代数の構造を持ち、アファイン頂点代数と呼ばれる。
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このアファイン頂点代数を用いて、今回の主役である rectangularW スーパー代数の定義を述べる（この述

べ方は [10]による）。以後、 gとfを次のように固定する。

g = g[(mllnl) = g[(mln) 0 g[z, 

f = ［／口n ：二：
m+n ・ ・ ・ Om+n 

ただし、 Om+n(resp. lm+n)は (min)x (min)零 (resp. 単位）行列とする。この gとfに付随する

W スーパー代数 Wk(g,f)にrectangularW スーパー代数と呼び、 Wk(g[(mllnl),(z(mln)））と書く。特に、

(m, n) = (1, 0)の時、 W 代数を principalW 代数と呼ぶ。

Kac-Roan-Wakimoto ([10])の結果により、 W灯g[(mllnl),(z(mln)）)は以下のようなスーパーリー代数 bと

その不変対称内積 Kを取ると、 V"(g)の部分代数として実現される；

，
 

＼

）

 

n
 

＋
 

m
 。n 

＋
 

m
 

0

.

.

 
ー

b ＝む） ① es(m+n)+i,t(m+n)+j, 
s::0:t l~i,j~m+n 

t£(es,(m+n)＋叫1(m+n)+j1,es2(m+n)+i2,t,(m+n)+h) 

= 8s,,tふ，8ふ，j20j1,;2(-1/(i,¥k+ (l -l)(m -n)) -8s,,t, Os2,t20;1,j1 8;2,h (-1/（り）＋p（ね）（c―/jS1,S2)． 

さらに、生成元を具体的に与えることが、 non-superの場合 [1]により， superの場合 [17]によりされている。

Theorem 3.5. (1) l c'.'. 2とすると、以下の元は Wk(gl(mllnl),(z(mln)））に含まれる；

叫＝こ％—l)(m+n)+j,(s-l)(m+n)+i[-1], 
l:<,s:',I 

Wげ＝区 es(m+n)+j,(s-l)(m+n)+i[-1] 
l<s<l-1 

+ (k + (l -l)(m -n)) L (s -l)e(s-l)(m+n)+j,(s-l)(m+n)+;[-2] 
l<s<l 

+ L L (-l/(t)+p(e,,,)p(e;.,) e仰[-l]e炉［ー1].

l:<,t:<:;m+n r, <r2 

ただし、 et}=e(r-l)(m+n)+i,(r-l)(m+n)+j, e;,j[-s] = e叫―8 EVん(b)とおく。

(2) k+(l-l)(m-n)=JO,m+nミ2とすると、氾(gl(mllnl),(z(mln)）)はw;りと W汀により生成さ

れる

4 主結果

Theorem 1.3のスーパーアファイン版の構成を目指していく。次ページの図のように、ヤンギアンと

rectangular W 代数には対応関係がある。左上同土の関係を構成したのが、 Ragoucy-Sorba([13]）であり、左

下同士の関係を構成したのが、 Briot-Ragoucy([3]）である。右側の場合、すなわち、アファインの場合に関

して、最初に結果を出したのが [14]であり、 principalW 代数に対して対応関係を与えた。講演者の [17]の

結果はアファインの場合の一般の場合に関して対応付けを与えている。
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ヤンギアンの関係図

1有限籾ヤンギアン I-―ー一竺竺笠＿→|アファインヤンギアン I

：スーパー化 ：スーパー化
↓ ↓ 

IスーパーヤンギアンI-―どこ乙生＿→ |アファインスーパーヤンギアンI
Ragoucy-Sorba'99, Briot-Ragoucy'03 J Schiffmann-Vasserot'13, U.'20 

rectangular W 代数の関係図

|rectangular有限 W 代数I-----―て］をど但＿——→ |rectangular W 代数I

：スーパー化 ：スーパー化

|rectangular有限 W スーパー代数 1-―亡竺把＿→ |rectangular W スーパー代数 I

Theorem 4.1 (Briot-Ragoucy [3]）．スーパーヤンギアン汎(s[(mln))から有限 w 代数 wfin(g,f)への全

射が存在する。

スーパーヤンギアン坑(.s[(mln)）は [15]で定義され、坑(.s[(n)）同様に以下のような特徴を持つ。

1. Yh(.s[(mln))は複素数 hに依存するホップ代数である。

2. h = 0とすると、カレント代数.s[(mln)[u]の普遍包絡代数と一致する。

図の右側を構成する際に間題となることの一つが、 W 代数は単体ではただのベクトル空間であり、それその

ものは結合代数ではないということである。このため、頂点代数の普遍包絡代数を考える。

Vを頂点代数とする。次のようなリースーパー代数 L(V)を考える。

ベクトル空間 L(V)= V@IC[t,C1]/Im(8@id+id@羞），

定義関係式

Vu, v E V, Va, b E Z[ut叫vtり＝とじ）（％）V）ta+b-T. 

U(V)はU(L(V)）の degreewisecompletionを

（） (u(a)v)tb-区： （一l)i(uta-ivtb+i-(-ljP(u)p(v¥-ltvta+b―’uti), 

i,o:O 

0〉t―1-1, 

(4.2) 

で生成される両側イデアルの completionで割った商代数である。これらの関係式は全て頂点代数の関係式か

ら来ている。

Example 4.3.普遍アファイン頂点代数 Vk(g)に対しては、

となる。

U(Vk(g)) = U(g)のdegreewisecompletion, 

Zhu(V勺g))= U(g) 

図の右側に閲わる場合、最も簡単な場合は l= 1の場合である。この時は、 Example1.1とExample4.3に

より、 U(W勺gl(mln),(lCmln)）））は U(g)のdegreewisecompletionである。従って、 evaluationmapが条

件を満たす写像である。
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重要な例として、 (m,n)= (1,0)の時、 [14]の論文で先行研究がある。

Theorem 4.4 (Schiffman-Vasserot [14]）．訊に付随するアファインヤンギアンから principalW 代数の普

遍包絡代数への全射準同型写像が存在する。

この写像を用いて、 Schiffman-VasserotはAGT予想の解決を行っている。

今回の主定理は、右側の固に関して、

Theorem 4.5. l :;:> 2,｛二□。ヂ n, とする。今、

a a 
釘＝ ， e2 = -1 -．  

m-n m-n 

とおくと、準同型写像

<I>：Y桑，む（社(min))→U(Wk(g[(mllnl),(z(mln)))). 

が存在する。さらに、 a=k + (l -l)(m -n) =J 0とすると、①の像は U(W勺gl(mllnl),(z(mln)））)の中で桐

密となる。

outline of the proof. l.アファインスーパーヤンギアン Y虹 2（紅（min)）の生成元

{hi,r,元 |0:::;i :::; m + n -l, r = 0, l} 

2. rect皿 gularW スーパー代数の普逼包絡代数の生成元

{w/;l『 |1:::; i,jさm+n,r= 0, 1} 

を用いて具体的に構成する！

一般的に

印 (Ei,jザ）＝ wj，罰， ~(c) = lat―l W)=IO〉t―1.

で定まる準同型写像

~: u（扇(min))→U(Wk(g[(mllnl),(z(mlnl)) 

により U（扇（min))を U（か（g[(mllnl),(z(mln)））に埋め込むことが出来る。このくを用いて、準同型写像

<l>: Yc,,c2（J(m））→ U(W灯gl(ml)，（匹）））を
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とこるす成構で

la la 
釘＝， f2= -1 -__:_:_. 

m-n m-n 

この写像が定義関係式を満たすことを計算により示せばいい。示し方には二通り存在し、 ロ
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