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1 序文

場の呈子論は素粒子の世界から宇宙規模まで広範な物理現象を記述する物理理論である。物理理論とし

ての重要性もさることながら、数学に対しても新しい幾何学や組み合わせ論、表現論的予想など豊かな話題

を提供してきた。しかしながら、現時点では高次元の場の量子論を数学的に構成することは極めて困難で

ある。難しい理由の一つは、物理で場の量子論を構成する強力な手法である「変形」（摂動論）が茎本的に

は近似であり、変形したものが厳密に公理を満たしているか証明できないことにある。私は [Mo2,Mo3]に

おいて、二次元共形場理論（二次元のよいクラスの場の量子論）の数学的定式化を与え、その（カレントカレ

ント）変形を構成した。本稿では二次元共形場理論の定式化の動機やその変形の構成と具体例を概説する。

1.1 なぜ二次元か？

場の量子論は一般に多様体（境界や角を考えるこ

ともある）の上で定義され、多様体の次元 dに応じ

て d次元の場の理論と呼ばれる。本稿では平坦な

配上の場の量子論のみを考える。 R上の場の量子

論は、最子力学と同値であり数学的にかなり整備さ

れている。他方高次元（三次元以上）の場の量子論は

難しく、非自明かつ「厳密」な具体例は未だに構成

されていない。その中間である二次元の場の量子論

は非常に豊かであり、多くの例が知られている。な

かでも二次元の共形場理論と呼ばれる特別なクラス

の場の械子論はかなり扱いやすく、変形などといっ

た物理で予想される様々な場の量子論の性質を数学

的に検証し証明するのに適している。たとえば、図

1は中心電荷 (1,1)（理論の不変量）の二次元共形場

理論の物理で予想されているモジュライ空間である
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図 1:(1, 1)モジュライ空間

[Gi, DVVl, DVV2]。図の各点が、共形場理論に対応し線は理論の変形に対応している。
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本稿では二次元共形場理論を数学的定式化した代数 (full頂点代数）を導入し、図のモジュライ空間の横

線に対応する変形を一般的な設定で構成する。

1.2 なぜfullか？

二次元の共形場理論における状態全体はベクトル空間 F（ユニタリな理論ならばヒルベルト空間）をなす。

また場は配上の EndFに値を持つ（極を持った）実解析的関数になる。正則な場のなす Fの部分空間は部

分代数になりカイラル共形場理論と呼ばれている。カイラル共形場理論は Borcherdsによって数学的に定
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式化され頂点代数と呼ばれ [B]、数学的に非常によく調べられてきた。本稿で紹介する full頂点代数は頂点

代数の非カイラル (full)な共形場理論への一般化である。「full」への一般化を考えるメリットは、 ful]の場

は実解析的であり、正則関数よりも自由度が高いことが挙げられる。たとえば固にあるような変形 (exactly

margina]変形と呼ばれる）はカイラル共形場理論の世界（正則関数）では考えることができない。よってカ

イラルの世界だけでは、一見関係のないように見えていた頂点代数たちがful]の世界に行くことで変形で連

続的に移りあうということがあり得るのである。本稿でもその一例を紹介する。

2 二次元共形場理論の定式化

先述のように二次元の共形場理論における場 (EndF値の実解析的関数）は極を持つ。しかし共形場理論

の高い対称性（共形対称性）のおかげで、場は極において（1)にあるような「級数展開」を持つ。

L a(p,n)（五）pf2(z/z)kf2＝ La(p,n）伊exp(21rikT), (ap,n E EndF), (1) 
pElll.,kEZ pEill.,kEZ 

ただし z= Rexp(2面T)はzEC＝配の極座標表示。私は共形場理論に現れる特異性を共形特異性とよび

それを元に二次元の共形場理論を数学的に定義した。この章では二次元の共形場理論の定式化について概

説する。

2.1 共形特異性

共形対称性の基本的なアイディアは正則関数のローラン級数展開である。 IC[[z土］］を（下に有界とは限ら

ない）形式的級数 f(z)＝LnEZ％砂のなす空間とし、 C(（z)）を下に有界な形式的級数のなす空間とする。

すなわち f(z)E IC((z)）ならばある NE民で、 an=0が全ての n<Nに対して成り立つものが存在する。

有理形関数は、定義域の各点で IC((z)）の元による級数展開を唯一もつ。

この形式的級数の実解析的な類似を考えると、 z,zを形式的変数として IC[[z主芝±]]、すなわち f(z)= 

江，mE'1l,％,mZ”戸のなす空間が考えられる。しかし実はこの空間では共形場理論に現れる関数をとらえる

には小さすぎる。が＝ exp(rlogz)はrEZでない限り一価でないが、 (zz)'は任意の rE民に対して一価

な関数を定める。級数展開ではこのような関数も許すことにする。そこで r-sEZでないならばar,s= 0 

を満たす形式的級数 f(z)= Lr,sElll.年，sZrぎたちのなす空間を IC[[z,召,|z戸l]とおく。ただし zl= (zz)½ と
する。これがIC[[z]］の実解析的な類似になる。

次に、高々極という条件C(（z)）の実解析的な類似を考える。 C(（z,乞|z戸））を IC[[z,乞|zllll.llの部分空間で

あって、以下の条件を満たす Lr,sEIR年，Sが密 EIC[[z, z, lzllll.]］たちのなす空間とする：

CSl)ある NEJR.が存在して、任意の r：：：：： N または任意の S ：：：：： Nに対しで aぃ =0を満た丸

CS2)任意の H € Rにたいして、 {(r,s)lr+s：：：：： Hかつ a九s=J 0}は有限集合゚

Remark 2.1コンパクトな共形場理論に現れる関数隙理量）の特異点でのふるまいは全て条件 (CSJ)お

よび (CS2)を満たしていることが分かる。ここで共形場理論のコンパクト性とは、状態のなす空間のエネル

ギースペクトラムに対する条件である。 r+sはエネルギーに関係した量であり、 (CS2)はあるエネルギー

以ドの状態が有限であるという仮定から従う。また (CS1)は正則な場合の高々極という条件の自然な類似

であり、これもまたコンパクト性から従う。

f（互） EIC((z, z, lzlIR))とするには zといの二つの形式的変数を持つことを表す）。条件 (CSl)からある

NE民で (zz)勺（旦） ＝江，s::>O佑，sZrzsとなるものが存在する。 f（旦）が z=O周りで絶対収束するとは、

ある実数 R>Oが存在して、和区r,sき0lar,slRr+sが有限になることをいう。絶対収束するかどうかは N
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の取り方によらない。絶対収束する f(2)E C(（z,z,|z町）たちは、 C((z,z, lzlR))の部分環をなし、これを

Conv((z, z, lz戸））とかく。またそのような f（且）はアニュラス {O< lzl < R}上の連続関数になる。

UcCをaECの開近傍とし、 x:U→Cをx(a)=0を満たす a周りの双正則写像とする（座標近傍）。

U¥a上の実解析的関数のがaで共形特異点を持つとは、 ¢ox―1がConv((z,z,lz町）の元による級数展開

を持つことをいう。より正確に述べると、ある f（&)E Conv((z, z, lz戸））で f（旦）の定める連続関数がアニュ

ラス上 </>ox-1と一致するものが存在することをいう。このような級数 f（こ）は a周りの複素座標近傍 xを

決めると一意であるため、これをのの (a,x)での級数展開とよび、 j(x,</>) E C((z, z, lzlll!.))とかく。たとえ

ばj(l/z,</>)やj(l-z―1¢)はそれぞれ ¢(1/z)と¢（己ゴの z=O周りの展開である。

CP1 ¥ {0, 1, oo}上の実解析的関数であって、 {0,1,oo｝で共形特異性を持つ閑数の空間を F。,l,=とおく。

コンパクト共形場理論の任意の四点相関関数（の極限）は F。,l,=に入る。

Remark 2.2たとえば、コンパクト共形場理論の例である臨界イジング模型を考える。その四点相関関数

の一つは
1 
-（|l-ご|+1+ご|）
2 

である [Mo4]。その z=O周りの展開は、

1 1 1 1 
1 + ~lzl -i;(z + z) + i.=;lzl(z + z) + i:;-zz +.... 4''8'.'. 32'''.'. 64 

で与えられる。

最後にベクトル空間 Fに対して、 F[[z,乞|z|政］］や F((z,芝,|z戸））を Fを係数に持つ上記の形式的級数と

する。

2.2 full頂点代数

配上の場の量子論はポアンカレ群艮d><1 SO(d)の対称性を持つが、共形場理論はより大きな大域的対称

性（共形対称性） SO(d+ 1, 1)＋を持つ。二次元の場合 S0(3,1)＋であり、これは空間隠2=Cの対称性で

あるスケール変換 z→R,zと、回転 z→exp(27ri0)zを含んでいる。共形場理論の状態のなすベクトル空

間Fはこれらの同時固有空間になっているとしてよい、 F=EBhぷE]1!,Fぃ（この条件を緩めた共形場理論、

logarithmic共形場理論を考えることもある）。ただし aE Fh,liに対して、スケール変換は a→rh+％、回転

はa→exp(2面 (h-h)0)aと作用する。回転の作用がwell-definedであるためには、 Fh,li=0がh-h¢Z

に対して成り立つ必要がある。また線形作用素 L(O)，エ(0)E EndFを、 L(O)IFぃ＝ h、エ(O)IFぃ＝ hで定

める。

以上の下、 full頂点代数とは配次数付けを持つ Cベクトル空間 F= EI沈，hEll!.Fhふと、ゼロでないベク

トル 1EF。'。ぉよび線形作用素

Y(-,;;_) :F→EndF[[z,z, lzllll.]], a→L a(r,s)z―r-lz―s-1 

であって以下の条件を満たすものである。

FVl)任意の a,bEFに対して、 Y(a，;;_)bE F((z, z, lz戸））；

FV2) h-h ~ ZならばFh,h= O; 

T,8El1!. 

FV3)任意の aE Fに対して、 Y(a,;;_)lE F[[z,z]]かつ lim,;_→oY(a，こ）l=a(-1-l)l=a;

FV4) Y(l，;;_)=id広
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FV5)任意の h;,h;E股、 a;E Fh,,h, (i = 1, 2, 3)とU E Fぷ，h。に対して、ある fE F。,1,ooで以下の条件を

満たすものが存在する。

-ho+h叶加十加 ho十柘十加十h3z2 百 u(Y(a1土1)Y(a2五）％） ＝ Jim_ j(z, f), 
z→叫Zl

Z2 
-ho+h叶加十h3--ho+h1＋加十h3z;-ho+h1 +h2+h3u(Y(Y(a旦 0)a2五）％） ＝ Jim_ j(l-z―1, f)， 

z→-zo/z2 

Z2 
-ho+h叶加＋加 ho十柘＋加十h3百 u(Y(a2玉）Y(a這 1)a3)= Jim_ j(l/ z, J). 

z→m/Z2 

FV6)任意の aE Fh,hに対して、 [L(O),Y(a，之）］ ＝ （z舌＋ h)Y(a，こ）、［L(O),Y(a,_g_)] =（吋旨＋ h)Y(a,_g_).

条件 (FV5)がfull頂点代数を定義する上で最も大切な条件であり共形場理論（より一般に場の量子論）の

consistencyと呼ばれている。また (FV5)によって得られる関数 fE F。,1心は（四点）相関関数と呼ばれる

場の景子論における璽要な物理量である。

Remark 2.3 z2ho+h叶 h叶 h322T.。ふ＋砧＋h3の項が煩雑だが、これはfull頂点代数の定義に必要な準備を

少なくするためであり、適切な準備の下同値でより簡潔な定義を与えることができる [Mo2)。

場の合成 Y(a，&1)Y(b，函）c、Y(b，函）Y(a，釦）cおよびY(Y(a，&o)b，函）cをz,zを忘れて、 a(bc)、b(ac)お

よび (ab)cと書くと、条件 (FV5)は積が結合的かつ可換であることを意味していることが分かる。よって

共形場理論とは、場の積が「解析接続すると」結合的かつ可換になる代数のことである。条件 (FV5)につ

いてのより詳しい解説は [Mo2]のイントロダクションを参照されたい。

Remark 2.4 full頂点代数 Fが以下の二条件を満たすときコンパクトであるという：

C1) ある NE 良が存在して、任意の h~N または任意の h~N に対して Fh,h = 0; 

C2)任意の HEJR.に対して、区h,h,SHdim Fh,hが有限。

隅論物理における）共形場理論がスペクトラムに関する上記の条件 (C1)、（C2)を満たすとき、その代数は

コンパクト full頂点代数になることが分かる。よってコンパクト full頂点代数は条件 (C1)、（C2)を満たす

共形場理論の数学的定式化になっている ((C1)、（C2)は物理における共形場理論のコンパクト性とほぼ同

じだが若干異なる）。後に登場する有理的共形場理論と呼ばれる共形場理論は全て (C1)と(C2)を満たすた

め、コンパクト共形場理論は良い共形場理論を十分に含んでいると言える。

上記の公理は実際には共形場理論を定義するには少し弱く、より強い公理を満たす代数（（局所）共形対称性

を含む）を full頂点作用素代数と呼ぶ [Mo2]。

2.3 頂点代数との関係

Fをfull頂点代数とする。 full頂点代数の 1EF。,oは真空状態にあたるベクトルであり、結合代数の類似

として見る場合は代数の単位元に相当する。線形作用素 D,DE EndFをz,zの係数

Y(a，旦）1=a+ (Da)z + (Da)z +... 

によって定義する。実は D,Dを用いると高次の項は

n -m  z z 
Y(a,&)I＝こ（かかa)--＝exp(Dz＋応）a

n! m! 
n,m::>。

と書けることが分かる。さらに
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Proposition 2.1 ([Mo2])任意の a,bEFに対して以下が成立する。

d 
Y(Da，g_) = [D,Y(a，旦）]= 7Y(a，旦），

dz 
d 

Y(Da，g_) =直Y(a，旦）]= -;,Y(a，旦）．
d乏

2. Y(a，g_)b = exp(Dz + Dz)Y(b，一旦）a.

物理の言い方を借りれば、 D,15E EndFは、平行移動の生成演算子になる。 aE FがDa=Oを満たすと

する。すると、 O= Y(Da,g_)＝着Y(a，互）より、 Y(a,g_)= I:nEza(n,-l)z―n-1とzのみの級数になるこ

とが分かる。さらに命題2.1より、 Dは代数の微分であるから、 ker15は部分代数になり、 Y（一,K)はker15 

上、線形作用素 Y(-,z):kerD→Endker D[[z吋］を定める。

正則な場のなす共形場理論の代数は、 Borcherdsによって定式化され頂点代数と呼ばれている [B]（共形

対称性に対するより強い仮定を満たす代数は頂点作用素代数と呼ばれる [FLM])。¢ € F。,1,~が正則関数

（コーシーリーマンの関係式を満たす）ならば、それは ICP1¥ {0, 1, oo｝上の正則関数で 0,1,ooで高々極を

持つことが分かる。このような関数¢は多項式現C[z主(l-z)門の元である。頂点代数の公理は、相関関

数がC[z丸(l-z)門に入ることを要求する。このことから次の命題を得る。

Proposition 2.2 ker 15は自然に頂点代数の構造を持ち、 Fはker15上のぽ［点代数の）加群になる。また

Y（一，g_):F→EndF[[z, z, lz戸]]は頂点代数の加群の inte廿wining作用素である。また Fがfull頂点作用素

代数ならば、 ker15は頂点作用素代数である。

上記の命題より full頂点代数からは頂点代数が自然に現れる。他方、任意の Z次数付き頂点代数は full頂

点代数である。よって full頂点代数は頂点代数の一般化である。

full頂点代数F1と凡が与えられると、適切な条件の下（たとえばコンパクト性） F1R凡も full頂点代数

になる。命題 2.2と同様に kerDも形式的変数 zを持つ頂点代数であり、テンソル積ker15⑧ kerDはfull

頂点代数になる。

Proposition 2.3 [Mo2} t: ker 15 0 ker D→F, aRb→a(-l, -l)bはfull頂点代数の準同型になる。

自然な設定においては ker15 Rker Dは単純full頂点代数であり、 tは単射になる。このとき ker15⑧ kerD 

は単に Fの部分代数である。

Remark 2.5命題 2.3は「共形場理論は正則部分と反正則部分（カイラル共形場理論と呼ばれる）を部分代

数として持ち、理論全体はその上の加群である。」という物理においてよく知られている事実の数学的定式

化になっている。

頂点代数がfull頂点代数にどのように一般化されたかを下記の表にまとめる。

頂点代数 | full頂点代数 | 
状態の空間 V= 〶nEZ Vn F= 〶hぷER 枕，h
頂点作用素 EndV[［正］］ EndF[[z, z, lz戸]]

特異性 C((z)) IC((z, z, lz戸））

相関関数 C[z主(1-z)主 F。,1,=
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2.4 ほかの共形場理論の数学的定式化との関係

命題2.2および命題2.3から、 ful]頂点作用素代数Fは正則部分の頂点作用素代数kerDと反正則部分の頂

点作用素代数kerDの加群による拡大として理解できる。既約加群の同型類が有限個で、任意の加群が完全可

約な頂点作用素代数は、 regular頂点作用素代数と呼ばれている。正則ー反正則部分の代数がregular頂点作用

素代数になる共形場理論は物理において有理的共形場理論と呼ばれる。有理的共形場理論は、 kerD @ ker D 

の有限拡大になる。 Moore-SeibergはkerDおよびkerDの表現論を用いて、有理的共形場理論の定義を与

えた [MS]。LepowskyとHuangによる regular頂点作用素代数の表現の一般論 [HL,Hu]などに基づいて、

物理における有理的共形場理論の Moore-Seiberg流の定義は HuangとKongによって数学的に定式化され

た[HK]。ただし有理的共形場理論のエネルギースペクトラムは有理数になることが知られており、変形はエ

ネルギーを連続的に変化させるため、有理的共形場理論の範疇では変形を考えることができない。 full頂点

代数の公理は非有理的な共形場理論を自然に含んでいるため変形を考える上で便利な枠組みを与えている。

2.5 affine Heisenberg full頂点代数

この章では、 full頂点代数の（自明な）例を与える。 H を実ベクトル空間で非退化な内積（一，ー）を持つ

とする。このとき affineHeisenbergリー代数 H = HRC[t吋① Ccを次の交換関係で定義する：任意の

n,mEZとh,h'EHに対して

[hR『,h'@t叫＝ n(h,h1)8n+m,0C 

[c,h@t門＝ 0.

このとき H20=HRC[tl① CcはHの部分代数である。 aEHに対して、 H2oの一次元表現C|a〉を、任

意の hEHとn2: 1に対して、

h⑧ 『 |a〉=0 

h⑭ to la〉=（h,a) la〉・

で定める。また MH(a)を凡。加群 C|a〉から誘導される H加群とする。 h@ザの MH(a)への作用を

h(n) E EndM叩）とかく。

p E EndHをHの射影作用素 (p2=p)であって、 ker(p)とker(l-p)が直交しているものとする。この

とき hEHに対して頂点作用素を

叫） ＝区((ph)(n)z―n-l+ (ph)(n)z―n-l) E EndM爪O)[[z士戸]]
nEZ 

で定義する。ただし p=l-p。

Proposition 2.4 M爪0)上には以下の条件を満たす唯一の full頂点代数の構造が入る：

● |0〉が真空元；

•任意の hEH に対して Y(h(-1) IO〉，.&:)= h（こ）．

この full頂点代数を affineHeisenberg full頂点代数と呼び、 MH,pで表す。射影pはMH,pのどの部分が正

則でどの部分が反正則化を決めている。

Remark 2.6 Hp= kcrji、Hp=kerpとおくと、 MH,pは正則な affineHeisenberg頂点代数 M叫 0)と反

正則な affineHeisenberg頂点代数 MHp(O)のテンソル積 MHp(O)0 MHp(O)とfull頂点代数として同型で

ある。特に、 MH,pの代数としての同型類は kerpの次元のみによっている。しかしながら後に分かるよう

にカレントカレント変形を考えるときは、 MH,pという記号は自然である。
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3 共形場理論のカレントカレント変形

序文で述べた通り場の量子論の変形を考えることは数学物理の双方において重要である。ただし一般の

共形場理論の変形を考えると共形対称性は壊れてしまう。ここでは共形対称性を保つ変形を考える。物理に

おいて以下の予想が知られている。

Conjecture 3.1 {共形場理論 Fの変形｝ ＝ ｛a E Fi,1 I aは exactlymarginal}. 

正規順序積F1,oRF。,1→F1,1, aRb>-+a(-1,-l)bによって、 F1,oR F,。,1はF1,1の部分空間と見倣せる。

ChaudhuriとSchwartzは、 aE F1,o 0.F,。,1C F1,1がexactlymarginalになることは、 aが可換なカレント

代数に属していることと同値であることを示した [CS]。この変形はカレントカレント変形と呼ばれ、物理

においてよく調べられてきた。可換なカレント代数は我々の文脈ではまさに affineHeisenberg full頂点代

数MH,pのことである。

そこで我々はカレントカレント変形を数学的に定式化するために full1i—点代数という概念を導入した。

これは full頂点代数Fとその「良い」部分代数 MH,pCFの組のことである。

FがMH,pを部分代数に持つとする。このとき FはaffineHeinsenbergリー代数打の加群になる。各

咋 H に対して Q知，H を以ドの条件を満たす VEF全体のなす Fの部分空間とする。

1．任意の hEHとn2'. 1に対して、 h(n)v= O; 

2.任意の hEHに対して、 h(O)v= (h, a)v。

翫H= 〶a.EH 埠，H は F の打加群としての最低ウェイトのなす空間である。

Definition 1 full礼頂点代数とは、以ドの条件を満たすfull頂点代数Fとその部分代数MH,pの組である。

• Fは最低ウェイト空間 OF,Hから H加群として生成される。

•任意の aEH に対してある実数 Na で次の条件を満たすものが存在する：

もし h~ 芯または h~ 況ならば、 oF,H n Fh,h = o。

Remark 3.1 Fがfull頂点作用素代数のとき F1,。と F。,1はリー代数になる。よい共形場理論ならば、これ

らは reductiveリー代数であり、最大の MH,pはおおよそ正則部分F1,。と反正則部分F。,1のリー代数のカル

タン部分代数が生成する。たとえばコンパクトリー群Gに付随するレベルkEZ>。の wzw模型 F= Fc,k 

を考えると、 F1,。と F。,1は共に Gのリー代数 gであり、 FG,Kに含まれる最大の affineHeisenberg full頂

点代数は、 g= F1,o =F。,1のカルタン部分代数から生成される。

full礼頂点代数 MH,p'-+Fに対して、 Hp=kerji、応＝ kerp とおく。我々の目標は full1i—頂点代数

が直交グラスマン多様体O(Hv① -Hp)/O(Hv)x O(Hp)によってパラメトライズされた変形族を持つこと

を示すことである (O(H)はH上の直交群）。 Fのfull頂点代数構造Y(-，;:,_)を変形することで、最低ウェ

イト空間 OF,Hに「代数構造」が入ることを示すのが証明の鍵である。この代数構造は full頂点代数の公

理を満たさないが、 full頂点代数を一般化した代数になっている。我々はこれを一般化された full頂点代数

(generalized full vertex algebra)とよんでいる。すると対応 (MH,p'-+F)→OF,H Iまfull1i—頂点代数の圏

Full H-Valgから一般化された full頂点代数の隠 GenFull-Valgへの関手を与える。この関手はある情報を

忘れてしまうため圏同値ではない。しかしながら一般化された full頂点代数に「チャージ構造」と呼んでい

る構造を加えることで、圏同値になる、 9(-）： FullH-Valg →Gen Full-Valgv。可能なチャージ構造全体

P(H)には自然に位相が入り、連結成分一つ一つが直交グラスマン多様体になっている。

fullH頭点代数の変形族は以下の三つのステップで作られる。 full社ー頂点代数 (MH,p'-+F)に対して、

1．関手 H(-): Full H-Valg→Gen Full-Valgによって一般化された full頂点代数 HF,Hを得る。
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2.新しい可能なチャージ構造を選ぶ（直交グラスマン多様体の点）。

3.逆関手 F(-): Gen Full-ValgP→FullH-Valgによって新しい full礼頂点代数を得る。

次の章では一般化された full頂点代数の定義と関手の構成について概説する。

3.1 一般化された full頂点代数

full廿頂点代数 MH,p'--+F とその最低ウェイト空間 nF,Hc Fを考える。一般に a,bE nF,Hのとき、

Y(a,~)b E F((z,z, lz戸））であり、 Y(a，旦）bはQF,Hに入らない（積で閉じていない）。しかし、頂点作用素

Y（一，2)を適切に変形すると QF,Hが積で閉じているようにできる。

a,/3 EHに対して、以下の作用素を考える：

00 砂 芝n

E―(a, z) = exp(L(pa)(-n) —+（加）（ーn)-）
n n 

n=l 

oo Z―n z-n 

炉 (a,z) = exp（区（pa)(n)-—+ （加）（n）--）
n=l 

-n -n 

zP<>(O) zpa(O) I叩＝ z(pa,p(3）lz(pa,p(3）r• 

このとき、 aE噂，H(a EH)に対して、変形された頂点作用素 Y(-，旦）を以下で定義する：

Y(a,&) = E-(-a, &)Y(a, K)炉 (-a，&)z―pa(O)z―pa(O). (2) 

このとき、釘ー，且）は [h(n),Y(a,;;_)] = 0を任意の n-=/0とhEHに対して満たす。よって f(-，旦）は最

低ウェイト空間を保ち、線形写像 Y(-，;;_):!1F,H→EndnF,H[[z尺き］］を定める。

よって !1F,Hには沢ー，;;_)を用いてある種の代数構造が入ることになる。問題は「この代数はどんな公理

を満たしているか？」である。

Remark 3.2この変形された項点作用素れー，;;_)は、 integrablelevelの affine頂点代数の研究において

DongとLepowskyによって初めに導入された [DL]。彼らは最低ウェイト空間の代数構造を公理化し、一般

化された頂点代数と呼んだ。本稿で導入される一般化された full頂点代数は彼らの代数への非カイラルヘの

一般化になっている。なお最低ウェイト空間に代数構造が人ることの証明は彼らのアプローチと異なってお

り、我々の結果は integrablelevelの affine頂点代数に限らず、 Heisenberg頂点代数を部分代数に持つよう

な任意の頂点代数や full頂点代数に適応できる。

ful]頂点代数の公理において最も大切なのが、 (FV5)である。そこで変形された頂点作用素 Y(-，旦）の相

関関数がどうなっているかを考える。 U E !1¥,,H、ai€ 9;:Hとa1,a2心3EHに対して、相関関数を計算

すると

u(Y(a凸）Y(a2五）知）

= Z1 
-（pa1,p心）l-一（釦1和 3)r_ -(pa2,pa3)1ー一（加2和 3)r

zl z2 令

X (z1一砂）―（pa,,pa2)!（函一函）―（応1，応）"u(Y(a直 1)Y(a，紐）的）．

となる。よってれー，旦）の相関関数と元の Y(-，旦）の相関関数の違いは単純な「多項式」でかける。ただし
z;(pa,,p知）冨ー（匝1,p知）T の項に注目してみると、 z;(pa,,p知）lz;(pa1,fie>3)r = z;(pa,,pa心＋（匝1西 3)r(z1z1）一（加1，和3)r

より、この関数が一価関数であることと、―(pa1,pa軌＋（fia1,ii叩）r€ Zが同値である。

そこで、 H=Hp① Hp上に新しい双線形形式（一，ー）latを

(a,(3）lat= (pa,p(3）l -(pa,p(3）r 
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によって定める。

Y（一逗）の相関関数は一価であるから、 Y(-，K)の相閲関数は必ずしも一価でない。そのモノドロミーは

上記の双線形形式を用いると次の項から来る：

-（a団 3)lat ー (a研 3)lat -（m，匹）lat.z1 分 (z1一硲）

そこで、モノドロミーを打ち消す項を釘ー，;;_)の相関関数に加える：

Zi<>1,<>3)1at z;a2,<>3)1at (zl _ z2)(a1西）latu(Y(a1，訊（a五）叫

するとこの関数は一価な実解析的関数である。

Remark 3.3 full礼頂点代数 MH,p"--+Fの定義から”加群として、 Fは次の分解を持つ：

F = ffi MH,p(a) Q9噂，H・

aEH 

変形された頂点作用素沢ー，旦）の補正項E-(-a，;;_)たちは、加群としての分解の左側 MH,p(a)を打ち消す

ためのものであり、結果としてれ—，;;_)は純粋に OF,H 上の頂点作用素になっている。このような最低ウェ
イト空間に入る代数構造は非アーベルな場合も考えることができる [Mo4]。

一般化された full項点代数を上記の親察の下で定義する。一般化された full頂点代数とは、非退化な対称双

線形形式を持つ実ベクトル空間 (H,(-, -)1at) と配 xH次数付けを持つベクトル空間 0= 〶ば€恥，aEH!]店

と、線形作用素釘―，;;_): n→Endn[[z叉き］］であって以下の条件を満たす：

GFVl)任意の a,/3EHとaE炉， bE炉に対して、 z(a,/3)1.,y(a,z)b E O((z,z, lz戸））；

GFV2) (a, a)iat/2 + t -t ¢ Zならば、 9店＝ O;

GFV3)任意の aE !1に対して、 Y(a，旦）1E O[[z, z]］であり limz→oY(a，旦）l=a(-1,-l)l=a;

GFV4)沢 1，こ） ＝id E EndO; 

GFV5)任意の a;EH、a;E切贔 (i=l,2,3)とUEか＝ （況，t。)＊、 ある fE F。,1,(X)で以下の条件を満た

すものが存在する。

Z2 
to-ti -t2-t3+(a1,a2hat+(a1，心）lat-to-t1一らーら

z2 hm J(z, f) 
z→硲／Zl

00 

= （芦(-ll（伍，：2)lat)叶m,m)lat+（01西）lat-Kz夕）u（Y(a旦 1)Y(a凸）的），

窄―t1-t2-t叶 (a1匹）lat+(a1,a3)1atz象i心 f3 lim_ j(l-z―1, f) 
z→-zo/z2 

00 ＝苔C°'l,;3)lat)亭西）lat+(a1叩）lat+kzi％（耀(a這 0)a2至）的），

to-ti -t2-t3+(a1,a2)ta,+(a研 3)lat-to-t1一らーら ・
z2 Z2 hm j(1/z, f) 

z→z1/z2 
00 ＝と(-1l((a1,：砧at)叶m,m)lat+Kz竺’匹）lat-K雌（a2，恥）Y(a凸）a3);

GFV6)任意の r,s, t, f, t'，『 ERとa,/3EHに対して、 Q訂(r,s)ni,f'C n~:t-r-l,f+f'-s-1i 

GFV7)任意の aEHに対して、ある N,,E政で Q店＝ 0が任意の t:c;N,,または [sNaに対して成立する

ものが存在する。
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すなわち、一般化された full頂点代数は U(l)モノドロミーを持つ full頂点代数であり、そのモノドロ

ミーは次数付け (H,(-, -)iat)で制御されているものである。

Remark 3.4 {GFV5) の区~o(-1沖（伽，：幻lat)zi°'',a2)1at-k碕は、 (z1一死）（a1匹）latの領域 I叫＞ lz2Iに

おける展開である。両辺の煩雑な項は Remark2.3と同様に、適切な準備の下より簡潔な定義に置き換える

ことができる [Mo3}。

頂点代数 | full頂点代数 I一般化された full頂点代数 I

状態の空間

頂点作用素

特異性

相閑関数

V= 〶nEZ Vn 
EndV[[z±]] 

IC((z)) 

C[z丸(1-z)門

F =螂，heR凡，h

EndF[[z, z, lzll!.]] 

C((z,z, lz戸））

F。,1,oo

n =金，tElR,aEHflf,t 

End!l[[z叉ぎ］］

C(（zR戸））

F。,1,OORC[z叉(1-z)門

Proposition 3.1対応 S1: Full H-Valg→Gen凡 ll-Valg,(MH,p Y F) >-+翫Hは関手である。

大切なことは一般化された full頂点代数 S1F,Hは、 Heisenbergfull頂点代数のどの部分が正則かを決める

射影pE EndHの情報を忘れてしまっていることである (H上の「新しい」双線形形式 (-,-)latのことし

か覚えていない）。そこで P(H)を、以下の条件を満たす全ての pE EndHのなす集合とする：

•炉＝ p、すなわち p は射影作用素。

• ker(p)とker(l-p)は(-,-)latに関して直交する。

チャージ構造を持つ一般化された full頂点代数とは、一般化された full頂点代数 (S1,H,（一，ー）lat)と射影

pEP(H)の組のことである。チャージ構造を持つ一般化された ful]頂点代数の間の射を一般化された full

頂点代数の準同型であってチャージ構造を保つものとして定めることで、チャージ構造を持つ一般化された

full頂点代数の圏 GenFull-ValgPを定義できる（詳しくは [Mo3]）。このとき次の定理を得る。

Theorem 3.1関手0(-）： Full H-Valg→Gen Full-Valgp, (MH,p→ F)>-+ (DF,H'p)は圏同値を与える。

証明は逆関手 F(-):Gen Full-ValgP→FullH-Valgを明示的に構成することで与えられる [Mo3]。

3.2 カレントカレント変形と両側剰余類表示

この章では full1-l—頂点代数 MH,p<-+F のカレントカレント変形を構成する。

圏同値から F空 Fo!l(MH,pY F) = F（幻，H,H,p)である。ここでチャージ構造を取り替えて異なる

p1 EP(H)を取ると、新しい full1-l—頂点代数 F(!lF,H,H,p'）を得る。

P(H)に行列環の部分集合としての位相を入れると、 pの連結成分は直交グラスマン多様体 O(HpEB 

-Hi5)/0(Hp) x O(Hi5)になる。よって、任意の full1-l—頂点代数 MH,p'---+F に対して、直交グラスマン多

様体でパラメトライズされた full1-l—頂点代数の族を得た。これを full 1-l—頂点代数のカレントカレント変形

と呼ぶ。

二つのチャージ構造pぃP2E P(H)に対して、いつ F(!1F,H,H,Pl)とF(!1F,H,H,pz)は同型になるだろう

か？ 0（一）は圏同値を与えるため、この条件はチャージ構造を持つ一般化された full頂点代数 (!1F,H,H,p1) 

と(!1F,H,H,p叫が GenFull-ValgPにおいて同型になることと同値である。これはさらに、（チャージ構造

を忘れた）一般化された full頂点代数応，Hの自己同型写像のでmをP2に移すものが存在することと同値

である。

ゆえに Aut幻 ，Hから定義されるある O(HpEB-HP)の部分群 DF,Hがあって、カレントカレント変形の

同型類は次の定理で得られる。
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Theorem 3.2カレントカレント変形のfull礼頂点代数としての同型類と両側剰余類

DF,H¥O(Hp EB -Hp)/O(Hp) x O(Hp) 

の間に一対一対応が存在する。

後に見るように共形場理論Fを、格子 full頂点代数にとると、カレントカレント変形の同型類は弦理論の

コンパクト化のモジュライ空間の一部を与える (Narainモジュライ空間）。このとき群DF,Hの作用は一見

異なる弦理論の間の同型を与える T双対と一致する [P]。そのため群DF,Hを双対群 (dualitygroup)とよ

ぶ。この両側剰余類表示は物理の文脈で [FR]によって研究されており、我々の結果は、 DF,Hの数学的定

義を一般化された full頂点代数代数の自己同型群として与えている。

Remark 3.5カレントカレント変形が exactlymarginalであることが示された [CS]では、変形に関する摂

動計算が cutoffスケールを含んでいる偉註卜には積分が発散している）。我々のカレントカレント変形の構

成では発散が現れない。その理由は端的に述べると、 Y(-，.&)の定義式 {2)が正規順序積で与えられている

からである。いいかえるとカレントカレント変形の場合は正規順序積を用いて正規化することで、 consistent

に発散を取り除くことができる。

3.3 例— Narain モジュライ空間

この章では full礼頂点代数の例とそのカレントカレント変形を考察する（さらに非自明な例については

[Mo4]を参照）。すでに説明したように、 full頂点代数 Fに対してその正則部分 kerDは頂点代数になる。

aEkerDnkerDのとき、命題 2.1より Y(a，旦）は羞Y(a，旦） ＝羞Y(a，旦） ＝ 0を満たす。よって、 Y(a，旦）

は定数項のみからなる。この Y(a，旦） EEndFはkerDnkerD上に積を与えるが、これは可換結合的な C

代数になる（この意味で full頂点代数は可換代数の一般化である）。もし full頂点代数が単純性などの自然

な仮定を満たすとき、 kerDnkerDは単に Cになる。よって定数項のみを持つ頂点作用素で非自明な full

頂点を作ることはできない。しかしながら一般化された full頂点代数で、頂点作用素が定数項のみのものを

考えると事情は異なる。

Definition 2 [Mo1, Mo3)偶 AHペアとは、非退化な対称双線形形式を持つ実ベクトル空間 (H,（一，ー）lat)

と H 次数付き結合代数 A= 〶aEHA" であって以下の条件を満たすものである。

1. a EHがAa# 0を満たすならば、 (a,a)1at E 2Z; 

2. a,(3EHと％ EA氏e(3EA(3に対して、 eae(3＝ （-1)(a,(3）late(3％が成り立つ。

このとき A上の頂点作用素 Y(-，旦）を Y(a,.&)= laで定義する。ただし laは左からの積。すると Aは一

般化された ful]頂点代数であることが分かる。偶AHペアの積は非可換であるが、非可換性は (H,（一，ー）lat)

で制御されている。これは一般化された full頂点代数がモノドロミーを持っていることに対応している。

Remark 3.6 AH pairを偶 AHペアのなす圏とする。実は包含関手 i: AH pair'-+ Gen凡 ll-Valgと

Gen Full-Valg→AH pair, (0, H) >-+ (ker D n ker D, H)は随伴関手対を与える [Mo3}。

偶AHペアは偶格子から構成できる。偶格子とは有限階数の自由アーベル群Lと対称双線形形式（一，ー）lat: 

LxL→zの糾で、（a,a)1atE 2Zを任意の aELに対して満たすものである。

このとき、ある群のコホモロジーの two-cocycleE(-, -) E炉 (L,IC汀で以下の条件を満たすものが存在

する [FLM]。

AHCl) 任意の a,(3EL に対して、 €(a,(3）€（(3 ， a)= (-1)(",(3）lat0 

AHC2)任意の aELに対して、 E(O,a)= E(a,0) = 1。
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この two-cocycle を用いて、 C［月＝〶<>EL Ceaに積を ea・e(3 =E(a:, f3)ea+(3によって定める。 cocycle条

件から積は結合的であり、 (AHCl)より偶 AHペアになる。この偶 AHペアは twisted群環と呼ばれる。

Remark 3.7本稿では述べないが、 twisted群環は [MoI]で一般化され latticepairと呼ばれている。実は上

記の随伴関手を用いて latticepairの圏と「良い」 Julけ{-頂点代数の圏の間に随伴関手が構成される [Mo3j。

すなわちこの関手を用いることで共形場理論から偶格子を取り出すことができる。

NEZ>。とする。以下格子として、符号 (N,N)ユニモジュラー偶格子 IIN,Nを考える。明示的に与え

ると、 II1,1は階数 2自由アーベル群II1,1= Z/3①z,であり、双線形形式は次で与えられる。

(/3, /3)1at = b,,)lat = 0 

(/3，,)lat= -1. 

また、 IIN,N= II1,1印Nである。 C[IIド，N]は偶 AHペアであるから、チャージ構造pE P(IIN,N @JR)を選

ぶと full頂点代数 F(C[II';,,N],IIN,N@沢，p)を得る。これを格子 full頂点代数とよび単に FnN,N,Pとかく。

チャージ構造としては、 pが最大正定値空間への射影になるものを考えるのが普通である。このような射

影たちは P(IIN,NR艮）の一つの連結成分をなし、 O(N,N)/O(N)x O(N)と一致する。この場合双対群

DFIIN,N,p,IIN,NORは格子の自己同型群 AutIIN,Nに一致しており、カレントカレント変形の同型類は、

AutIIN,N¥O(N,N)/O(N) x O(N) 

とかける。これはターゲット空間が股N の弦理論のトロイダルコンパクト化に現れる共形場理論の族であ

り、物理では Narainモジュライ空間と呼ばれている [N,NSW]。また近年三次元量子璽力との関係で興味

深い対象である [MW]。

以下N=lの場合をより詳しく調べる。このときチャージ構造のなす直交グラスマン多様体は0(1,1)/0(l)x 

0(1) ~記。である。この正の実数との同型は双曲回転で与えられより明示的には、 RE JR>。に対して、ベ

クトル畑＝占(R/3-R-11)E lli,1@違への射影PRとして与えることができる。対応する full頂点代数

をCR=FC[IIi,1]，IIl,1R良，PRとおく。共形場理論 CRはターゲット空間が一次元の弦理論を半径 Rでコンパ

クト化した Sh＝股／RJRときに現れる理論である。とくにカレントカレント変形は半径を変える変形になっ

ている。また双対群 D停，II1,1⑭Rはこの場合格子の自己同型群 AutIli,1 = D4である。 AutII1,1は良＞。に

対して R⇔ R-1で作用している（弦理論の Tー双対 [P])。

Aut II1,1 ¥0(1, 1)/0(1) x 0(1)は半直線 [1,oo）であり、モジュライ空間の横の線と一致する（図 2参照）。

最後に CRの正則部分と反正則部分（カイラル代

数）について議論する。

Proposition 3.2もし R2(/_ Qならば、 kerDR⑳ 

kerDR ~ M肌，1,PRとなる。もし炉＝ E （ただq 

しpとqは互いに素な自然数）ならば、 kerDR⑭ 

kerDR竺 Vy12茄zRVy12西zとなる。ここで、 Vy12平

は一次元偶格子 Za((a, a) = 2pq)に付随する格子

頂点代数。

Remark 3.8上記の命題にある通り、 CRのカイラ

ル代数は基本的には affineHeisenberg full頂点代数

である。ただし R2E Qのときに限り、カイラル代

数が格子頂点代数をふくむほど大きく拡大されてい

る。いいかえると R2E Qであることと CRが有理

的共形場理論であることは同値であり、それ以外の

R。rbifold
0 0 0 

4-st. Potts 

Moduli space of 

(c,c) = (I, 1) I (lsing)2 

flat space I K.T. Dirac SU(2) 

oo 印orus 2 J2 ー

図 2:(c,c)=(l,1) 
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点は非有理的共形場理論になっている。このように

有理的共形場はモジュライ空間の中で離散的に存在しており、カレントカレント変形は「偶格子から来る離

散的な有理的共形場理論」を連続的につないでいる。

たとえば半径がR＝ ⑯ と R =《iの場合、カイラル代数は同じ vv'Iぅzである。しかし cv'6とC 3 は
《

同型でない。これらの代数 cv'6とcv'IをV辺泣 RV凶泣―加群として既約分解すると

cv'6 =〶 V遁Z+六 ®V亭＋士
iEZ/12Z 

Cv'I= ① v亭 ＋ふ RV亭＋論

iEZ/12Z 

となる。すなわち C は対角に加群を足し合わせており、 C は7でひねって足し合わせている。v'6'"'"'r,,~1,0-11--nc. = v n,_,'-'-'-<J'.I, v v'1 

Proposition 3.3互いに素な自然数p,qに対して、 np,qE (Z/2pqZ戸 を np,q= l modulo 2qとnp,qニ―l

modulo 2pを満たすものとして取る。このとき、

c汀＝〶 V高祁＋冶 ®V毒祁＋琴·
iEZ/2pqZ 

Remark 3.9上記の命題の np,qは、格子頂点代数 Vy12両Zの表現圏 (BraidedTensor Categoryの構造を持

つ）の自己同型を与える。有理数 Q21と格子の表現圏の自己同型の間にこのような一対一対応があること

自体も興味深い。

Remark 3.10双対群の固定点である凸は、¢泣がふ型のルート格子であることから、 SU(2)-WZW模

型のレベル 1に対応する共形場理論である。
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