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Koornwinder多項式の Littlewood-Richardson係数

名古屋大学大学院多元数理科学研究科 山口航平

Kohei Yamaguchi 

Graduate School of Mathematics, Nagoya University 

1 はじめに

ー変数の q直交多項式として Askey-Wilson多項式が良く知られている．これは qの他に a,b,c,dと書かれ

る四つのパラメータを持っていて，パラメータの特殊化で Jacobi多項式の様々な q類似を復元する．

Koornwinderは [K92]において， Askey-Wildon多項式の n変数版である q直交多項式系を導入した．本

論文ではこれを Koornwinder多項式と呼ぶ． n=lなら Askey-Wilson多項式そのものであり， n2 2なら q

の他に a,b, c, d, tという五つのパラメータを含む．

さて，（［M03,Chap. 1]の意味での）アフィンルート系に付随して得られる q差分作用素族の同時固有関数

である q直交多項式凡が構成できたこれが Macdonald多項式であり，その構成はアフィン Hecke環を基

礎とした Macdonald-Cherednik理論 [M03]として知られている．

Koornwinder多項式に話を戻そう．被約でないアフィンルート系のうち (c::,,cn)型を考えると，その場

合の Macdonald多項式として Koornwinder多項式を構成できることが野海［野 95],Sahi [Sa99], Stokman 

[S00]らの研究により明らかになっている．結果的に， Koornwinder多項式は Macdonald多項式のうち最も

多くのパラメータを含むものである，という位置づけがなされた

Macdonald多項式に関する某本的な問題はいくつかあるが，その一つとして Macdonald多項式の

Littlewood-Richardson係数，すなわち「Macdonald多項式の積の展開係数の明示公式を与えよ」という

問題がある．この問題は長らく未解決問題であったが，これに大きな進展をもたらしたのが Yip[Yi12]であ

る．そこでは非捩れ型ルート系の場合に構造係数 c幻↓のアルコーブ経路 (alcovewalk)という組合せ論的対象

による明示公式が与えられ [Yi12,Theorem 4.4]，また入が minusculeウェイトの場合に簡略化した公式が導

出され [Yi12,Corollary 4.7]，特に A型の Pieri係数の Macdonald公式が復元された [Yi12,Theorem 4.9]. 

本稿では，捩れ型のアフィンルート系 (CふCn)型に付随する Macdonald多項式，すなわち Koornwinder多

項式の Littlewood-Richardson係数のアルコーブ経路を用いた明示公式について概説する [Ya20,Theorem 

3.4.2]. 

2 ルート系の設定

2.1 Cn型ルート系

広型のルートデータを (R,IJf,Rv,IJz)と書く．つまり hz= G兄＝1ZgVと!Ji=Elぅ:=1Z€t は階数 n の格子

で，それらに非退化双線形型式〈，〉： hz X h； → z, 〈点，€介＝ふ，j が与えられている．以下ではこの双線形型

式により h2 と加を，また €t と €tv を同一視する．ルートの集合 R と余ルートの集合 RV は

R=｛士Ei士EjI i =I j} u｛士2E;I i = 1,..., n} c !Ji, Rv =｛士€t ±Ej I i =I j} u｛士E;I i = 1,..., n} c IJz 
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である．本稿では正ルートの集合 R+c Rと正余ルートの集合 R';'.cRvを

R+ := {c，士 EjI i < j} U {2c; I i = 1,..., n}, R';'. := { E;士EjI i < j} U { E; I i = 1,..., n} 

にとる．このとき R= R+ LJ -R+, RV= R';'. LJ -R';'.となる．また単純ルート a;ER(i=l,...,n)を

m :＝釘一 E2,・ ・ ・, °'n-1 := En-1 -Eれ 9 % ：＝ 2€n 

で定める．ルート aERに対して余ルート avE Rvをav:=2a/ <a,a>€ h2 = hzで定める．単純ルートに

対応する余ルート達は a;'=釘ー E2,...,a~ ~-1 =伍ー1- €か叫＝ €n である． a) 達を単純余ルートといっ．

各 aERに対して， h；＝ hらRz戦の超平面 Ha:={x E !Ji I〈av,x〉=0}に関する鋭映を saと書く．即ち

Sa.x:=x-(av,x〉a, XE !Ji-

また i= 1,...,nに対してふ：＝ Saiと書く． Cn型の有限 Wey!群 w。とは， s1,...，％が生成する GL（峠）

の部分群であったまた w。は生成元 S1...,Snと以下の関係式で定義される群でもあった

sf =1 (i=l,...,n) 

S心＝ S凸 (Ii-JI > 1) 

S位;+1s;= s;+1s位;+1 (i=l,...,n-2) 

Sn-1SnSn-1Sn = SnSn-lSnSn-1 

次にら型ルート系のウェイトの記号を導入する． i= 1,...,nに対しw,：＝ q 十・・・十€，€的と定義し，こ

れらを基本ウェイトと呼ぶ任意の i,j=l,...,nに対して〈a:，Wj〉=6,，Jとなる．また W{:= E1 十・・・十€，

(i = 1,...,n-1), 蝶：＝｝（釘十・・・十 €n) を基本余ウェイトという．任意の i,j = 1,...,nに対して

〈W,v,a]〉＝ふ，Jとなる最後にルート格子 Qとウェイト格子 Pを以下で定める．

Q := Za1 Efl ・ • ・ Efl Zan C ~f = P := Zw1 Efl ·・・〶 Zwn C hi. (2.1) 

有限 Wey!群 w。C GL(!Ji)の hiへの作用はウェイト格子 P=hiを保つ．この作用を， W € W。，入 EPに

対して入 >-+w．入と書く．

2.2 (CふC砂型アフィンルート系

Cn型ルート系のウェイト格子 P=hらの群環を t(P)と書き，入 EPに対する元を t（入） Et(P)と書く．つ

まり t(P)= {t（入） 1入EP}, t（入）t(μ)= t（入＋μ)（入，μEP)である． h;の拡大的：＝ h：〶 Z8 とその係数拡
大匝：＝5；⑭叫Rを考える． t(P)の硲への作用を

t（入）．（μ+m8):=μ+(m-〈μ，入〉）8, μ+m8 E碩＝ h; 〶即

で定義する．このとき有限 Wey!群の元 w € W。と t（入） Et(P)のGL（厨i)における交換関係は wt（入）W―1=

t(w.A)である． t(P)とW。で生成される GL（硲）の部分群 W を拡大アフィン Weyl群と呼ぶ即ち

W := t(P) ~ Wi。cGL（扁）． (2.2) 

元 S:= t(E1)s2<, E W のP= hiへの作用は S.E1=0-E1, S.Ei=Ei (i=2,...,n)となるが，これはア

フィンルート ao:= 8 -2釘 E的が決める超平面 Ha。:=｛X E hi |〈aふx〉=O}に関する鏡映 So:=Sa。と

同じものである．ここで吋は枷：＝加露 Rの 1次元拡大加：＝ h凪① lRc の元吋：＝柘— q であり，任意

のxE hiに対して〈c,x〉=1としている．（レベル 1作用）．
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W は生成元 So,S1,••·,Sn と次の関係式で定まる群と同型である．

s;=l (i=O,...,n) 

SiSj = Sj均 (Ii-JI > 1) 

硲 i+1釘＝ Si+1釘si+1 (i=l,...,n-2) 

SiSi+lSiSi+l = Si+lS茂i+l均 (i=O,n-1)

以下 W の元の長さといったら，これらの生成元による最短表示の長さのことを意味するものとする．後で

用いるために t（ら） （i = 1,...,n)の S;達による最短表示を書いておく．

t（釘） ＝S0S1 ・ ・ ・ Sn-lSnSn-1 ・ ・ ・ S吟 1,

t(€叫＝ S1S0S1 ・ ・ ・ SnSn-1 ・ ・ ・ S2, 

t(ci) = Si-1 ・ ・ ・ s0s1 ・ ・ ・ SnSn-1 ・ ・ ・ s,, 

t(cn) = Sn-1 ・ ・ ・ S1S0S1 ・・・Sn. 

(2.3) 

以上の記号を用いて，（C；；,C叫型アフィンルート系 [M03,(1.3.18)], [S00]を

k 
S:= ｛土€，十 56，土2E; + k5 I k E Z, i = 1,..., n} U ｛土€，土 Ej + k5 I k E Z, 1 <:'. i < j <:'. n} c碩(2.4)

で定義する．正ルートの集合を

k k 
ふ：＝ ｛a+k5，心＋ー5I a E R+, av E R';'., k E N} U { a + k5, av + i5 I a E R_, av E R叉，kEN} 

2 2 

で定義し， S_:= -S十とすれば， S= S+ LJ S_となる．また R:= RuRvとし，任意の /3=a+ k5 ES 

(a E R,k E昇）に対して，自然な射影S3/3>--+aERを"/3:=aで表す．また R+:= R+UR'j'., R_ := -R+ 

としておく．

3 アルコーブ経路

Ramが [R06]で導入した alcovewalkは Littelmannパスのアフィン Hecke環における類似物で，

Macdonald-Koornwinder多項式の Ram-Yip型公式 [RY11,0S18]や非捩れ型 Macdonald多項式の LR

係数に関する Yipの公式 [Yi12]で用いられる，重要な組み合わせ論的対象である．本稿ではその alcovewalk 

のことをアルコーブ経路と呼ぶ．ここではアルコーブ経路に関する記号や用語を導入する．

まず (CふCn)系のアフィンルート系のアルコーブを定義しよう． /3= a+ k6 E S, k E ½Z を

/3(v) =〈a,v〉+k (v E ~i) 

によって h；上の一次函数とみなす．アルコーブとは， aESが決める超平面 Ha:={x E ~i I a(x) = 0}の

補集合 ~IR\ UaESHaの連結成分のことをいう．特にアルコーブ

A:= {x E ~IR I a;(x) > 0 (i = 0,...,n)} 

を基本アルコーブという．基本アルコーブの辺は超平面 Hao,Ha,,...,Haれに囲まれている． wとアルコー

ブ全体の集合の間の写像

W3w← wA E 7ro(~i ¥ UaES Ha) 

は全単射である．各アルコーブ wAの境界は n+l個の超平面の部分集合からなるが，それらを wAの辺と

呼ぶ
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アルコーブの各辺に対して，符号を次のように割り振る．アル

コーブ wAはn+l枚の超平面{H-y, I i = 0,..., n}で囲まれて

おり，各 i= 0,...,nに対して H-r,はwAとwsiAを隔てている

ものとする．このとき §2.2の最後の段落の記号を用いて，

•可 E 凡ならばwA 側に＋， ws,A 側にー
•可 ER＿ならば wA 側に―,wsiA 側に＋

H ao 
H a2 

soA 
とする．例えば階数 2の基本アルコーブ Aに関する符号は図 3.1

のようになる．

＋ H al 

wE Wの最短表示 w=sれ．．． Sゎを固定する・ [Yi12,(2.2.1)] 

にならってルートの集合

£(W)：= ｛aa, Sil aゎ，．．．， Bi,・ ・ ・ Bir-1 °'ir} (3.1) 

s1A 
| （ふ0)= ½w1 

を導入する．｛H(3l/3E£(w)｝は A とwAを隔てている超平面

全体と解釈できる．また [Yi12,(2.2.2)]にならって， v,wEWに

対して，ルートの集合

図 3.1:階数2の基本アルコーブAの符号

£(v, w) := (£(v) U £(w)) ¥ (£(v) n £(w)) (3.2) 

を導入すると，｛Hf31(3E£(v,w)}は，アルコーブ vAとwAを隔てている超平面全体となる．再び最短

表示 W = S;1 ・ ・ ・ s;r E W を固定する． このとき W の中で w より Bruhat 順序 ~B で小さいもの全体

{v E WI v咋 w}と長さ rのビット全体 {0,1}'の間には次の全単射がある．

{O, lfう (b1,...,br)→ st; ・ ・ ・ st E { v E W I v咋 w}.

新たに zE W とVEW, V咋 w を取る．上の全単射で vに対応するビット b= (b1,..., br)をとり，

V=心...心と書き直す．このときアルコーブ zAから開始するアルコーブの列

p = (Po := zA, Pl := zs符A,P2 := ZS仇心A,...,Pr:= ZS心・・ •stA) 

のことを， zを始点とする誼：＝ （i1,．．．ふ）型のアルコーブ経路という．アルコーブ経路全体の集合を

r置，z）と書く．また次の例 3.1のように，アルコーブ経路を折れ線で表示する．

例 3.1((Cふら）型のアルコーブ経路）． W= S1S呼 1S0,Z = e E W として，二つのアルコーブ経路

P1 := (A, A, s2A, s凶 A,s焚 1s0A),P2 := (A, s1A, s心 A,S1S焚 1A,S1S焚 1s0A)Er（研，z)

は図 3.2のように表される．但し灰色で表示したアルコーブは基本アルコーブAである．また超平面上の数字

i = 0, 1, 2は，その超平面が Ha,の W 軌道に属することを意味する．

以下，アルコーブ経路pEr（誼， z)とk= l,...,rに対して pの K番Hのステップとは遷移Pk-1→Pkの

ことと約束する．ビット仇と K番Hのステップの対応は表 3.1のようになる． bk=1の場合のステップを通

過 (crossing),似＝ 0の場合のステップを折り返し (folding)と呼ぶ．

z,w E W および最短表示 W = S;1 ・・・Sしを固定する．アルコーブ経路 p= (zA,...,zs灼・・・stA)E 

r直，z)に対し， e(p)E W を

e(p) := ZS灼・・ • SE, 

つまり pの終点に対応した W の元とする．アルコーブの辺に対して図 3.1の様にしてつけた符号によって，

p亘（訊z)の各ステップを表 3.2の四種類に分類する．
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表 3.1:ビットとアルコーブ経路の対応
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表 3.2:アルコーブ経路のステップの分類

4 アフィン Hecke環と Koornwinder多項式

この節では，［野 95]による Cn型のアフィン Hecke環の表現を用いた非対称 Koornwinder多項式の実現を

解説し，その対称化でもって Koornwinder多項式を導入する．

4.1 (ci 、n, C砂型アフィノ Hecke環とその多項式表現

§2.2 で導入した (C~,Cn) 型ルート系 S 及び拡大アフィン Weyl 群 W を思い出そう．パラメーター

{ta I a ES}は条件 ta=tr,⇒/3EW.aを満たすものとする．（Cふら）型のアフィンルート系 Sの拡大ア

フィン Weyl群 W の軌道は

W.a; = W.a;'(i = 1,..., n -l), Wan, W.a~, W.a0, W.a'i{ 

の五つである．それに応じてパラメータ五つを (t,,0,t,,, = ta;, tan, t,,各，t,,;::)= (t。,t,tn, Uo, Un)と憫き直す．

また t1,...,tn-l:=t とも書く．そして基礎体氏を，それらの平方根 tt,u? 及びパラメータ q½ を付け加えた
有理函数体底：＝ Q（砂，tら，tJ,tJ, uJ, uJ,)とする．以下，線形空間やそれらのテンソル積Rは全て底上で考
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える．

さて，アフィン Hecke環 H(W)はT。,T1,...，九で生成され以下の関係式で定義される照代数であった

(Ti-tt)(Ti+t;½)=O (i=O,...,n), 

T出＝ TjTi (Ii-JI> 1, (i,j) rt {(n,O), (O,n)}), (4.1) 

TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 (i = 1,..., n -2), 

TiTi+1T;Ti+1 = Ti+1TiTi+1Ti (i = 0, n -1). (4.2) 

関係式 (4.1)-(4.2)を組紐関係式と呼ぶ．また w E Wに対して ywEH(W)を次で定義する． wの最短表示

W = Si1 ・・・Sirをとり， pをAから wAへのアルコーブ経路 (A,s;,A,...,si,..・SirA = wA) Er（訊e)とす

る．このとき

忙：＝ T：11. ・ •T,€: 
とする．但し g は，表 3.2の分類において， pのK番目のステップが正の通過なら 1,負の通過ならー1とする．

これは wEWの最短表示の取り方によらない．また H(W)の関係式から {YwI WE W}は互いに可換であ

ることが従う［野 95,§2]. 

ここでt（り（i=l,...,n)の最短表示 (2.3)を用いて yt(eりを計算すると

Yt(G) = Ti-_］・・・T；鳴・・ • Tn-lTnTn-l ・ ・ ・ T; (4.3) 

となる [M03,§3]．以下

底[Y土1]＝氏[Yl士1,．．．，Y戸]cH(W), Y;:=Yt(e,) (i=l,...,n) 

でY1,．．．，晶の Laurent多項式環を表す．このとき区線形空間としての同型 H(W)~ H(Wo) R底[Y土1]が

成立する．

次に［野 95]によって羽入された H(W)の基本表炭を思い出す． n変数有理函数体図(x)＝応(xi,...,xn)

への代数準同型H(W)→End瓜照(x)）が

1 →1-t心／xi+1
T;←→ t，2 ＋も（s;-1) (i=l,...,n-1), 

1 -xJxi+1 
1 1 1 1 

T。←→tr5+ t。2

1 _1 (1 -ui悶 q½幻）（l+u~1tJq½幻）
1-qxげ

(so -1), 

1 1 1 1 

Tn←→t,; + tn 2 
1 _1 (1 ー蝠t~xn)(l + u;:;-2 t知Xn)

1-x~ 
(sn -1) 

(4.4) 

で定まり，更にその像は Laurent多項式の自己準同型瑣 End瓜照[x土1])C Endoc（訳（x))に含まれる．この

H(W)の表現を多項式表硯と呼ぶ以降，この多項式表現により H(W)をEnd瓜駁[x士1])の部分環とみなす．

(4.4)の右辺は q差分作用素であるが，それらは (CふC砂型の Dunk!作用素と呼ばれている．

多項式表現 (4.4)は次のようによりコンパクトに書ける．まず

糾＝｛::. i'.: ~)) n 1) Xa = ｛三i/1x29+1 [ ／ [： n 1) 

とすれば，

T;=t;+(2 
1 1 (1 -u見x町（l+u:見x;<-)

1-x"' 
(s; -1) (4.5) 
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と共通に書ける．また c;(z),d;(z) E応（z)を

1 1.  1 1 

ci(z) := t; 
-½ (1-叶t?砂）（l+u;1tf丑）

1-z 

1 

di(z) := t; -ci(z) = 
1 (t! -t,-½) + (uf -u;½)z½ 

1-z 
(4.6) 

と定義すれば，（4.5)は次のように書き直せる．

T; = tf + c;(x心')(s;-1) = tf s; + d;(x°'')(l -s』=C,(a:“)s;+山(x°''). (4.7) 

更にアフィンルート a+k8 ESに対して

q"h(a+kJ) := q―k, tht(a+kJ) := TI/3ERi t!〈/3v,a〉I1/3ERi(t。tn)}〈/3v,a〉

と定義する．但し R'j_:= {Ei土 Ej11'.S i < j'.S n }, Rt := {2E; 11'.S i'.S n}．このとき入 ESに対して次が

成立する．

Y入1= q"h（入）tht（入）．

最後にアフィン Hecke環の多項式表現における Lusztig関係式を思い出しておこう．ウェイト格子 P=~z 
の各元入＝ （入1,...，心）に対してが EK[x士1]を次で定義する．

が ：＝介..・心 E氏［x士1]．

事実 4.1(Lusztig関係式，［L89,Proposition 3.6]）．任意の i= 0,...,n と入€屁に対し

T,x入—砂•入T, ＝ d,（X叫（が―x釘・入）．

但し di(z)は(4.6)で定義した有理式．

4.2 ダブルアフィン Hecke環と非対称 Koornwinder多項式

次にダブルアフィン Hecke環 DH(W)を導入しよう．多項式表現 (4.4)を用いてアフィン Hecke環を部分

応代数H(W)c End訳（区[x士1])と見なす．そして有限Hecke顔 H(W。)cH(W)を， T1,...，孔の生成する

部分恥代数として定義する．そして DH(W) c Endoc（図［m士1]）を図[x士1],H(Wi。)，底[Y士1]の生成する部分

応代数として定義する．つまり

DH(W) :=〈応[x土1],H(Wo), K[Y土1]〉CEndoc（訳［a：士1]). 

非捩れ型のダブルアフィン Hecke環に Cherednik反対合が存在するように， DH(W)にも次で決まる反対

合が存在する [Sa99,§3]. 

¢（叫＝ y;-1, cp(Y;) = x;-1, cp(T;) = Ti (i = 1,..., n), 

c/J(un) = to, ¢(to)= Un. 

このとき ¢(To)=Ts-;;戸i1となる．実際，（4.3)より T。=YlTら¥,Ts2q = T1 ・ ・ ・ TnTn-1 ・ ・ ・ T1である．以

後，次の記号を用いる．

冗：＝ cp(T;) (i = 0,...,n). 

次に [M03,§5.6]にならって絡作用素を導入する．そのためにまず DH(W)を拡大した

証 (W):=〈民(x),H(Wo),恥（Y）〉 cEnd瓜氏(x))
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を考える．但し応(x)，応(Y)はそれぞれ Xi,Y; (i = l,...,n)の有理関数体を表す． i= 0,...,nに対して

Sf豆泊(W)が

Sf:＝ 冗 ＋ 因(x"'')= Ti-l +百（砂）

で定まる．但し

叶（z):=干
(tf —戸） ＋ z土ら(uf-u：り

1-z士1
€民(z).

S「を x側の絡作用素と呼ぶ．（4.6)と(4.7)から

匂(z)= di(z), S'{ = T; -di（砂） ＝e;(x"'')s, 

となることに注意しておく．また Lusztig関係式（事実 4.1)から， S'{は任意の入 Eh；に対して

S'{企＝ x釘（入）S'{

i = 0,...,n)は(4.1)-(4.2)と同じ組紐関係式を満たす：を満たす．また [M03,(5.5.2)］より，空 (i

sf s; = s1s'[(li -jl > 1), 

(4.8) 

(4.9) 

s;sf+1S『=S;+1S『Sf+1(i= 1,...,n -2), (4.10) 

s;s;+1s;s「+1= Sf+1SfSf+1Sf(i = O,n -1). 

特に任意の wEWに対して，最短表示 W = S;1 •••Sip を一つ取って

Sは：＝ Sf,_・・・Sf,, E DH(W) 

とすれば，これは最短表示の取り方によらず， well-definedに定まる．

また¢は b訂(W)に延長できる．実際， 5訂(W)は非可換環 DH(W)の可換部分環区[x土1]及び区[Y土1]

での Ore局所化であり，のはこれら可換部分環上で同型である．得られた b訂(W)上の反対合も同じ記号¢

で表す．この延長した¢により Y側の絡作用素 srEDH(W)を導入する：

S; := ¢(S『)＝T;十心，十(Y-"'')=T;-1十心，―（y-"') (i=l,...,n), 

S6 := ¢(S~) = T0v＋叫（q沢） ＝ （Tぶ）―1+％（q沢）．

但し (4.8)の叶'(z)の¢による像を

贔）：＝亨(z)＝干t:--Zt士-t(i=l,...,n-1), 

碕（z):=干
(u~ -1L戸）＋占 (uJ — u戸）

1-z士1

峠（z):=干
(d -t~•) ＋三（tJ-t；り

1-z士1

と表した (4.9)に¢を施すことで，任意の i= 0,...,nと入 Eh；に対して関係式

sr炉＝ YSi入sr

(4.11) 

(4.12) 

が成り立つ． sr達も (4.10)と同じ組紐関係式を満たすから，任意の wEWに対して最短表示 w= s;1 ・ ・ ・ s,P 

を一つ取って

廷＝sr,・ • ・ • SY E DH(W) 
％ 

とすれば，これは最短表示によらずwell-definedである．

最後にμ E h；について，（2.2)により t(μ)W。cwとみなし， w(μ)E W を次で定める．

w(μ)はt(μ)W。の元であって， W の元と見たときに長さが最短のもの． （4.13) 
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事実 4.2([Sa99, §6], [S00, Theorem 4.8]). μ E ~i に対して，

恥(x)：=S:（μ)1 

は沢[x士1]の元である．これを非対称Koornwinder多項式という．

(4.12)より尻(x)(μ E ~z) は {Y入 I 入 E hi}の同時固有函数である．また， Eμ(x)の最高次呼の係数を 1

に正規化すれば，［Sa99,S00]で定義されている非対称Koornwinder多項式と一致する．

4.3 Koornwinder多項式

最後に非対称Koornwinder多項式を対称化して得られる Koornwinder多項式を紹介する．

§2.1の記号を用いて，支配的ウェイト (dominantweight)の集合 (hら）＋ C hらを次で定める：

⑯)+ :＝｛μ E h; |〈a'(,μ〉20, i = 1,..., n}. 

μE (h砂に対して

Wμ:＝ ｛w E W。|w.μ = μ} C Wi。
を 仇 型Wey!群 W。におけるμの安定化部分群とする．また，その最長元を以下のように表す．

叫 EWµ•

(4.14) 

次に §2.2及び §4.1の記号を思い出そう特に W は拡大アフィン Weyl群， Sはアフィンルート系 (2.4),

{ta I a ES}はW 不変なパラメータ， K= IQl(q½ 且）は基礎体であった各wEW に対して

tw := II tf!疇

BE£(W) 

と定義する．但し C(w)c Sは (3.1)で与えたもの． もし W = Si, ・ ・ ・ Sir E W が最短表示ならば tw= 

ti, ・ ・ ・ tirとなる．そしてμ € (h2)十に対して安定化部分群 Wμ のPoincare多項式 Wμ(t)E氏を次で定義

する．

閏（t)：＝ Ltu. 
uEWμ 

次に対称化作用素 UEH(Wo)を次で定義する．

U:＝区
l 

t―互 Twow~w• (4.15) 
wEWo 

これは [M03,(5.5.9)］よりこれは次の性質を満たす．

UT;=Ut;'-2, T;U=t;U (i=l,...,n). 

以下区[x土llw。:＝ ｛fE区[x土1]I w.f = f, w E Wi。}で対称 Laurent多項式環を表す．また（2.1)より

μE (hi)＋ e Pなので，（4.13)より w(μ)E t(μ)Wi。cwが定まることに注意する．

事実 4.3([S00, Theorem 6.6]）．任意のμ E ([jら）＋に対して

1 
Pμ(x) := ~US~ w(μ) 

tば児(t)
1= 

1 

t贔即(t)
UE..(x μ(x) 

は区[x土1lw。の元である．これをモニック対称 Koornwinder多項式，または単に Koornwinder多項式と

呼ぶ

us~(µ)1 の最麻次呼の係数は t；；；り化 (t) であるので， Pµ(x) の呼の係数は 1 である．
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5 Koornwinder多項式の Littlewood-Richardson係数

非捩れ型アフィンルート系の Macdonald多項式 P入(x)に関する Littlewood-Richardson係数，つまり積の

展開 P刈x)凡(x)= I:vc幻几(x)に現れる係数 c幻，μについて， Yipは [Yi12,Theorem 4.4]でアルコーブ

経路を用いた組み合わせ論的表示を得た．ここではその (CふCn)型類似について概説する．方針は [Yi12,

§§3.1-4.1]と全く同じであるが，各ステップで非自明な調整が必要になる． 主結果では， Yip[Yi12]が導入

した色付きアルコーブ経路を用いる．それは，アルコーブ経路の折り返しステップに黒色または灰色の色を付

けたもののことである．色付きアルコーブ経路pのうち全ての Pkが dominantchamber Cに含まれるものの

なす集合を r『（雷，z)と書く．

定理 1([Ya20, Theorem 3.4.2]).入，μ E (~z)十を任意の支配的ウェイトとする． w入を有限 Wey! 群 W。

の入に関する安定化部分群 (4.14)とし， W入を商 W。/w入の完全代表系であって各元の長さが最短であ

るものとする．また，（4.13)で定められる拡大アフィン Wey!群 W の元 w(μ)について，その最短表示を

一つ取る．このとき

几(x)P刈x) = ----=1 区 区 A辺pCpP-w0.wt(p)(x).

t;;;;Wμ(t) v~入 pEr応詞—1, （vw（入））一 1)

仙し Wo€ W。は最長元であり， wt(p)E牝は色付きアルコーブ経路pの終点に対応する元 e(p)E W から定

まるウェイト．各係数 Ap,Bからは因子化していて， APとBpは

AP:= 
、_、

ー＿
入＞

 ，
 

ー＞
 

H
ロ

‘.j 
入（
 

w
 

E
 

a
 

p(a), Bp := II 
aEC(t(wt(p))wo,e(p)) 

p(-a). 

と書ける．ここで pはR'j_:= {Ei土 Ej11 Si< j Sn}, Rt:= {2Ei 11 Si Sn}を用いて

p(a)：＝｛け11ー：；［：hー~:::::::~(l+tJt`½ sh(-a)仕ht(-<>))(1-t~兄％½sh(-a)tもht(-a))'
tJ 1 _ qsh(-a)tht(-a) (aEW叫

qsh(a) := q-k, tht(a) := rr'YER+ tら〈'Yv,/3〉rr7ER't-(t叫）ら〈'Yv,/3〉（a=f3+k'5ES)

で与えられる記号£については §3の (3.2)を参照せよ．また Gp=rr~=l Gpょの各 Gp,kは， pの K番目の

ステップに対して次のように定める．

1 k番日のステップが正の通過

rrkE/;;des(P) nik (qsh（一加（p))tht（ー加（p))) 負の通過

Gp,k := < 
吋(qsh（一加(p))tht（ー加(p)）) 灰色で正の折り返し

斥 (qsh（ー加（p))tht（一加(p)）） 灰色で負の折り返し

—忙 (qsh（一森） tht（一森）） 黒色の折り返しでp*の K番目のステップが正

—虹 (qsh（一瓜） tht（国）） 黒色の折り返しでp*の K番目のステップが負

ここに心t士(z),ni(z)は

t合＿ t —½ 
可（z):=干 (i=l,...,n-1),

1 -Z土l

1 1 1 
国— u;;-½) +z土占(Ui-U。-½) ― _＿ ＿ ＿＿ 

吋（z):= =f ~'峠(z) := =f 
(ti -tn打＋曰(tJ-t。り

l -Z士l 1-Z士1



92

及び

1 -tz 1 -t-1 z 
n;(z) := 

1-z 1-z 
(/3 E W.a;, i = 1,..., n -l), 

no(z) := 
(1-utuJ zい(1+u各 u; う z½ (1 +u;;:ー百 uJzり (1-u;;:ー百 u~~zり

1-z 1-z 
(/3E W.ao), 

1 1,  1 1 

加 (z):= 
(1 -tttJ zり(1+ ttt~ コ zり (1 + t;~ta zり (1-t;;:~t;~zい

1-z 1-z 
(/3E W.an), 

である．

定理 1の証明の方針を説明しよう．非対称 Koornwinder多項式 [Sa99,S00]をE,.,(x)E瓦[X土1］と書く．

• {E,.,(x) Iμ E (!Ji)+}は瓦[x士1]の底基底．

• E,.,(x)を対称化して Pμ(x)が得られる（事実 4.2)．正確には，対称化作用素 U(4.15)を用いると

1 
凡(x)= _l UE,.,(x). 

tw;wμ(t) 

証明の大筋は Yip[Yi12]の議論の安直な (C;{,,C叫類似であり，四つのステップに分けられる．係数や和の範

囲を略記して説明しよう．

(i)入，μE(hi)＋に対し，非対称 Koornwinder多項式と単項式の積の展開公式

砂恥(x)=L 叫為(p)(x)
pEro 

を求める ([Ya20,corollary 3.1.5]）．ここで pはdominantchamber Cに含まれるアルコーブ経路を

走る．

(ii)非対称 Koornwinder多項式の明示公式である Ram-Yip型公式

加(x)＝区f砂Jcp)xwt(p)
pEr 

を用いる．和の pはアルコーブ経路を走る．これは RamとYipが [RY11]において非捩れ型の非対称

Macdonald多項式に対して導出し， OrrとShimozonoが [0S18]において非対称 Koornwinder多項

式に対して導出したものである．

(iii)以上を用いると非対称 Koornwinder多項式と Koornwinder多項式の積をダブルアフィン Hecke環の

拡大五H(W)の中で計算することができて，そのアルコーブ経路に関する和として表示できる．更に

和を色付ぎアルコーブ経路に関する和に書き換えることができて，最終的な結果は [Ya20,Proposition 

3.3.2]の

尻(x)P心） ＝ L LA凸 E口 (p)(x).
vEW入pErf

(iv)局（x）を対称化して定理 1が得られる．

6 Askey-Wilson多項式の場合

ー変数の場合の Koornwinder多項式は Askey-Wilson多項式であったルート系の階数が 1である為，

Askey-Wilson多項式の Littlewood-Richardson係数は定理 1より簡単になることが期待される．ここではそ

のことについて議論する．

準備として，階数が 1 の場合のルート系の情報をまとめておく．一次元 Euclid 空間 V ＝恥€V とその双対空

間v・ ＝恥を考える． C1型ルート系は R=｛土2E}c V*で，単純ルートは 0<1= 2E,基本ウェイトは W = E 
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である．ウェイト格子は P=h;＝Zcc V＊であり，支配的ウェイトの集合は（屁）＋ ＝庫となる．有限Weyl

群 w。は S1:= Sc,1の生成する位数 2の群であり，その最長元は wo= s1.また (C{,C1)型アフィンルート系

はS=｛土2E+ki5，士€＋が i5 I k E z}, ao = i5 -2Eであり，拡大アフィン Wey!群 W はs1とso:＝ Sa。が生

成する群となる分解 W = t(P) >4 Wi。(2.2)は， t(P)=〈t(E1)= sos1〉c::::ZとWo=〈s1〉c::::Z/2Zの半直栢

となる．

支配的ウェイト入＝ lw= lE (l EN)に付随する Askey-Wilson多項式 P入(x)を

P1(x) = P1(x I q,to,ti,uo心）

と書く．パラメータが五つであることに注意しておく．

まずはウェイトが簡単な場合から考えよう． LR係数のウェイト入もしくはμを minusculeウェイトに特殊

化した場合を， A型のときに従い Pieri係数と呼ぶ．

仇型ルート系の minusculeウェイトは W1のみなので， Askey-Wilson多項式については μ=wの場合を

考えることになる．そこで 1次の Askey-Wilson多項式 Pi(x)= Pw(x)を書き下してみよう．以降の計算で

は，定理 1に現れた p(a)(a ES)を用いるので，それを階数 1の場合に内くと

(1 + qhh~½ (tot1)-½)(l -qh;;-½t~½ (tot1)-½ 
p(a) := t『

~ (1 + q~t5t~2 (tot1)ゴ）（ 1 ― q~t。 2 t1 2 (tot1)万）

1―介(tot1)一j
(a= 2jE + k5 E S). 

補題 6.1.[Ya20, Lemma 4.4.1] minusculeウェイト wにおける Askey-Wilson多項式乃(x)は

Pi(x)=x+x―1 + p(28 -°'1)心o(qt。t1)+ tf心t(qt。t1)＋心t(q2t。t1)心o(qt。t1)．

但し吋(z)(k = 0, 1)は（4.11)で n=lとして得られるもので，以下のようになる．

1 1 1 

吋(z):= Cf 
国— u~2) ―--

1 1 

+z土½(uJ -u。2)
1-z土1'

可（z):=干
(tt -tけ）＋三(ti-t；り・

1-z士1

(6.1) 

注意 6.2.パラメータ (to,t1,uo墨 1,t)をAskey-Wilson多項式のパラメータ (a,b, c, d, t)で読み替えよう．パ

ラメータの対応は

(t。,t1,Uo直 1,t)= (-q―1ab, -cd, -a/b, -c/d, t) 

とも書けること，また abed=qt。tnであることを用いて計算すると

Pi(x) =x+x―1+ 
11"S - S 

I 

l -7r 
， 1T := abed, s := a+ b + c + d, s':= a―l+b―l+c―l+d―1. 

[AW85, p.5]のn次 Askey-Wilson多項式Pn(z)と比較すると， P1(z)= 2(1 -1r)z + 1rs -s'より

(1-1r)P心） ＝Pl ((x＋戸）／2)

となり，規格化因子を除いて合致する．

命題 6.3.[Ya20, Proposition 4.1.3]任意の支配的ウェイト入＝ l囚€ (hi)ぃlE Nに対し

P心）Pl(m）＝Pl+1(X)＋Flpl(X)＋Glpi_1(m)， 

F1 := p(-218 + a1)（一心り(q2l+lt。t1)＋心り(qt。t1))+ +p(2l8 -a1)（一ゆす(q2l-lt。t1)＋いt(qt。t1)),

Gz := p(2l8 -a1)p(-2(l -1)8 + a1)n0(q21-1t山）．

但し p(a)は (6.1)，嘴(z),no(z)は定理 1に現れたものと同様で，以下で与えられる．

1 1 - - 1 1 1 1 1 1 1 

(1 -吋吋 z½)(l + u『U。直） （l ＋ U1 2吋z豆）（1-叫知。 2 zう）
no(z) := 

1-z 1-z 
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命題 6.3は定理 1を特殊化することで与えられるが，その場合に対応するアルコーブ経路と因子 Ap,Bp,Cp

は表 6.1の通りである．但し，実線で黒色のアルコーブ経路を表し，点線で灰色のアルコーブ経路を表して

いる．

V = 81 

P* p AP BP C" 

← t(l1+ 

H1 H。 H1 H。 1 1 1 

t(l~w) ' 

H1 H。 1 p(-2lb +aり -I/Jo(q2l+lt心）

e こコ t(lェw)コ

H1 H。 H1 H。 1 p(-2l6 +ai) 巧 (qt。t1)
v=e 

P* p AP BP Gp 

e+  t( （□— 
t(lw) 

H1 H。 H1 H。 H1 H。p(2l6 -m) p(-(2! -2)/', + ai) no(q2l-ltぬ）

t(（9ー l)w)・. > t(9り）

H1 H。 H1 H。p(2lo -ai) 1 —叫(q2l-lt心）

eゴ t(（9 -1)0) 亡 t(9a) 

H1 H。 H1 H。 H1 H。p(2lli-a1) 1 対―(qt。t1)
表 6.1:アルコーブ経路

注意 6.4.注意 6.2に続いて，パラメータ (to,t1, uo, u1, t)をAskey-Wilson多項式のパラメータ (a,b, c, d, t) 

で読み替えると， Pl(x)の漸化式は

P心）Pz(x)= P1口（x)+ F1P1(x) + G1P1(x), 

Fl:= 
fz + (1rs'-s) ,  1_1 (1 + q21-11r)(qs + 1rs') -q1-1(1 + q)1r(s + qs') , h :＝ ql-1 

1 -7r (1 -q2l-21r)(l -q叫）

Gl :＝ 
gnz-1 

, gz := (1-qり
(1 -q1-1ab)(l -q1-1ac)(l -q1-1ad)(l -q1-1bc)(l -q1-1bd)(l -q1-1cd) 

1111,'".,~ ~ I (1 -q2l-21r)(l -q2l-17r),  

7r := abed, s := a+ b + c + d, s':= a―l+b―l+c―l+d―1' 

"fl := (ql-l1r; q)z = (1 _ ql-l1r)(l _ ql1r)・・・ (1-q2l-27r） 

となる． l=Oの場合は p(-a1)= 0より F1=0となって，漸化式は自明になることに注意する．また [AW85,

(1.24)-(1.27)]の漸化式

1-ql-17!" 
2zpz(z) = h1P1+1(z) + fzpz(z) + gzP1-1(z), hz := ~, Po(z) = 1, P-1(z) = 0 

(1 -q2l-17r)(l -q叫）’
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と比較すると， Pz(x)＝万―1pz((x+x―1)/2)の下で一致することが確認できる特に Pl(叫は [AW85,(1.15)] 

のq超幾何級数表示を持つことが分かる．
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