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Abstract 

本稿は 2020年度 RIMS共同研究「組合せ論的表現論の最近の進展」での発表をまとめたものである．
筆者は [Ch]で， A甜型 Dem昭 uresliceの指標が t= 00での非対称 Macdonald-Koornwinder多項式を
ノルムで割ったものに一致することを証明したこの結果について説明する．

1 はじめに

ルート系に付随して定義される Macdonald多項式と呼ばれる直交多項式の族が存在する． Macdonald-

Koornwinder多項式とはBC型ルート系に対する Macdonald多項式の類似であり [Ko,Sal]，対称Macdonald-

Koornwinder多項式の場合には， Askey-Wilson多項式の一般化であり [Ko]，特殊化によって古典型に対応

する Macdonald多項式が出てくる [D]等，興味深い性質を持つ．

Demazure加群とは Kac-Moodyリー代数の最高ウェイト可積分表現の部分空間として定義されるボレル

部分代数の加群である． Kac-Moodyリー代数がアフィン型の時には， Demazure加群は有限次元のものと無

限次元のものの二種類がある特に Kac-Moodyリー代数がx炉 型 (X= A,D,E, r = 1,2,3)かつ可積分

表現がレベル 1である時には，対応する有限次元の Demazure加群の次数付き指標は， t=Oでの Macdonald

多項式の特殊化 (A岱型の時は t=Oでの Macdonald-Koornwinder多項式の特殊化）に一致することが知

られている [Ion,San]. 

Demazure sliceとは，無限次元の Demazure加群の商として定義されるボレル部分代数の加群である．

Kac-Moodyリー代数がx炉型 (X= A,D,E, r = 1,2,3)かつぶ{)=/A炉で可積分表現がレベル 1の時

には， Demazuresliceの次数付き指標は t= 00での非対称 Macdonald多項式をノルムで割ったものになっ

ている [CK].Kac-Moodyリー代数が A岱型の時は， Demazuresliceの次数付き指標は t= 00での非対称

Macdonald-Koornwinder多項式をノルムになっている [Ch].本稿ではこの結果について概説する．

2
 

A~？型アフィンリー代数
リー代数gをA；？型のアフィンリー代数とするリー代数hをgのカルタン部分代数とする．リー代数g

のhに関するルートの集合を△とし，単純ルートの集合を {a。心1,…， al}とするただし， a。が最短単純

ルートになるように番号付けが決まっているとする．集合△＋と△＿はそれぞれ正ルートと負ルートの集合

とする．この時，単純虚ルートは 6:= 2a。+m＋・・・十 alで与えられ，虚ルートの集合は△im:=Z6であ

る．実ルートの集合を△reで表す．また， Q：＝④いzm,Q+ :＝④いz+a，とする．この時， A=△nQ 
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はG型単純リー代数のルート系である．ユークリッド空間配の標準的な基底釘，…， Clを用いると， Aは次

のように書ける．

A =｛士（e,士匂），士2叫 i,j= 1,…，l}. 

ルート集合Aの短ルートの集合をふ，長ルートの集合をふで表す．この時

1。
△re=（ふ＋勾） u（ふ＋2勾） u -（ふ＋（2Z+1)8) 

2 

かつ 6 

a。＝ 2+釘， m ＝ー釘＋ E2,・ ・ ・, °'l-1 = -Ez-1 +釘， m ＝ -2cl 

である．各 aE△reに対して，＆ E hを対応する余ルートとする．各 a E△reに対して，対応するルート空

間を gaで表す．部分リー代数り chをり＝ ①i=l,…，lCふとする．リー代数gのボレル部分代数 b＿とは

b_ ＝ h 〶④ ga
aE△-

のことである各 iE {O, 1,…，l}に対して， AiEh＊を gの基本ウェイトとする．つまり

A,（も） ＝ふ，j,A;(d) = O 

である．リー代数 gの整ウェイトと支配的整ウェイトの集合をそれぞれ

o _ _. _. _o 
P:=ZA。 EfJ ・・ •EfJ ZA1 EfJ Z~, P+ := Z+A。EfJ・・・EfJZ+A1① Z-

2 '2  

で定める．ウェイトの，を口i:＝ふー 2A。(iE {l,…,l}）で定め，

P=Z匂 1EfJ... 〶 Z匹た＝ Z+ro1 EfJ・・・ ① Z＋切

とするまた Q':=Q + ½Z•, Q’+ := Q+＋枠Z十△ぃとする．リー代数 gのワイル群を W で表す．アフィ

ンワイル群 W に含まれる G型のワイル群を Wで表す．

3 Macdonald-Koornwinder多項式

この節では，［Sa2,§3]と[Ion]にそって Macdonald-Koornwinder多項式を導入する．

定義 3.1(Macdonald順序）ウェイトμ,入 EPに対して，次の二つが成り立つ時，その時に限りμと入と

表す．

(1) µ—入 E CJ+ ifμ E W入；

(2) ふ—µ+ E CJ+ if μ+ =J心．ただし，入＋は W入n凡の元である．

体 lFをlF= {Q)((t, ql/2)）で決め， lF［かを lF上の Pの群環， X入を入 EPに対応する lF［かの元とする．各

i E {1,…,l}に対して， Xi=Xらとみなすことで， lF[x戸，…，x戸］と lF［かを同一視する (u)oo= TI (1-qnu) 
nEZ+ 

とする．無限積△(x)＋と△(x)を

△(x)+ == II に）OO（-x心 (q1/2x,）OO II 己）OO（xご）OO

i={,~.,l (tx。)oo(-txi)oo(q112t伝）001::;疇 l(t凸）00(txご）OO
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と

△(x)：＝△(x)＋△(x―1)＋且(1-qn)l E lF[x戸，…，x戸］

のように定めるさらに叫x)とC(x)を

叫）：＝ II （叫一 t)（ふ＋t) TT (x;Xj―t)(x;x_;1 -t) 

• II i=l,...,I x; -l （叩巧ー 1)（ロデー 1)1<'.i<j<::I 

とC(x)：＝△(x)<p(x)で定める．

定義 3.2ローラン多項式環lF[x『,…，x戸l上の内積〈f,g〉'ElFを

〈f,g〉'：＝ fg*Cの定数項

で定める．ただし＊は q*= q―1，勾＝ x，-1かつ t*= C1で定まる JF[Xfl,…，x戸l上の対合である．

定義 3.3非対称 Macdonald-Koornwinder多項式とは次を満たす JF[P]の元の族｛恥(x,q,t)｝入EPである．

(1)〈E入，E以＝ 0if入-=/μ;

(2) E入＝炉＋ I:cμX庄
μ)>-入

注意 3.4ここでの Macdonald-Koornwinder多項式の定義は，［Sa2]での定義を [Ion]にあるように，パラ

メーター t,to, uo, tぃUlをto=t1 = uo = tかつ切＝ 1のように特殊化したものである．

Macdonald-Koornwinder多項式の特殊化を

E入：＝ lim E入， Et:= Jill! El 
t→O t→O 

で定める．［Ion,§3.2]より，この特殊化は well-definedである．ローラン多項式環 IC((ql/2))[xf¥…，x戸lJ:: 

の内積〈一，一〉を〈―,-〉'の t=Oでの特殊化とする．

4 圏もと Euler-Poincareペアリング

U(b_）加群 M と入 EPに対して， M入：＝ ｛m E Ml hm =入（h)mfor h E ~}とする．劉おをウェイト

分解

M= 〶M入
入EP

を持ち，各 M入の次元は高々可算である加群からなるような U(b_)—加群の圏の充満部分圏とする．加群

M のウェイトの集合を wtM :=｛入 E PIM入ヂ {O}｝で定める．隠 23'をウェイト集合 wtMが，ある

μ1,…,μk E pに対して wtMc U 伽ー Q+）を満たし，全てのウェイト空間が有限次元である加群か
i=l,...,k 

らなるおの充満部分圏とする．圏も。を有限次元加群からのみなるお＇の充満部分圏とする．

定義 4.1加群 ME$'に対して M の次数付き指標を次の形式和で定める．

gchM:＝区炉X入dimeHom柚Cd(C入—m/j ， M)
入―mliEP叶 Z/j

ここで C入—m8 はり EB Cd のウェイト入— m5 の一次元表現であるただし d は g の次数作用素である．
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定義 4.2圏おの加群 M に対して， MV:=〶 M* とし，ベクトル空間 MV への b＿の作用を X € b_， 
µE~• 

f E MVとvEMに対して

Xf(v) := -f(Xv) 

で定める．

圏お＇は十分な射影的対象を持つ [FKM,Lemma5.2]．したがって Ext-00手を考えることができ，次のよう

にして Euler-Poincareペアリングを定義することが出来る．

定義 4.3加群の対M €お＇と NE 叫に対して， Euler-Poincare ペアリング〈M,N〉 Ext を次の形式和で定

める．

〈M,N〉Ext:= L (-l)P炉dimeExtぶ(M@cCmo,Nv).

pEZ+,mEらZ

命題 4.4加群 ME!B'とNE叫に対して次が成り立つ．

(1)ペアリング〈M,N〉ExtはIC((ql/2))に属する；

(2)ペアリング〈M,N〉ExtはM とN の次数付き指標のみによって決まる．

上の命題から Euler-Poincareペアリングは IC((ql/2)）［月 XIC((ql/2)）［かから IC((ql/2)）［かへの写像を定める．

これも〈一，ー〉Extで表す． Euler-Poincareペアリングと Macdonald-Koornwinder多項式を定義する内積の

t=Oでの特殊化〈一，ー〉に関して次が成り立つ．

命題 4.5加群の対 MEお＇と N E叫に対して，〈gchM,gchN〉Ext=〈gchM,gchN〉が成り立つ．

5 Demazure加群と Demazureslice 

定義 5.1各 wEWとAE化に対して Demazure加群 DwA,DwA とは次で決まる U(b_）—加群である．

DwA := U(L)v;',,A C L(At, DwA := U(b_)vwA C L(A). 

ただし L(A)は最高ウェイト Aのgの既約表現であり， VwAEL（入）wAとv;',,Aは(L(A)wA)＊の零でないベク

トルである．

注意 5.2

(1)ウェイト空間 L(A)wAは一次元である [Kac]．したがって DwA,DwA Iま零でない．

(2)加群 DwAは有限次元であるが， DWAは一般には無限次元である．［Kum]などの文献では Demazure加

群といったら DwAのことを指している．

補題 5.3([CK] Corollary 4.2) 各 w,vEW で w~v を満たすものと AE 几に対して， DvA こ DwA が

成り立つ．

Lemma 5.3 から次のように U(b_)—加群を定義することが出来る．

定義 5.4各 wEWとAEP十に対して， U(b_）加群lilJWAを

lil)wA := DwA/区DvA

w<v 

のように定義するこの加群を Demazuresliceと呼ぶ．ただし，ここでの順序はワイル群 W のBruhat順

序である．
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本稿では Demazure加群はレベル 1の場合を扱う．この場合には以下のようにして， Demazure加群は Pで

パラメトライズされるリー代数gの0番目の基本ウェイトを A。とするこの時，全単射

（入I入）
pぅ入→入＋ A。＋ 8EWA。

2 

が存在する各ウェイト入 EPに対して，

D入：＝ Drr入， D入：＝ Drr入9]]])入:=]]])T入

とするただし T入は同型 w~w 区 P で（e，入）に対応する元である．次の指標公式が知られている．

定理 5.5([Ion] Theorem 1)各入 EPに対して，

gch凡＝ q苧広(x-1,q―1) 

が成り立つ．

6 主結果

この節では [Ch]の主結果を紹介する．

定理 6.1各入，μ E P, m E鰐と kEZに対して，

dime Ext忌(IllJ入RcC叫＋KA。,Di)＝似，oOm,oOk,Oふ，μ n E乙

が成り立つ．

定義 4.3から次が従う．

系 6.2各入と μEPに対して，

〈gch叫 q苧尻(x-1,q―1)〉Ext=似，μ

が成り立つ．

定理 5.5と上の系から， Demazuresliceの次数付き指標は t=Oでの非対称 Macdonald-Koornwinder多項

式の双対であることが分かる．従って次が成り立つ．

系 6.3各入 EPに対して，

gchか＝ q苧凰(X―1,q―1)／ふ，El〉Ext

が成り立つ．

注意 6.4アフィンリー代数gがA岱型で無い時にも，定理6.1や系6.3と類似の結果が知られている [CK]．そ

の場合， Demazuresliceの次数付き指標は非対称Macdonald-Koornwinder多項式ではなく非対称Macdonald

多項式で与えられる．
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