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(2) 
Toward Ar1 Andrews-Gordon identities 

滝聞太基 （岡山大学自然科学研究科） ＊ 

Motoki Takigiku 

Okayama University 

概要

1970-80年代に Lepowsky-WilsonがAい型アフィンリ一環の表現論を用いた Rogers-Ramanujan分

割定理 (and恒等式）の証明を与えて以降、他の型のアフィンリ一環に関係する「Rogers-Ramanujan型

の」定理を発見しようとする試みが行われている。本稿では A~2) 型に関係する最近の結果 [TT19,TT20] 
を紹介する。本稿の内容は土岡俊介氏（東京工業大学情報理工学院）との共同研究による。

1 北早
戸忠

1.1 Rogers-Ramanujan恒等式

Rogers-Ramanujan恒等式（以下、 Rogers-R皿 anujan= RRと略する）とは以下のものである。

定理 1.1(RR恒等式）．

区 qn2 = 1 

n?'.O 
(q;q)n (q,q生qり(X)'

記＋n 1 
区 q = 
n:0:0 

(q; q)n (q2, q3;砂）=・

ただし、 nE {0, 1, 2, ・ ・ ・, } LJ {(X)｝に対して

n-1 

(x; q)n := IJ (1 -xq'), (xi,・・・, Xmi q)n := (x1; q)n ・ ・ ・ (xm; q)n 
i=O 

と定める。また本稿では級数は全て形式的なものとして扱う。

1.2 Rogers-Ramanujan分割定理

(1) 

RR分割定理とは（1)と同値な以下の定理 1.2である：まず Par:=LJを 0い＝ （ふ，入ぁ...，入e)E (Z>o)e I 

入1を入22:... 2:ふ｝の元を分割と呼び、分割入＝ （入1，入2,...，ふ）に対し t（入） ：＝ £ （長さ）， 1入：＝ Li入2（サ

イズ），叫（入） ＝ 1{j |ふ＝ i｝| （i 2 1の重複度）とする。また n2'. 0に対し Par(n):=｛入 EPar I|入|＝n} 
PT 

とする。 C,'DC:: Parが分割論的に同値 C~ （ のと書く）とは、 Vn2: 0について ICn Par(n)I = ID n Par(n)I 

であることを言う。このとき

定理 1.2(RR分割定理）．

｛入 EPar I 1 ::; Vi < £（入），入t―入i+l2: 2} ~｛入 E Par I Vi,入;= 1,4 (mod5)}, 

｛入 EPar I (1 ::;而＜ t（入），入。—入i+l 2: 2) and m心） ＝O}四｛入 EPar I Vi,入;= 2, 3 (mod 5)}. 
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注意 1.3.分割の集合C~ Parに対し母関数こ入ECqi入1を対応させることで定理 1.1と定理 1.2の同値性はす

ぐにわかる。

RR恒等式（分割定理）の歴史については例えば [And76,§7], [And86, §1], [Si118, §2]などを参照されたい。

1.3 Andrews-Gordonによる一般化

Gordon(1961)とAndrews(1974)による以下の一般化は今では Andrews-Gordon分割定理 (or恒等式）と

呼ばれる。

定理 1.4(Gordon)．任意の整数 k?:2と 1<::: i <::: kについて、

｛入 EPar I Vj, ふ—入J+k-1 ?: 2, m心）<:::i-1}打｛入 EPar I Vj,ふヂ 0，士i(mod 2k + 1)}. 

定理 1.5(Andrews)．任意の整数 k?:2と l<:'.i<:::kについて、

こ q
Nf+…＋Ni_1十応＋…＋Nk-1 (,,i,,2k+l-i,,2k+l.,,2k+l (q, q,  q,  q)OO 

＝ 
叫•,;;:'_,2'.0 (q; q)れ,(q;q)n2・・・ (q;q)nk-1 (q; q)oo 

(2) 

ただし N;:= n; + ・ ・ ・ + nk-1とおいた．

また、「無限積サイド」が (qi,q2k-i, q叱q2k)oo/(q; q)ooになるような一般化も Andrews(1967), Bressoud 

(1979, 1980)によって与えられている (Andrews-Bressoud分割定理あるいは恒等式と呼ばれる。例えば

[Si118, §3]に解説がある）。

1.4 表現論を用いた証明

アフィンディンキン園形 X を選ぶとアフィンリ一環g(X)が定まる。 Xの各頂点 iに非負整数 niを対応

させると、可積分既約最高ウェイト加群 V=V(Z::iniAi）が定まる（Aiは甚本ウェイト。以降このような V

を標準加群とも呼ぶ）。また主ハイゼンベルグ部分リ一環の作用に関する真空加群 O(V)が定まり、その指標

x(O(V)) = X（江 nふ）が定まる（主指標と呼ぶ。詳しくは説明しない）。

[LM78]は（1)の両辺の値が Aい型アフィンリ一環のレベル 3標準加群 V(2A。＋ふ）， V(3A。）の指標のあ

る特殊化（をある factorで割ったもの）に一致するという観察をした。そのアイデアを発展させ、 Lepowsky-

Wilson [LW81,LW82,LW84]はx(2A。+A1),x(3Ao)を2通りに計算することで定理 1.1,1.2の別証明を与

えた（一方は Weyl-Kac指標公式により、もう一方は Zー作用素と呼ばれる頂点作用素を用いて真空加群の

韮底を構成することによる）。さらに k::>: 2についてレベル 2k-1 (resp. 2k -2)の標準加群からは同様に

Andrews-Gordon (resp. Andrews-Bressoud)による一般化が得られる。

よって以下のような予想が自然にできる：

Big Picture:アフィンリ一環と最高ウェイトを選ぶ（＝アフィン・ディンキン憫形を選び、各頂点に非負整

数を苔く）と、対応する定理 1.1,1.2の一般化が存在するか？

例えば、 Ail)型ディンキン図形吟⇒o の頂点に (a,b)と書くことに対応するウェイト aA。+bふのレベル

はa+bで、これらはちょうど Rogers-RamanujanとAndrews-Gordon-Bressoudに対応する。

注意 1.6."Big Picture"において、期待される恒等式の「無限積」(=,分割定理の「パートの modの条件」）

は決まっている (Weyl-Kac指標公式から計算できるもの）。一方で、期待される無限和や「パート同士の差の

条件」がどのようなものかはよくわからない。
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1.5 
(2) 
2 A 型の場合

Aい型の次のステップとして A炉型の場合が（部分的に）調べられている。 A炉型ディンキン図形。 ¢a0 

で頂点に (a,b)と書くことに対応するウェイト aA。+bふのレベルは a+2bである。

1.5.1 頂点作用素を用いた構成

頂点作用素を用いた標準加群の構成から、レベル 3(resp. 4)の場合に Capparelli[Cap93] (resp. Nandi 

[Nan14]）が分割定理の予想を得た（レベル 2の場合は単に RR恒等式 (withq H qりになる）。 Capparelli

の予想は [And94,TX95, Cap96]などによって証明されており、 Nandiの予想は我々が [TT19]で証明を与え

た。 [TT19]については [Tak19]でも解説したが、その後証明の一部分をより一般的な状況で適用できる形に

したのでその差分について §2で解説する。

1.5.2 Higher levelについて

A~2) 型のレベル 5 以上の場合では頂点作用素を用いた構成で “Big Picture"に解答を与えることはできて

いない。一方、期待される無限積 x(2)（aA。+bふ）は決まっていて具体的に計算できるので、定理 1.1や 1.2
A2 

の一般化にあたるものの「当たりをつける」ことはできる。例えばここでは

区
(-l)(n1,...,nkの1次式）q(n1,...,nkの2次式）

れ1,"',nk2'.0
（秒；砂）れ1・・・（砂；砂）匹

(3) 

叫．．．，dKEZ>o）の形の和を仮に Andrews-Gordon 型と呼ぶことにする。 [TT20] では、 A~2) 型のレベル
5, 7について

(Andrews-Gordon型の和） ＝ （期待される無限積） (4) 

の形の恒等式を発見し証明することができた。これについて §3で解説する。

柱意 1.7."Big Picture"から期待される無限積サイドを持つ恒等式で (4)の形でないものも知られている：

[MS08] (A~2) 型レベル 6), [KR] (A炉型で任意のレベル）など。また、分割定理では [Hir79,Cap04] (A炉型

レベル 5,7)がある。

いずれの恒等式 (or分割定理）も頂点作用素との関係は不明である。

2 A(2) 
2 I 

レベル 4の分割定理

Nandiが予想した定理については [Tak19]でも述べたが主張を以下に再掲する。以下の (Nl)-(N6)をみた

す分割の集合を N とおく。

(Nl) 入，—入9+1 # 1, 

(N2) 入，—入i+2:::,. 3, 

(N3) 入，—入i+2 = 3 ===>入，＃知1,

(N4) 入，—入;+2 = 3 and 2 f入'===>入i+lヂ入i+2,

(N5) 入，—入i+2 = 4 and 2f入， ⇒ 入，＃入i+land入9+1ヂ入i+2,

(N6) （ふ—入2, >-2 ーふ，•．．，入£（入）ー1- 入£（入））は連続した部分列としてパターン（3,2*,3,0) を含まない。こ

こで 2*は 2の 0個以上の繰り返しを表す。
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さらに、 N1，ふ，ふを以下のように定める。

ぷ＝｛入 €N|m心）＝ O},

ふ＝｛入 ENImi(入)<:::1 for i = 1,2,3}, (5) 

品＝｛入€N| m心） ＝叫（入） ＝0,匹 (,,¥)<;landP（入）｝．

ただし条件 P（入）は「任意の k2: 1に対し、入＝ （ふ，．．．，入£（入））は (2k+ 3, 2k, 2k -2, ・ ・ ・, 4, 2)を連続した部

分列として含まない」とする。

予想 2.1(Nandi [Nan14]). 

ふ打｛入 EPar I Vi,入2二士2，士3，士4(mod 14)}, 

ふ打｛入 EPar I Vi,入i=土1，土4,土6(mod 14)}, 

昂窃｛入 EPar I Vi,入2二士2，土5，土6(mod 14)}. 

定理 2.2([TT19]）．定理 2.1は正しい。

証明の概要は以下の通りだった。

Step 1: 分割サイドの (x,q)—母関数

恥 (x,q)：＝こ四）q|入I

入ENa

がみたす q—差分方程式を求める。

Step 2: Step 1 で求めた q—差分方程式を解き、 fN0(l, q)の無限和表示を得る。

Step 3:適当な qー級数の定理を使い、得られた無限和が欲しい無限積に等しいことを示す。

今の場合、ステップ 1ができてしまえばステップ 2と3は比較的標準的な方法でできるのだった ([Tak19]

を参照）。ステップ 1については、知られている Rogers-Rarnanujan型の分割定理のほとんどではリンク分割

イデアル [And76,§8]の理論を用いて達成することができるが今の場合ではできなかった。 [Tak19]で解説し

た際にはアドホックな構成を行ってこれを解決したが、ここでは有限オートマトンを用いてリンク分割イデア

ルを拡張する（より一般的に使える）方法を紹介する。

2.1 オートマトンと正規言語についての復習

この節の内容の詳細については例えば [Sip13, Koz97]などの教科書を参照されたい。

Eを空でない有限集合（アルファベット）とする。 Eの元を文字と呼び、 Eの元の有限列 a1...an (a; E I:) 

を文字列と呼ぶ。 Xの文字列全体の集合を I:*= LJ立 0I;nと書く。 I;Oの唯一の元を eと書く（空文字列）。

X＊は文字列の連結と単位元 cによってモノイドになる。ゞの部分集合を (I:上の）言語 (language)と呼ぶ。

言語 X,y c:: I:*に対して

XY := { ab I a E X, b E Y}, X* := LJ X匹

n>O 

定義 2.3.I;上の決定性有限オートマトン (deterministicfinite automaton, DFA) とは、 5つ紺 M=

(Qぶ，8,s,F)で

• Q:有限集合（状態集合）

•8:QxI; → Q: 写像（遷移関数）

• s E Q （初期状態）

• FC::: Q （受理状態）
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なるものである。またこのとき応 QX X* ---+ Qを負q,e):= qと祝q,wa):= 8（祝q,w),a)(q E Q, a E 

~,wE ゞ）で定め、 L(M) := {w E ~• I 8(s,w) E F}をM の受理する言語という。

定義 2.4.~上の言語が正規 (regular) とは、ある DFA の受理する言語であることを言う。

例 2.5.0, {e}, {a}(a E ~), ~は正規言語。

定理 2.6.X,Y ~汀が正規言語のとき、 XUY, XY, X* X臼も正規言語（よって XnY,X¥Yもそう）。

注意 2.7.(1) X, Yを受理する DFAが与えられているとき XUY,...,X¥Yを受理する DFAを構成するア

ルゴリズムが存在する。

(2)任意の正規言語 X<;;;汀に対し、 X を受理する DFAのうち状態数最小のものが（同型を除いて）唯一存

在する (Xを受理する最小 DFA(minimal DFA)という）。 DFAが与えられたとき、同じ言語を受理する最

小 DFAを求めるアルゴリズムが存在する。

2.2 分割定理への応用

まず西` r：＝ ｛（fぃ f2,•••) | fi E互o，江 f;< oo}とおく。すると分割と各パートの重複度の列を対応させ

る全単射 -Par e:c Par;入→ （m1（入），m2（入），m3（入），・・・)

-- ^ ＾ ができる。また入 EParやC~ Parの Parにおける像を単に入や Cと書くことにする。

以下、 Nandiの予想の場合で説明する。

＾ 入ENに対応する列を入＝ （fぃf2,fふ．．．） Eぶとするとき、各 k2'. 1について (f2k-1,f2k)は

冗―0= (0, 0), 1r1 = (0, 1), 1r2 = (0, 2), 刀］ぅ＝ （1, 0), 7r4 = (2, 0) 

のいずれかであることがわかる（詳細は略）。そこで、

＾ 入＝ （f1, f2, f3, f4, f5, fか．．．） (6) 

‘‘‘ "'1 "'2 1';3 

のようにして入 ENをI;:={0,1,2,3,4}上の無限文字列 i=(i1,i2,iふ．．．）にエンコードできる。このとき

入＝ 7r•(i) = 1r"(i1, i2, iふ...), code入＝ i=(i1,i2,iふ．．．） (7) 

とここでは書くことにする。

(Nl)-(N6)と(5)の条件をさらに翻訳すると、

入EN⇔ (i1，砂，．．．）は XNの元を連続部分列に持たない

入€ふ (a=l,2,3) ←（iぃ砂，．．．）は XN の元を連続部分列に持たず、 XNa の元を prefix に持たない
(8) 

が言える（ここは単純作業。詳細は [TT19,Tak19]を参照）。ただし XN,Xふこ刃＊は

XN= 
{12,13, 14,21, 22, 23,24, 32, 34,42,43,44, 

104, 203, 204, 304,404 } u {4}｛1}*{03}， 

Xふ＝ ｛3,4}, Xふ＝ ｛2,4,04}, Xふ＝ ｛2, 3, 4, 04} U {1} * {03}. 

さらに (8)の右辺の条件の自明な言い換えをするとそれぞれ

'vn ::>: 1, i山 "'inrtゞ X砂＊，

'vn ::>: 1, i山・ "in rtゞ X炉＊ ux立＊

(9) 

(10) 
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となる。注意 2.5と定理 2.6から、 XNや Xふ (a=1,2,3)は正規言語であり、よって (9),(10)で“¢”の右

側に現れるのも正規言語である。

そこで、正規言語汀XN~* を受理する（最小） DFA M = (Qぶ，o,s,F)を求めてみると下図のように

なる。

• Q = {qo,q1,.. •,q7}, 

• s = qo, 

• F = {q叶

図において、グラフの頂点 Q= {qo,..., q7}が状態で、 “start’'が初期状態 s、二重丸が受理状態 Fをそれ

ぞれ表し、また状態間の矢印が状態遷移関数 8:QxI:---+Qを表している。

注意 2.8.実際には Na(a= 1,2,3)に関する statementを示したいので、本来は汀XNI:*U.X:ふ汀を受

理する DFAが必要なものである。ところが、実際に求めてみると奇跡的に上図の DFAの「初期状態を変え

た」 DFAになっている（具体的には a=l,2,3のときそれぞれ初期状態を q。から q7,q3, q4に変えた DFAが

I:*X炉＊ ux廷＊を受理する）。

論理的にはこのような「奇跡」が起こらなくてもそれぞれの母閑数の q差分方程式を求めることはできるが

（それぞれ DFAを求めて以下でする議論をそれぞれに行えばいい）、実際の例（既知の Rogers-Rarnanujan型

分割定理）ではこのような「奇跡」 (1つの DFAの初期状態を変えたものが分割定理に現れる “companions"

に対応し、したがって以下 (13)で見るようにそれらの母閲数が一つの連立差分方程式の中に現れる）が起こる

のが普通である。

さて、オートマトンが受理する言語の定義を思い出すと条件 (9)は

q。からスタートして入力 (i1,i2,...）に従って状態を遷移していくとき、受理状態 Fに入ることはない (11)

と同値である（また注意 2.8より条件 (10)は (11)で q。を q7,q3, q4で憶き換えたものと同値）。そこで

r E Q¥Fに対して

Sr:= {(i1,i2,...) E r;N I;からスタートして入力 (i直，．．．）に従って状態を遷
移していくとき、受理状態 Fに入ることはない ｝ 

と書くと、明らかに“漸化式”

｝ Sr= ,W {(i,i2,i3,...) I~~~ からスタートして入力 (i2,i3, ．．.）に従って状態
を遷移していくとき、受理状態 Fに入ることはない

iEE 
/j(r,i)~F 

= LJ i. sli(r,i) 
iEE 

/j(r,i)~F 

(r E Q ¥ F)が成り立つ。ただし i・ S := {(i, a, b,...) I (a, b,...) ES}のように書いた。

(7)の対応を思い出して

炉r):= 1r"(Sr) ={入 |code入ESr} （こ Par)

(12) 
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と書くと N(qo)= N で（また N加） ＝N1, N如） ＝ NふN<q4)= N3)、“漸化式”(12)に対応して

fN(r)(x,q) (= L入EN(r)が（入）沢）の（連立） q-差分方程式

fN(r)(x,q) ＝区 x応）qに1fN(6(T,'≫(Xq汽q) (r E Q ¥ F) 
iE:E 

o(r,i)'f-F 

が得られる。今の場合に書き下すと（単に F;(x)= fN<q,J(x,q)と書いて）

Fo(x) 1 xq2 丑q4 xq 炉q2 0 0 恥 (xが）
Fl(x) 0 xq 2 

゜゚
0 1 0 Fl(Xqり

凡(x)

゜゚ ゜゚
0 0 1 凡(xqり

凡(x) 0 xq 2 0 xq 0 1 0 凡(x砂） 1． (13) 
凡(x)

゜゚ ゜゚
xq2 0 1 凡(xqり

凡(x) 1 xq2 丑q4 xq 0 0 0 凡(xqり
F7(X) 1 xq 2x.. 2-q .4 

゜
0 0 0 F1(xqり

となる。今 Fo(x)= !N(x,q)であり、 F1(x)= !N, (x, q), F3(x) = fふ (x,q)，凡(x)= f必 (x,q)でもある。

(13) の形の方程式が得られたら各 i について F;(x) 単独の q—差分方程式が得られることと、 F1(x) ，凡 (x) ，凡 (x)

の場合に実際にその方程式を解けることは [Tak19,TT19]などで説明した通りである (Fi(x)単独の方程式を

得る部分のアルゴリズムは [And74]による）。

注意 2.9.以上の方法により、一般に分割の集合 C<;;; Parがあったとき

• m E Z>o, 

. ~:有限集合(# 0)、

• {-rr; Ii E ~} <;;;｛入 EPar Iふ::::;m},

• X,X'<;;;刃＊：正規言語

であって、 1r:• ゃ code を（7) と同様に定めるとき（（6) では 2 つずつーまとまりと思ったのをここでは m 個ず

つまとめて）

入EC⇔ code入は X の元を連続部分列に持たず、 X'の元を prefixに持たない

となるものがあるならば、 fc(x,q)のみたす qー差分方程式を一つ（アルゴリズムによって）求めることがで

きる。

注意 2.10.注意 2.9の条件はリンク分割イデアル [And76,§8]の一般化になっている。実際、禁止パターン X

や X'が有限集合である場合がリンク分割イデアルに対応する。

3 A 
(2) 
2' レベル ， 5 7の恒等式

数列 a1,a2,・ ・ ・ E Zが与えられたとき、

1+ど%炉=II(1ー炉）如 (14) 

れ：：：1 m：：：1 

をみたす b1,b互・・ E Zは一意に存在し簡単に求まる (b1から順番に決まる）。そこで Andrews-Gordon型

(3)の和を適当に与えて (14)の右辺の形に展開し、幕に現れる b1,b公．．．が周期的かを見ることで (4)の形の

恒等式の予想を得ることができる。

以下

[x; q]m = (x, q/x; q)m, [a1, ・ ・ ・, ak; q]m = [a1; q]m ・ ・ ・ [ak; q]m 

とおく。以下が [TT20]で与えた恒等式である。
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定理 3.1([TT20]). A炉のレベル 5標準加群の主指標 x (2)（5Ao)，xAし2)(A。+2ふ）に関する恒等式A2 

区 (-l)kq2
(＇）＋8(；）＋鳴）＋2ij+2ik+4jk+i+5j+k 1 

,,j,k2:0 (q; q)，（q生q州(q生q2)K = ［q生砂，が， q呂q16]~'

区 (-l)k1t_:
(＇)＋8(i)＋噂）＋2ij+2ik+4jk+i+7j+3k 1 

＝ 
i,j,k2:0 

(q; q);(q生q2li(q生q州 [q,が，q見q乃q16]='

が成り立つ。

定理 3.2([TT20]). A~2) のレベル 7 標準加群の主指標 x ~2)(5A。＋ふ）， XA~2) (A。+3ふ）に関する恒等式A2 2 

q(；）＋8(；）＋10は）＋2ij+2ik+8jk+i+4j+5k 1 

こ
i,j,k20 

(q; q)i(q生q2Mq生q2)k [q, q3, q4, q瓦q互q叫q20]00'

q(；）＋8(i)＋1鳴）＋2ij+2ik+8jk+i+8j+9k 1 

こ
i,j,k20 

(q; q)i(q生q2Mq生q州 [q,q汽q尺q7,q8,虎；砂］00.

が成り立つ。

定理 3.3([TT20]). A~2) のレベル 7 標準加群の主指標 XA~2)(7Ao), XA~2)(3A。 +2ふ）に関する恒等式

（り＋2G)＋鳴）＋8（り＋ij+ik+2年 4jk+4jl+4kl+i+3j+k+6£ 1 こ (-1)kq2

i,J,k,じ>O
(q; q);(q生q2)j(q生qりk(q4;が）l 陪， q又q4，砂，q見q乃q20に'

(i)＋2(i)＋鳴）＋鴫）＋ij+ik+2il+4jk+4jl+4kl+i+2j+4k+8£ 1 こ (-1)kq2

,,j,k,£2:0 (q; q);(q生q州(q生q2)k（が；が）l [q,q生q又q見q8,q9; q20J00 ・ 

が成り立つ。

定理 3.1,3.3の証明では左辺を変形して Slater[Sla52]の恒等式に帰祖させる：

2n2 1 
こ q = 
n>O 

(q;q)2n [q2,q汽が，砂；q16]00'
[Sla52, (39)=(83)] 

2記＋2n 1 
区 q = 
n>O (q; q)2n+1 [q，が，q見q乃q16J00'

[Sla52, (38)=(86)] 

記＋n 1 L~ = ~, [Sla52, (99)] 
n~O 

(q;q)2n [q生q氏が，砂，q見q乃q20]00

記＋n 1 
区 q = 
n~O (q; q)2n+l [q, q生q見q見q汽q生砂loo

. [Sla52, (94)] 

同様に定理 3.2は左辺を変形して Rogers-Ranianujan恒等式（1)に帰着させて証明する。

4 A昆レベル 2の予想

A贔のレベル 2はBigPictureの文脈でよく研究されている。実際 A炉まででは対応する分割定理が知ら

れており、また A野のレベル 2 標準加群の主指標（の一部）は A~2) のレベル 4(＝定理 2.2) のものと一致す
る。 ([Tak19]や [KR19,§1.1]を参照）

嬬以降については何も知られていなかったが、 A胄（の一部）に関して §3と同様の方法で以下の予想が

見つかった。
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まず、 A(2)
13 のレベル 2主指標は

XA乳）（（ふo＋妬）Ao十ふ） ＝ 
(q16;沢）OO[砂； q16]00

(q生q2)oo [q尺q16]00
(0 <::: i <::: 7) 

で与えられる。ただし 6はKroneckerdelta. 

予想 4.1([TT20]). F1(2, 2, 2) = X熔囚），凡(4,2, 6) = XA;;)（ふ），凡(6,4, 6) = XA;;) (Aかただし

叫）＋2(~)＋鳴）＋2ij+4ik+4jk+ai+bj+ck
F1(a, b, c)：＝区（一1)kq

(q; q);(q生q2)J(q生q4)k.
i,j,k~O 

予想 4.2([TT20]). F2(l, 3, 12) = XA;;J (A。＋ふ），凡(1,1, 8) = XA¥;）（ふ），凡(3,3, 16) = XA¥7((Aかた

だし

・ qじ）＋2 （~)+16（り＋2ij+4ik+4Jk+ai+bJ+ck
凡(a,b, c)：＝ I: (-1)1 

(q; q);(q生q州(q4;が）k.
i,j,k::>O 

予想 4.3([TT20]).凡（1,5, 1, 12) = XA¥;l (A砂ただし

kq2(；)＋4(t)+2(；）+16(;）＋2ij+2ik+4i£十4jk+8j£十4kC十ai+bj+ck+dl

凡(a,b, c, d)：＝こ（一1)
(q; q);(q生q切(q生q2)k(q生q切

i,j,k,C?:O 

注意 4.4. オリジナルの Andrews-Gordon和にはきれいな再帰的な構造がある ((2)の左辺の和で n1= 0ま

たは nk-1= 0の部分だけを取り出すと Kが一つ小さいところでの式になっている）。
(2) 

上で述べた予想 4.1-4.3を含めた A のレベル 2 や、 A~2) のレベル R, 2': 2の Andrews-Gordon型の和た
奇数

ちの間にも一部には似たような現象が見られる（が一般にはよくわからない）。 “BigPicture"で期待される一

般の桓等式でもそうだろうか？
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