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1 はじめに

中間斜交指標 (intermediatesym plectic character)は， Proctor[16]によってある種の

半標準盤の母関数として導入された Laurent多項式であり， Schur関数（一般線型群の既

約指標），斜交指標（斜交群の既約指標）を特別な場合として含んでいる．さらに，一般

線型群と斜交群の中間に位醤する中間斜交群 (intermediatesymplectic group)のある種

の直既約表現の指標ともなっている．本稿では，中間斜交指標の Jacobi-Trudi型行列式

としての表示，行列式の比としての表示を与え，その応用を紹介する．詳細は，［13],[14] 
を参照されたい．

複素数体上の斜交群 (symplecticgroup) SP2n = SP2n(C)は，偶数次元の線型空間

c2n上の非退化な交代双線型形式を不変にする線型変換全体のなす一般線型群 GL2n= 

GL2n(C)の部分群であった． Proctor[16]は，非退化とは限らない交代双線型形式を不変

にする群として中間斜交群を導入した．非負整数 k,n（ただし 0:::; k ::; n)が与えられたと

き， e1,e1,e2,e互,...,ek, e-,;;,繹＋1,・・・,enを基底とする (n+k)次元線型空間を V=Cn+k

とし，〈，〉： VxV→Cを

〈ea,e分＝ ｛。~1 ;三；：二：：::: : 
で定まる交代双線型形式とする．このとき，（k,n-k)中間斜交群 Sp2k,n-kは

Sp2k,n-k = {g E G Ln+k :任意の v,w EVに対して〈gv,gw〉=〈v,w〉}

によって定義される． k=Oのとき，〈，〉は恒等的に 0であり， Sp。,n= GLnである．

一方， k=nのとき，〈，〉は非退化であり， Sp2n,O= Sp2nである．また， k=n-lの

ときの Sp2n-2,1は奇数次斜交群 (oddsymplectic group)と呼ばれる． k=O,nのときを

除いて Sp2k,n-kは簡約群でないことに注意する． Proctor[16]は， Sp2k,n-kのある種の

匝既約表現の指標を記述するために，次の定義 1.1のように中間斜交盤と中間斜交指標を

導入した．
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非負整数の広義単調減少列入＝ （ふ，入2,．．．）で区i:2'.l入iく ooとなるものを分割という．

分割入に対して，囚＝ Li2l心 l（入） ＝＃｛i :入i> 0}とおき，それぞれ入の大きさ，長

さと呼ぶまた，分割入の Young図形 D（入）を

D（入） ＝ ｛（i, j) E Z2 : 1 :::; iさl（入）， 1さj:::;入i}

によって定義し，格子点の代わりに単位正方形を置いて図示する．

定義 1.1.k,nを 0:::;kさnとなる非負整数とし，入を長さ n以下の分割とする．

(a)入を枠とする (k,n -k)中間斜交盤 ((k,n -k)-intermediate symplectic tableau) 

とは，入の Young図形 D（入）の各正方形に全順序集合

rk,n-k = {1 <I< 2く 2< ・・・ < kく k< k + l < k + 2 < ・ ・ ・ < n} 

の元を 1つずつ書き込んで次の 3つの条件をみたすようにしたもののことである：

(i)各行の成分は（左から右に）広義単調増加である．

(ii)各列の成分は（上から下に）狭義単調増加である．

(iii)第 i行の成分は i以上である．

(b)入を枠とする (k,n -k)中間斜交盤全体のなす集合を Tab(k,n-k)（入）と表す．

(c) (k,n-k)中間斜交盤 TE Tab(k,n-k)（入）が与えられたとき，文字 'YE几，n-kが T

に現れる回数を mTい）と表し，変数の＝ （X1,．．．，％）に関する単項式ゎTを

k n 

XT = II X戸(i)一叫(i) II年凸）

i=l i=k+l 

とおいて定義する．そして，入を枠とする (k,n -k)中間斜交盤の母関数を

sp~k,n-k)(x) = sp~k,n-k\xi,... ，叫Xk+l, ・ ・ ・, Xn) = 区 XT

TETab(k,n-k)（入）

と表し，入に対応する (k,n -k)中間斜交指標 ((k,n -k)-intermediate symplectic 

character)と呼ぶまた， k=n-lのときの spt-1,l)(x)を奇数次斜交指標 (odd

symplectic ch紅 acter)と呼ぶ

例えば，

T=  

は (4,3,1,1)を枠とする (2,2)中間斜交盤であり， XT= Xll四吋叶である． k=Oのと

き，（O,n)中間斜交盤は通常の半標準盤であり， sp¥O,n)は）は Schur関数 s入(x) （一般線

型群 GLnの入に対応する既約指標）に一致する．一方， k=nのとき，（n,0)中間斜交

盤は King[7]の斜交半標準盤であり， spt'o)は）は斜交群 Sp2nの入に対応する既約指

標 sp入（尤）に一致する．一般の場合は，次のように中間斜交群の直既約表現の指標となっ

ている．



150

定理 1.2.(Proctor [16, Theorem 2.1]）入を長さ n+k以下の分割とし， d=囚とおく．

いを V=Cn+Kの d階テンソル積 VRdに含まれる既約な GLn+K部分加群で入に対応

するものし， Sp2k,n-kを定義する V上の交代双線型形式〈，〉から引き起こされる縮約

ci,j: vRd→VR(d-2) (1 ::; i, j ::; d, i =J j)を用いて，

吋＝ V入nnKerCi,j 

浮j

と定義する．このとき，

(a) l（入） ＞ nのとき，埒＝ ｛O}. 

(b) l(入)::;nのとき，対は直既約 Sp2k,n-k加群である．

(C) l(入)::;nのとき，玲は Tab(k,n-k)（入）でパラメトライズされるウェイト基底をも

ち，その指標は sp(k,n-kl(x1,...,Xklxk+l,..., Xn)で与えられる．

中間斜交指標の特別な場合である Schur関数，斜交指標は次のように行列式を用いて表

される：

叫 1,...,Xn) = <let (hい＋j(X1,...,xn))
l:'.Si,j:'.Sn 

(1) 
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(2) 

(4) 

ここで， hr(x1,...，％）は変数 X1,...,Xnに関する r次完全対称式， hr(x戸，．．．，x酎）は

変数 X1,X11,...,Xn心；；1に関する r次完全対称式である．さらに，（2),(4)の分母の行

列式は，それぞれ

<let (x戸）
1'.oi,j'.on 

= II（叩ー Xj),
l'.oi<j'.on 

det（叶―J+1-Xi-（n-J+1))四，j'.on

n 

= II (xi -xil) II (x;f2xy2 -x;1/2x.i1;2) (x;f2x.i1;2 -x;1/2x戸）
i=l 1'.oi<j'.on 

と囚数分解される．本稿の目的の 1つはこれらの行列式表示を中間斜交指標に拡張するこ

とである．

本稿の構成は以下の通りである．第 2節では，中間斜交指標に対する Jacobi-Trudi型

行列式表示 ((1),(3)の拡張）， Weyl型行列式表示 ((2),(4)の拡張）を与える．第 3節

では， Weyl型行列式表示と Cauchy-Binetの公式を利用して，奇数次斜交指標の積の和

に対する Brent-Krattenthaler-Warnaarの公式を証明する．さらに，第 4節では， Weyl

型行列式表示と石川—若山の小行列式の和公式を利用して中間斜交指標の和に関する公式

を証明し，変形平面分割の数え上げ問題に応用する．
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2
 

Jacobi-Trudi型行列式表示と Weyl型行列式表示

この節では， Schur関数，斜交指標に対する Jacobi-Trudi型公式（1),(3), Weyl型公

式 (2),(4)の，中間斜交指標への拡張を与える．

まず，中間斜交指標は完全対称式を用いた行列式として次のように表される．

命題 2.1.長さ n以下の分割入に対して，
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(j = 1のとき），

(2::; j::; kのとき），

(k + 1::; j::; nのとき）

を (i,j)成分とする n次正方行列を H}k,n-k)とする．ここで，変数 x1,x11,...,xk,x-;;;1,

Xk+l, ・ ・ ・, Xnに関する r次完全対称式を比(x軒，．．．，xtl'Xk+l,...'Xn)と表している．こ

のとき，

sp (k,n-k) (xi,...,叫牡＋1,...,Xn) = det H 
(k,n-k) 
入・ (5) 

この命題で k= 0, k = nの場合を考えると， Schur関数，斜交指標に対する Jacobi-

Trudi型公式 (I),(3)が得られる．

証明．まず，中間斜交盤を非交差格子経路に書き換え， Lindstrom-Gessel-Viennotの補

題を用いると，

Sp入
~k,n-k) ( XI,...，叫Xk+l,・ ・ ・, Xn) 

= det (｛似-i十J(x:1,．．．, x]，xK+1,．．．，％） 

h入，—i+j(Xか・•.， Xn)

(1さj:S kのとき）

(K+ 1こJさnのとき））臼JSn

となることが示される．次に， この行列式において，関係式

hr（巧＋1,...,Xn) + Xjhr-I(Xj,..., Xn) = hr(Xゎ・・・ ,xn),

h心畠・・．，ず，Xk+l,...,xn)+（巧＋ xJ-1)h口（吋＼．．．，ず，Xk+l,...,Xn) 

= hr（吋＼．．．，ず，吹＋1,...,Xn) + hr-2(xド...,xtl,吹＋1,・ ・ ・, Xn) 

を用いて列の基本変形を行うと，（5)の形の行列式表示が得られる． 口

長さ k+l以下の分割入に限定すれば，中間斜交指標 spik,n-k)は斜交指標と全く同じ

形の行列式で表され， Cauchy型公式も成り立つ．

命題 2.2.長さ k+l以下の分割入に対して，

sp入
(K,n-K)( 

X1,...，叫吹＋1,・ ・ ・, Xn) 

= ~det (厄-i十J(xT,．．．9,xK+±1; •..,%) 
9̀-J+2(xl,．．．，xk，吹＋1,．．．，％））因，j:Sl（入）

(6) 
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= det (e,い＋J（x戸，．．．，xt¥xk+1,．．．，xn) -et入，—i-J(x庁，．．．，ず，xK+1,．．．，％））因，Jこl(t入）．
(7) 

ここで， t入は分割入の共役分割であり， er(xf1,...,xt1,xk+l,...,Xn)は変数 x1,x―1,...,
X知ず，Xk+l,...'Xnに関する r次基本対称式である．さらに，

~ sp(k,n-k) (x1,...'x叶Xk+l,,,,，%)双(u1,...，圧1)

rr因く］岱＋1(1-UiUj) 

I17=1 IT仁｝（1-Xi巧）（1-x;―1uj)rrr=k+l rr;ド(1一叫UJ).

ここで，入は長さ k+l以下の分割全体を動く．

証明．まず，（6)は命題 2.1と同様にして証明できる．よって，普遍斜交指標と呼ばれる

対称関数

叩〉(X)= ~ det (hい＋j(X)+ h入，ーH+2(X))
l'.oi,j'.ol（入）

（ここで， hr(X)は r次完全対称関数である）を考えると，

sp~k,n-k\x1,..., 祉 |Xk+l,...,xn) = S〈入〉(x1,幻，．．．，Xk,x-,;1, Xk+l,..., Xn, 0,...) 

と表されるから，残りの主張は普遍斜交指標の対応する公式（例えば [12，命題 12.3,系 12.6]

を見よ）から従う． ロ

次に，命題 2.1の Jacobi-Trudi型行列式表示 (5)を用いると，中間斜交指標を行列式

の比として表す Weyl型の公式が得られる．

命題 2.3.長さ n以下の分割入に対して，

(1：：：：： Jー：：：：： Kのとき），｛似＋k-t＋1匂，吹＋,,...,xn)-h入，十k-i+1(xJ-1,XK+1,．．．，Xn) 

x. 入i+n-i
J 

(k+ 1：：：：： ］ー：：：：： nのとき）

を (i,j) 成分とする n 次正方行列を A~k,n-k) = A~k,n-k)（切とする．このとき，

(k,n-k) 
sp~k,n-k\x1,... ，叫知1,...,xn)=

detA 入
(k,n-k) 

detA 

゜（ただし 0= (0, 0,..., 0)）であり，

k 

(8) 

detAt,n-k) = II (x; -x;1) II (x;f2x戸ーx;1/2x.i1;2)(xi;2x.i1;2 _ x;1f2x戸）
i=l 1:'.Si<j・'.Sk

X II （叩—叫· (9) 
k+l:Si<j:Sn 

この命題で k= 0, k = nの場合を考えると， Schur関数，斜交指標に対する Weyl型

公式 (2),(4)が得られる．
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証明．証明のアイデアは，［10,p.41]で与えられている Schur関数の場合と同じである．
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(1 :S i, j :S kのとき），

(k + 1 :S i, j :S nのとき），

（その他）

を (i,j)成分とする n次正方行列を M(k,n-k)とすると，

H}k,n-k) M(k,n-k) = Aik,n-k) 

となることが示される．ここで，入＝ 0の場合を考えると， Ht,n-k)は対角成分が 1の上

三角行列だから，

det M(k,n-k) = det At,n-k) 

であり，特に

det M(O,n) = det （ぐ）因，j~n, det M(n,O) = det (x1J→+1 _ xj(n-i+l)）応，j~n

(k,n-k) M(k,O) 0 
よって， detA。 =det (M~,o) M(i-k)）が (9)で与えられることがわかる．ま

た， Jacobi-Trudi型行列式 (5)を用いると，

detA 
(k,n-k) 

detA 
(k,n-k) 

~k,n-k) (x1,..., Xklxk+l,..., Xn) = det Hik,n-k) Sp入 (X1,．．．，XK吹＋1,...,Xn) = det凡＝
入

＝ 
入

det M(k,n-k) det A~k,n-k) 

゜となる． 口

以下の応用では，次の形に変形しておくと都合が良い．

定理 2.4.長さ n以下の分割入に対して，

{団:；k-＿i十X1J-1叩） ＿ rrrx-JK/〗lk 叶1）叩）
J 

(1::;j::;kのとき），

(k + 1さjさnのとき）

を (i,j)成分とする n次正方行列を Bik,n-k)= Bik,n-k¥x)とする．このとき，

detB 
(k,n-k) 

Sp入
(K,n-K)( 

x1,...，叫Xk+l,・ ・ ・, Xn) = 
入

detB 
(k,n-k) 

゜であり，

(10) 

k 

detB~k,n-k) = II (xi -x;1) II (xY2x戸ーx;1/2x.i1;2)(xi/2x.i1;2 _ x;1/2x戸）
i=l 1<::i<j<::k 

x IJ (xi -x1). 
K+1<i<j<:'.n 

(11) 
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証明．母関数の部分分数展開を考えることにより，

hr-n+k+1(Xj, Xk+l,..., Xn) -hr-n+k+1(xj1, Xk+l,..., Xn) 

＝五{1-X:J-¥-1 -X;］”p} rr炉 1負：：：：n1p(xP―%）x;+1 

r-n+k+l _ -(r-n+k+l) x. x. 

+ rrpn=K+1(1 -XJ-1%） -rrpn=K+1(1 -X汗p)・

この関係式を用いて列の基本変形を命題 2.3の行列 Aik,n-k)に施すと， detAik,n-k) = 
detB『'n-k)となることがわかる． ロ

次の補題は命題 2.3を用いて証明できるが，第 3節，第 4節での証明を特別な場合に

帰着するのに用いられる．

補題 2.5.0 < k::;: nとし， rを非負整数とする．入1::;: r, l(入)::;:nとなる分割入に対し

て r (k,n-k) 
，町 sp（入1,…，ふ）(x1,...,x叶Xk+l,・ ・ ・, Xn)はmに関する多項式であり，

[x1 sp勾―t)(x1,...，叫吹＋1,...,xn)]

｛ 
x1=D 

sp 
(k-1,n-k) 

＝ 
（心，…ふ） （四，．•．， xklxk+l,..., Xn) 

゜ここで， flx1=0は fにおいて Xl= Qを代入したものを表す．

3 Brent-Krattenthaler-Warnaarの等式

（ふ＝ rのとき），

（ふ<rのとき）．

この節では， Weyl型行列式表示（定理 2.4)を利用して，奇数次斜交指標に対する Brent-

Krattenthaler-Warnaarの等式（定理 3.1)に代数的な別証明を与える．

非負整数 r,nに対して，ふ :Sr,l(入)'.Snをみたす分割入（つまり， Young図形 D（入）

が rxnの長方形 D(（戸））に含まれる分割入）全体のなす集合をア（（戸））と表す．

定理 3.1.(Brent-Krattenthaler-Warnaar [9]) m, nを正整数とし， mさnであるとする．

非負整数 rに対して，

区 z―r spim,1) (xi,...'X叫z)sp似り叫u入(Y1,・ ・ ・, Y叶z)
入EP((rn+l))

= SP(rm+n+1i(x1,...'X加 Yl,・ ・., Yn, z). (12) 

ここで，（,,.n-m)U入＝ （r,...,r,ふ，．．．，心），（,,.n+m+l)= (r,..., r)である．

ヽ—n-m m+n+l 
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この定理は， Brent-Krattenthaler-Warnaar[2]による Macdonald-Mehta積分

J II |（呼一年） 2'ITlx;l6e-xr/2 dx1 ・• ・ dxr 
R7 l:<oi<j:<or i=l 

の離散版

こ I1|（Kf-K『)門II紅（ 2N 

N+ki 
(k1,…,kr)E町 1:<'.i<j:<'.r i=l 

） 
⑱|＞ N のとき（翌k,）＝ 0だからこの和は有限和である）の研究の中で見出され，非

交差格子経路を用いて証明された ([9]を見よ）．

定理 3.1のここでの証明の方針は，斜交指標，直交指標に対する同様の公式 [11,Theo-

rem 2.2]の証明と同じであり，次の Cauchy-Binetの公式（補題 3.2) と行列式の関係式

（補題 3.3)を利用する．

補題 3.2. (Cauchy-Binetの公式）行列 X=(x叫l<:'.i<:'.n,O<:'.j<:'.M, y = (y叫l<:'.i<:'.n,O<:'.j<:'.M 

を考える．列添字の部分集合 Ic [O, M] = {O, 1,..., M}に対して， X,Yから Iに対応

する列を取り出して得られる行列をそれぞれ X([n];I), Y([n]; I)と表す．このとき，

L detX([n];J) detY([n];J) = det (tXY). 

IE(i0:：：り

ここで，（［0，戸）は [O,M]の n元部分集合全体のなす集合を表す．

補題 3.3.変数ふ T/,(, a, f3に対して，

p(~, TJ, (, a, (3) = ~ -a ・ 
(1-~く）（ 1 -TJく） （＜ーく）（1-nく）

1 -8n < -n 

+ f3. (1 -~く）（n -く） （＜ーく）（n-く）
-af3 ・ < -n 1一切

とおく．変数 X= (xi,..., Xn), Y = (YI,..., Yn), z, a=  (a1,..., an), b = (bi,..., bn), C 

が与えられたとき，（n+l)次正方行列 C= C(x,y,z;a,b,c) = (Ci,j)l<:'.i,j<:'.n+lと(2n+l)

次正方行列 V= V(x,y,z;a,b,c) =（応）区i,j:<'.2n+lを，
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Cij = 

(1 ::; i, j ::; nのとき），

(i = n + l, 1 ::; j ::; n) 

(1 ::; i ::; n, j = n + l) 

(i = j = n + lのとき）

(1 Si Snのとき），

(n + 1：：：：： i S 2nのとき），

(i = 2n + 1のとき）

とおいて定める． このとき，

detC= 
(-l)n 

(1 -丑） rr~=l rr:1=1に— Yj)(l-xの）
detV. 
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定理 3.1の証明．補題 2.5とm に関する下向きの帰納法を用いると， m=nの場合から

一般の場合を導くことができる．

そこで，以下では m=nの場合を示す．また， M = n +rとおく．行列 X=

(x叫1<:'.i<:::n+l,0勺 <:'.M,y = (y叫1生t<n+1,0菫 M を，
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(1 :Si :Snのとき），

(i = n + lのとき），

(1 :Si :Snのとき），

(i = n + lのとき）

とおいて定める．このとき，対応入→ In+1（入） ＝ ｛入n+l，入n+l,...，ふ＋n}は， P((rn+l))

と（見罰）の間の全単射を与えるから， Weyl型行列式表示（命題 2.4) とCauchy-Binet

の公式（補題 3.2)を用いると，

こ戸spin,l)(xlz) spin,l) (ylz) 

入EP((rn+l))

z -r 

＝ (n,1)(|） (n,1) 
L detX([n+l];J) detY([n+l];J) 

detB。xlz)detB。(y|z)IE([0,M] 
n+1) 

z -r 

=~<let (txY). 
detB~叫）（咋） detB『'1)(y|z)

ここで， txyの成分を直接計算し，補題 3.3の行列 Cと比較すると，

det (tXY) = 
IT7=l x--;-M IT7=1 YiM ・ z2M+2n 

I17=1（叫一 z)(l-Xiz) I17=l (Yi -z)(l -YiZ) 

x detC（尤，y,z―1池 2M+2, y2M +2, Z-2M-2) 

（ここで，吋＝ （x『，．．．，~), yP=（砂．．．，菰）と略記した）となることがわかる．ょって，

補題 3.3を用いると，示すべき式 (12)の左辺は detV（x,y,z―1;x2M+2, y2M+2, z―2M-2) 

を用いて表すことができる．一方，

-1. _2M+2.. 2M+2 _-2M-2 detv(gy,z ;x,y,z)  
n n 

= II x~+2n+l II叫＋2n+l.Z―r-2n-l det ((+2n+2-j _ t;(r+2n+2-j) 
t=1 j=1 ）こi,j：：：2n+l

（ここで，（t1,...,t2n+1)= (x1,..,,Xn,Yl,・・・,Yn,Z)とおいた）だから，斜交指標の Weyl

型行列式表示 (4)を用いることにより，定理 3.1の証明が完成する． ロ

定理 3.1において X1= ・ ・ ・ = Xm = Yl = ・ ・ ・ = Yn = Z = 1と特殊化したものを用いる

と，次の Macdonald-Mehta型積分の離散版の値が計算できる．
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系 3.4.(Brent-Krattenthaler-Warnaar [2, Subsection 6.3]) M, N を正の半整数， rを正

整数とし， r:S min(M,N)であるとする．このとき，

(k1,..,,kr~Z+l/2Jr 1リ：：：r(kJ -kf)2 lり紺（二）（N2十口）
=r!Il 

(2i -1)! (2M)! (2N)! (2M + 2N -2r -2i + 1)! 

(2M -2i + 1)! (2N -2i + 1)! (M + N -r -i)! (M + N -r + i)! 
(13) 

i=l 

であり，

と Il （号ーK[）2n紆
2N 

(k1,…，kr)E(Z+l/2)'l'.oi<j'.or 
g k; (N2: kJ = 22r(N-r)r! g ~：＼―＿誓竺；：

(14) 

証明．分割入 EP((rm+l)）に対して，中間斜交指標 sp(m,l)(x1,,,.,x叫z)において X1= 

・ ・ ・ = Xm = Z = 1と特殊化したものを spim,1)(1叫1)と表すと， Jacobi-Trudi型行列式表

示（7)と[8,(3.19)］を用いることにより，

spim,1)(1叫1)= det(（こ：十1])-(t入t2n二］］））国j:c:;r

= 2rrr(K; -K血 (2m+2r+1.  n (2m+2t)！ 

1<i<j<r i=1 
m+r＋如＋ 1／2) (2m+2r+ 1)！ 

i=l 

（ここで， k;= m + i + 1/2 -t入i(1 :S i :S r)とおいた）となることがわかる．以下では，

M:SNであるとし， M = m + r + 1/2, N = n + r + 1/2と表す．分割入 EP((rm+l)) 

と， kr'.SMをみたす正の半整数の狭義単調増加列 (k1,...,kr)は 1対 1に対応し，（13)

の左辺の和の中身は Cr型 Weyl群の作用で不変だから，（13)の左辺は

と I1（吟―k;)2IT好
2M ¥ / 2N 

(k1,…,Kr)E(Z+1/2)r 1<i<J<r i=1 (M + K。)（N + Kt) 

=2牙！・ 2-2r
(2M)! (2N)! 

(2M -2r + 2i -1)! (2N -2r + 2i -1)! 

X L sp~m,l) (1叫1)sp似以鼻1門1)

入EP(（rm+1)）

と奇数次斜交指標の特殊値を用いて表すことができる．よって，（12)にXI=...= Xm = 

YI = ・ ・ ・ = Yn = Z = lを代入したものを用いて計算すると，（13)が導かれる．また，（14)

は，（13)の両辺を（翌）rで割り， M →00の極限を取ることによって得られる． ロ

4 変形平面分割の数え上げへの応用

この節では，中間斜交指標の平面分割の数え上げ間題への応用を与える．鍵は中間斜交

指標の和に関する公式であり， Weyl 型行列式表示と石川—若山の小行列式の和公式を利用

することによって証明できる．
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分割 μ=(μ1,μ2,--．）は， μ1>四＞．．．＞ μl(μ)> 0をみたすとき，ストリクトである

という．ストリクトな分割μに対して，その変形 Young図形 S(μ)を

S(μ) = {(i,j) E Z2: 1::; i::; l(μ), i::; j::;凸＋ i-1} 

とおいて定め，格子点の代わりに単位正方形を置いて図示する．ストリクトな分割μを

枠とする変形平面分割 (shiftedplane partition)とは，μの変形 Young固形 S(μ)の各正

方形に非負整数を書き込んで，各行各列が広義単調減少となるようにしたもののことであ

る．例えば，

O"= 

は (6,4,2, 1)を枠とする変形平面分割である．非負整数 m に対して，μを枠とし成分が

すべて m以下である変形平面分割全体のなす集合を Am(S(μ))と表す．以下では，長さ

rの階段状分割をふ＝ （r, r -1,..., 2, 1)と表し，

ふ十 5k= (n + k, n + k -2,..., n -k + 2, n -k, n -k -1,..., 2, 1) 

を枠とする変形平面分割を考える．この節の目的は，中間斜交指標を利用して，次の定理

の証明とその q類似を与えることである．（Hopkins-Lai[4]では，ひし形によるタイル張

りを数え上げることによって，この定理を証明している．）

定理 4.1.(Hopkins-Lai [4, Theorem 1.1]) n, k, m を非負整数とし， 0::;k::; nである

とする．このとき，ふ十Okを枠とし成分がすべて m 以下であるような変形平面分割の個

数は，

＃如(S（似十 ok))= II m+i+j-1 TT m+i+j 
i+j -l II i+J. （15) 

1:'.::i:'.::j:'.::n ・ ~ 1:'.::i:'.::j:'.ok 

で与えられる．

この定理 4.1の主張は 2019年に Hopkinsによって予想されたが，特別な場合 (k= 0, 

n-l, n)は 40年近く前にまでさかのぼる． k=Oの場合の主張は対称な平面分割の q

数え上げに関する MacMahon予想の q= lの場合と同値であり， MacMahon予想自体

は 1970年代後半に Andrews[1]（超幾何級数を用いる）， Macdonald[10, 1.5 Examples 

16, 17] (Schur関数を用いる）によって独立に証明されている．また， k= n-l, nの場

合は， 1980年代前半に Proctor[15]によって斜交群の表現論を利用して示されている．

本稿では，定理 4.1を中間斜交指標を用いて証明する．その第 1段階として，変形平面

分割の数え上げを中間斜交盤の数え上げに帰着させる変形平面分割ぴ＝（びi,j)(i,j)ES(μ) E 

A(S(μ))に対して，主対角線の成分を並べてできる分割（び1,1，び2,2,・ ・ ・)を oの輪郭 (profile)

と呼ぶそして，輪郭入をもつ変形平面分割 (J"EA叫S(μ)）全体のなす集合を A叫S(μ)；入）

と表す．このとき，

補題 4.2.n, kを非負整数（ただし 0<:::: k <::: n)とし，入を長さ n以下の分割とする．こ

のとき， A(S(bn+ b砂；入）から Tab(k,n-k)（入）への全単射が存在する．
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証明．変形平面分割 O"E A(S（ふ十媒）；入）が与えられたとき，次のようにして中間斜交盤

T E Tab(k,n-k)（入）を構成する．まず，びの第 i行の成分からなる分割をがりとし，入の

Young図形 D（入）の第 i行に。（i)の共役分割 t((J"(i)）を書き込んで得られる盤を T とす

る．（l(t（詞）） ＝ 副 ＝ 入tに注意する．）このとき， T の各行の成分は広義単調減少，各

列の成分は狭義単調減少であり，第 i行の成分は高々 n+ k -2i + 2 (1 < i<kのとき），

n -i + l (k + 1 :S: i :S: nのとき）である．そこで， T の成分 1,2,...,n-k,n-k+l,n-

k + 2,...,n + k-l,n + kをそれぞれn,n -l,..., k + lふk,...,I, 1で置き換えると，

中間斜交盤 TE Tab(k,n-k)（入）が得られる．このとき，対応ぴ→ 'Tr,7r→ Tはいずれも可

逆だから，対応 6 → Tは全単射である．例えば， n= 4, k = 2,入＝ （4,3,1,1)のとき，

4
 

0 = ゜-7r＝ ←→T=  

のように対応している． 口

この補題により

＃尤(S(8n→)） ＝区和仔(S（ふ心）；入）＝ L # Tab(k,n-k)（入）
入EP((mn)) 入EP((mり）

L sp¥k,n-k¥l,...'111,...'1) 
入EP((m門）

となる．ここで， P((mn))は入さ m,l(入)::;nをみたす分割全体のなす集合であり，

sp¥k,n-k¥l,..., 111,..., 1)は中間斜交指標 sp¥k,n-k¥x1,...，叫吹＋1,・ ・ ・, Xn)において

X1 = ・ ・ ・ = Xn = lを代入したものを表す．そこで，定理 4.1の証明の第 2段階とし

て，次の定理 4.3を利用する．（この定理の k= 0の場合は [10,I.5 Example 16], [11, 

Theorem 2.3 (1)], k = nの場合は [11,Proof of Theorem 2.5]でそれぞれ示されている．）

定理 4.3.n, k, m, aを非負整数とし， 0::; k ::; nであるとする．このとき，

I: sp訂言(x1,... ，叫Xk+l,··•,Xn)
入EP((m門）

=o灯m/2)n)(x1,...,Xn) ・ BP((m/2+a沖）（x1,...'叫・ (xk+l・ ・ ・ Xnr/2+a. (16) 

ここで，入＋ （砂） ＝ （ふ十 a,...，入n+a)であり，

det (x;+n-j+l/2 -x;(r+n-j+l/2) -x. 心(x1,...,xn)=~)応，JSn
det（式―j+l/2_ x;(n-j+l/2) ~-j+l/2 -x;)区 i,jsn

det (x:+k-j+l -x;(r+k-j+l)) 

spげ）（x1,...，咋） ＝ 
lSi,j岱

det（叶―J+1-X2-（K-J+1)) 
lSi,jsk 

である．（oはれ）は直交 Lie代数 02nョの既約指標であり， rが非負整数であれば spげ）は

斜交 Lie代数 .uP2nの既約指標である．）
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定理 4.3の証明はこの節の後半で与えることにして，まず定理 4.1の証明を完成させる．

定理 4.3で a=Oとし， X1= ・ ・ ・ = Xn = lを代入したものを用いると，

＃尤(S（ふ＋仰＝ ofcm/2)れ）（1,...,1) ・ SP((m/2沖）（1,..., 1). 

よって，次の補題 4.4で q=lとしたものを用いると，定理 4.1が得られる．

補題 4.4.整数あるいは半整数 rに対して，

心 (ql/2,q3/2,..., qn-1/2) = ~ fI ~ II ~ 
q 叫／2

i=l 
[i-1/2] II 

1:c;i<j:c;n 
[i + j -1]' 

心 (q,q叫．．．，q門＝
1 TT [2r+i+j-l] 

qrn(n+1)／2 II 
1こiこjこn

[i + j -1]' 

k 

1/2 n3/2 nk-1/2 ） ＝ 
1 TT [r + i] TT [2r + i + j] 

Spげ）（ql/2,q3/2,...,l-1/2)= ~ D Tl,-D 
i=1 1<i<j<k 

[i + j]' 

1 
spげ）（q,砂，．．．，が） ＝ qrk(K+1)／2 II 

[2r + i + j] 

1:c;i:c;j:,;k 
[i + j]. 

ここで，［t]= (1ーが）／（1―q)である．

上では定理 4.3において X1= ・ ・ ・ = Xn = lを代入することによって定理 4.1を導いた

が，定理 4.3において Xi= qi-1/2 (1'.S; i'.S; n)あるいは叩＝ qi(1 Si Sn)と特殊化し，

補題 4.4を用いると，定理 4.1の q類似が得られる．

系 4.5.変形平面分割 CY=（四J)(i,j)ES（心＋媒） EA叫S（似＋媒））に対して， h（び） ＝L;CYi,i+l 

(0 S l Sn+ k -l)とおき，

1 
n-k-l n+k-l 

v(c,) = (kーう）如）＋こ如）ー ntn-k(c,) ＋~'~(-l)l-n+k+l(l -n + k)tz(c,), 
l=O l=n-k 

w(c,) = kto(c,) + n豆tz(c,)-ntn-k位） ＋n喜(-l)l-n+k+l(l-n + k + l)tz(c,) 

l=O l=n-k 

と定義する．このとき，

こ qV(a)＝ m[／2"  ［m/2+t-1/2]II[m+t+J-1] 

6E炉（S(c5n+c5k))
q 

i=l 
[i -1/2] ［i + j -1] 

l'.::i<j'.::n 

x n [m/2+i][m+i+j] 

i=l 
[t] II 

l'.::iく］さk
[i + j]' 

L qw(〇） ＝ 1[m+i+j-1]II[m+i+j] 

6Eふ (S(c5n＋媒））
qmk(K+1)／2 II 

l'.::i'.::j'.::n 
[i + j -1] 

l'.::i'.::j'.::k 
[i + j]. 

特に，この系において k=Oのときを考えると，

v（ぴ）＝；文叩＋区四j, w(/J')＝どびi,J

i=1 1<i<j<n 1<i<j<n 
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であり，

区 qV(6)＝"［m/2+2-1/2]II 伽＋t十J-1]
[i -1/2] ［i + j -1]' 

咋心(S(fin)) i=l 1:0:i<j:Sn 

こ qw(6)＝ II[m+i+j-1] 

aEAm(S(fin)) 1:0:i:Sj:Sn 
[i + j -1]. 

これらはそれぞれ対称な平面分割に関する MacMahon予想 (Andrews[1], Macdonald 

[10]により証明）， Bender-Knuth予想 (Gordon[3]により証明）と同値である．

さて，以下では，定理 4.1の証明の鍵である定理 4.3の証明を解説する．証明の方針は

[11, Theorem 2.5] と同じであり，次の石） ii—若山の小行列式の和公式（補題 4.6) とある

種のパフィアンの行列式の積への分解公式（補題 4.7)を利用する．

補題 4.6. （石） ii—若山の小行列式の和公式 [6, Theorem 1]) nを偶数， M を非負整数と

する．行列 X= (Xijh琴 n,O:Sj豆M, 交代行列 Z= (Zij)。:Si,j豆M に対して，

L Pf Z(J) detX ([n]; J) = Pf (txzx). 
JE(［0，び）

ここで， Jは [O,M]の n元部分集合全体をわたり， Z(J)は Zから Jに対応する行，列

を取り出して得られる交代行列である．

補題 4.7. (k = 0の場合は [11,Corollary 4.6], k = nの場合は [11,Theorem 4.4]) 

変数 X= (xい・・ ',xn),a=  (a1,,..,an), b = (b1,.,.,b砂に対して，行列 Qn,k佃；a,b), 

W噂；a),Uk,n(X[k]; b) （ただし，咋l=(xi,...，吹））を以下のように定める．まず，

n-k u 
q（もT/;a, (3) = (T/ -()(1 -a(3) + (1-~T/)((3- a), f(u) = rrr丑＋1(1-四）

とおき， Qn,k(x;a, b)を，

q(x凸；a凸）（1 
f(xt-1)f(xJ三 f(x;-1)f(x]）bt_ f(xt)f(x]-1)bJ'_ f(xt)f(x]） 

-XtX] ＋ xJ― xt xJ―叩 1-Xox]) 

J(x;1)bi f（叩）
-q(x□;a凸）(— 

1 -Xi巧 XJ―Xi)
q(xi, xi; ai, aj) 

l-x図j

を (i,j)成分とする n次交代行列とする．また，

(1 +a芯―1 叩十 aixf-2

を第 i行とする n次正方行列を W吋x;a)とし，

(1：：：：： i<j：：：：： Kのとき）

(1 Si S k, k + 1 S j Snのとき）

(k + 1 Si< jさnのとき）

x;-1 + ai) 

（的―k+b碕―1 的―k+l+ bixJ-2... x~-l + bi) 
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を第 i行とする K次正方行列を uk,n(x[k];b)とする．このとき，

Pf Qn,k(x; a, b) 

(-l)k(k-l)/2 det W喰；a)detUk,n(x[k];b) 

Hにi<j豆k(Xj―Xi)(l-Xj巧） TI7=1TIJ=k+l (x1―叫）（1-XiXj) Ilk+l:C::i<jsn(l -Xi巧） • 

定理 4.3の証明． nが奇数である場合は，補題 2.5と[11,Lemma 5.3 (2)]を用いること

により， nが偶数である場合から導かれる．

そこで，以下では nが偶数である場合を示す．また， M=m+n-1とおく．交代行

列 Z= (zi,J)。si,J豆M と行列 X= (x叫1琴 n,Os応 M を

Zぃ＝ 1 (0 :s; i < j :::; M), 

叫＝｛ nf=xK,a++1J(-1n—+KX+；1国）― nXi：:++1J(-1n-＋KX+t1:l) （1三tS Kのとき），

xジ (k + 1 :s; i :s; nのとき）

とおいて定める．このとき，任意の n元部分集合 le[O,M]に対して PfZ(I) = 1とな

る（例えば［5, 例 2.3] を見よ）から， Weyl 型行列式表示 (10) と石川—若山の小行列式の

和公式（補題 4.6)を用いると，示すべき式 (16)の左辺の和は

ど sp¥ki悶訂(x)= ~ L PfZ(I)detX([n];I) 
detB 入EP((m門） O IE(［0，罰

(-1)n(n-1)／2 
=~Pf (ixzx) 

detB 
(k,n-k) 

゜と1つのパフィアンで表される．ここで，交代行列 txzxの成分を直接計算し，補題 4.7

の交代行列 Qn,k(x;a, b)と比較すると，

区 sp¥K喜・})(x1,...，叫Xk+l,・.., X叫
入EP((mn))

＝ 
(-1r(n-1J;2 ITいx;;-aIT~=k+l xf 

detB t,n-k) rrt=l xf'+n rr~=l (1一叩）
Pf Qn,k(x;―”m＋叫―吋翡国＋n＋1)

（ここで，吋＝ （畔，．．．は），叫~] =（叶，．．．え）と略記した）と書き直すことができる．

よって，補題 4.7により，（16)の左辺はdetwn（尤；一xm+n),det uk,n(X[k]; —吋悶十m+n+1)

を用いて表される．あとは，これらの行列式と ofm;2Jn(x),SP(m/2+a)k(X[k])の行列式の比

としての表示と比較すればよい． ロ
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