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多面体表示を定義する不等式と、結晶基底の単項式表示

金久保有輝（筑波大学数理物質系）

Yuki Kanakubo (Faculty of Pure and Applied Sciences, University of Tsukuba) 

1 イントロダクション

結晶基底は、対称化可能なカッツ・ムーディリ一環gに対する量子群広(g)の表現の構造を組み合わせ

論的に調べることを可能にするものである。結晶基底は、ヤングタブローや、 LSパスと呼ばれるパス、

ローラン単項式など、多くの表示方法を持ち、それらを利用することで、表現のウエイト空間の次元や

テンソル積表現の分解則など、多くの情報を知ることができるようになる [4,6, 8, 10]。本稿ではそう

いった表示方法の中でも、馬(g)の部分代数 u-（g)の結晶基底 B(OO）を z(X)の部分集合で表す多面体表

示と、可積分既約最高ウェイト加群 V（入）の籍晶基底 B（入）をローラン単項式の集合で表す単項式表示
を主に扱う。

[13]では、結晶としての埋め込み並： B(oo)c...+Z(X)が定義され、その像Im（並）は多面体表示と呼

ばれる。 z(X)の部分集合として、 Im（也）がどのように特徴づけられるかを考えるのは自然な問題である。

[13]では、 Im（叱）を、‘いくつかの線形不等式を満たす z(X)の点の集合＇として特徴づける方法を（条件

付きで）与えており、その線形不等式を計算するアルゴリズムを与えている。 [1,13]などでは、 gが有限

次元単純リ一環で、しが特別な無限列の場合に、 Im（飢）を定義する不等式を明示的に求めている。また、

gが有限次元半単純リー環で、無限列し＝ （...,iN, ・..，釘）の最初の N個のワード i1,・ ・ ・, iNが、ワイ

ル群の最長元の最短表示のワードになっているとき、 Im（並）は [9]における stringconeの整数点の集
合と同一視される。

一方、単項式表示は、結晶基底 B（入）を、 ZxIの元でパラメトライズされる変数たちのローラン単

項式で表示する方法であり、 [4,10]で導入された (Iはgの添え字集合）。本稿では、

• gが古典型の有限次元単純リ一環で、無限列は炉adapted'という条件を満たす場合に、多面体表

示Im（並）を定義する不等式を、長方形タブローを用いて組み合わせ論的に表す方法、

• gが対称化可能なカッツ・ムーディリ一環で、 Lがadaptedな場合、 Im（也）を定義する不等式が、

結晶基底 B（ふ）の単項式表示から得られるのではないか、という予想

以上二点について紹介する。

2 多面体表示と単項式表示

この節では、結晶基底の多面体表示、及び、単項式表示について紹介する。

2.1 記号

本稿竺は、 g=g(A)を、一般化カルタン行列 A= （a9,j)i,JEIに付随する C上の対称化可能なカッツ・
ムーアイリ一環とする。ここに、 I={1,2,..,,n}とする。 hをgのカルタン部分代数、 {h,｝iEIを単純

コルート、 {a,｝9EIを単純ルートの集合とし、〈，〉を、 h,h＊のペアリングとする。 Pを、 {a,｝9EIを含む

ウエイト格子とし、 P+:=｛入 EPl任意の iに対し、〈h;,入〉 EZ::.o}, P* = {h E ij|〈h,P〉CZ}とする。

iEJに対し、 A;を基本ウエイトとする (A;（柘） ＝ふ，J)。
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は(g)をgに付随する量子群とし、 e;,f;(iEI)，砂 (hE P*）をその生成元とする。各入 EP十に対

し、 (L（入），B（入））を、最高ウエイト入を持つ可稜分既約最高ウェイト加群 V（入）の結晶基底とする。 f,
(i E J)で生成される広(g)の部分代数 u;;-(g)の結晶基底を、 (L(oo),B(oo))とする。二つの整数 m,l
(m :S l)に対し、 [m,Z] := { m, m + 1, ・ ・ ・ ; l -1, Z}とする。なお、ディンキン図形の頂点の番号付けに
ついては、カッツの本 [2]に従うものとする。

2.2 結晶

結晶基底 B(oo),B（入）が持つ構造を一般化した結晶という概念について紹介する [5]。多面体表示や単項
式表示とは、 zooの部分集合や、ローラン単項式の集合に、比較的‘わかりやすい＇結晶構造を定義し、

それらと結晶基底を、結晶の同型射によって同一視するものである。

まず、結晶とは以下のような定義である。

定義 2.1.[5]集合Bと、互像wt:B→P,E;,i.p;: B→ ZLJ{-00}，6,，j, ： B→BLJ{O} (i E J)が次の条

件を満たすとき、組 (B,{/;};EI, {e;};EI, wt, {'PihEI, {c;};E1)をg-結晶と呼ぶ： b,b'EB, i E Jに対し、

(1)'{);(b)＝ら(b)+〈h;,wt(b)〉，

(2) wt(e;b) = wt(b) + a; ifら(b)EB, wt(hb) = wt(b) -a; if h(b) EB, 

(3)ら(e;(b))＝ら(b)-1,'{);(e;(b)) ='{);(b) + 1 ifら(b)EB, 

(4) c;(f;(b)) = c;(b) + 1,'{);(f;(b)) ='{);(b) -1 if f;(b) EB, 

(5)条件 f;(b)= b'と、条件 b=ら（b')は同値である，

(6)もし、叫b)= -ooならば、ら(b)= h(b) = 0, 

ここに、 0はBに属さない元、―ooもzに属さない元である。 ji,6iは柏原作用素と呼ばれる。

結晶基底の柏原作用素や写像wt,'Pi,Eiを調べることで、リ一環や量子群の表現のウエイト空間の次
元や、既約性、テンソル積の構造など、基本的な情報を理解することができる。結晶基底の柏原作用素

や写像については、結晶zooに埋め込んだり、ローラン単項式の集合と同一視することで、組み合わせ

論的に調べることができるようになる。結晶zooや、ローラン単項式の集合との同一視については後の

節で述べることにして、ここでは、結晶の埋め込みや、同型射について、定義を確認しておく。

定義 2.2.[5] B1, B2を結晶とする。写像 il>: B1 LJ {O}→B2 LJ {O}が次の条件を満たすとき、のは結晶
の射であるという：

(1) il>(O) = 0, 

(2) b EBぃil>(b)E氏なら、任意の iEJに対し、

wt（il>(b)) = wt(b),'Pi（il>(b)) ='Pi(b),ら（il>(b))＝ら(b)

となる。

(3) b, b'E氏，ふ(b),il>(b') E B2であるとする。 f;b=b'ならば、 j2の（b)= il>(b'）かつ、らil>(b')＝ふ(b)
となる。

更に、結晶の射 0が全単射であるとき、①は同型射であるという。

定義 2.3.[5] Bi,凡を結晶とし、 <P: B1 LJ {O}→B2 LJ {O}は結晶の射であるとする。任意の iEI, 
b E B1 LJ {O}に対し、

cp(f;b) = f;（cp(b)), ip(e;b) =ら（cp(b))

が成り立つとき、のは strictであるという。ただし、 j,0= 0, 6,0 = 0と約束する。更にのが単射であ
るとき、のを strictな埋め込みと呼ぶ。
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2.3 結晶基底B(oo）の多面体表示

多面体表示は、結晶基底の各元を、

z= = {(・・・,a3,a2,a1)la1 E Z, ak = 0 (k ~ O)} 

の元で表す表示方法である。本節では [13]に従って、結晶基底 B(oo）の多面体表示を紹介する。多面体

表示を構成するには、 Iの添え字の無限列 l= (・ ・ ・,i3,i2ふ）で、

• ikヂik+1(k E Z>o), 

• #{k E Z>olik = j} = oo (Vj E I) 

を満たすものを固定する必要がある。例えば、 gのランクが 3なら、

し＝ （・ • ・, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1) 

と、 3,2,1というワードを無限に繰り返すような無限列や、

L=  (・・・,3,1,2,3,2,1,3,1,2,3,2,1) 

と、 3,1,2,3,2,1というワードを無限に繰り返すような無限列など、無数に考えることができる。 z(X)に、

lに依存した結晶構造を以下のように定義することができる：まず、 a=（・・・，a3,a2, a1) E Z(X)に対し、

叫 a):=ak+ L〈hik,a凸 (kE応1)．

J>k 

と定める。 jが0より十分大きければ aj= 0となるので、匹(a)はある整数である。

wt(a)：＝ー La]匹
JEZ:,1 

と定義し、各 iE Jに対し、

fi(a) := max{びk(a)lkE Z;:o:1,殊＝ i}, cpi(a) :=〈hi,wt(a)〉＋ e:i(a)

と定める。続いて、集合 M(9)を

M(i)=M叫a):={k E互1lik= i,びk(a)= fi(a)} 

と置き、柏原作用素 j,: Z~ →z=とei:z=→z= LJ {O}を

(J,（a)）K :＝知＋ Ok,minM(i),

(ei(a))k := ak -Ok,maxM(i) if fi(a) > 0, ei(a) := 0 if fi(a) = 0. 

として定義する。つまり、 jは、無限列 aのどこかの成分を 1増加させるような作用で、らは、 1減少

させるような作用である。

定理 2.4.[13]組 (Z竺{J,｝9EI,{6,｝9EI,wt,｛P,}9EI,｛e,｝9EI)は結晶である。この結晶構造を、 Z戸で
記す。

命題 2.5.[5, 13] B(oo)から Z戸への結晶としての strictな埋め込み

並： B(oo)'--+Z戸 (2.1) 

で、 B(oo)の最高ウエイトベクトル Uooを（・・・，0,・ ・ ・,0,0) E Z戸に対応させるものが、唯一つ存在する。
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定義 2.6.命題 2.5の埋め込み也の像 Im（並） cZ戸を、 B(oo)の多面体表示という。

例 2.7. g = sl3(1C)を知型の有限次元単純リ一環とする。 I= {l, 2}の添え字の無限列しを、 l= 
(・ ・ ・, 2, 1, 2, 1, 2, 1)で定義する。このとき、 B(oo)の多面体表示 Im（叱）を考えると、その結晶グラフの

一部は、以下のようになる：

(..., 0, 0, 0) 

／ ＼ 
(..,, 0, 0,-1) (.. :, 0, 1, 0) 

/ン/ 2¥ lI ¥ 
(...,0,0,2) (...,0,1,1) (...,1,1,0) (...,0,2,0) 

/ ¥ ／ 2¥ lI ¥ ¥ 2 

2 / ¥ 
(．．．, 0, 0, 3) ［.．．，0, 1, 2) （.．．，0, 2, 1) （．．．， 1, 1, 1) （.．．， 1, 2, 0) （..., 0, 3, 0) 

Im（並）は、 (・・・,a4,a3,a公釘） EZ00で、

a1 2: 0, a2 2: a3 2'. 0, ak = 0 (k > 3) (2.2) 

となるもの全体の集合と一致する。実際、上のグラフに現れているベクトルは、全てこの不等式を満た

していることがわかる。

本稿の目的は、 (2.2)のような多面体表示を特徴づける不等式に、長方形タブローを用いた組み合わ

せ論的な意昧づけ、及び、単項式表示を用いた表現論的な意昧づけを与えることである。ただし、一般

の無限列しに対してではなく、次節で紹介する ‘adapted'という条件を満たす無限列に対して、上記の

ような意昧づけを与える。

2.4 Adaptedな無限列

定義 2.8.A = (a;,j)を対称化可能な一般カルタン行列とする。添え字の無限列しが次の条件を満たす

とき、しは Aにadaptedであるという： i,jEIで、 a;,j< 0となっているものに対し、 Lのi,jの部分

のみを抜き出した部分列が

(・・・,j,i,j,i,j,i)，または (・・・,i,j,i,j,i,j)

となっている。

例） gをふ型の有限次元単純リ一環、しを、 3,2, 1, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 1というワードを無限に繰り返す

無限列とする：

l = (・ ・ ・, 3, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 1). 

a1,2 = -1, a2,3 = -1に注意すると、

• 1, 2のみを抜き出したしの部分列： （・・・，2,1,2, 1,2, 1) 

• 2, 3のみを抜き出したしの部分列： （・ • ・, 3, 2, 3, 2, 3, 2) 

なので、しは Aにadaptedである。

例） gをふ型の有限次元単純リ一環、 Lを、ワード 2,1,2,3,2,1から始まる無限列とする：

し＝ (•.., 2,1,2,3,2,1) 

a1,2=-lであるが、 1,2のみを抜き出した Lの部分列は (・・・,2,1,2,2,1)なので、 LはAにadaptedで

はない。
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2.5 結晶基底B（入）の単項式表示

結晶基底 B（入）の単項式表示とは、 B（入）の各元を、 ZxIで添え字づけられた変数 {Xs,ilsE Z,i EI} 
のローラン単項式で表示する方法である。対称化可能なカッツ・ムーディリ一環gの一般カルタン行列

A=  (ai,i)にadaptedな無限列 Lを一つ固定する。 i,jE Jで、 ai,jく 0となっているものに対し、しの i,
jの部分のみを抜き出した部分列が (・..,j,i,j,i,j,i)だったとき、 Pi,j= 1, (・ ・ ・,i,j,i,j,i,j)だったと

き、 Pi,j= 0と定義する。

y := { X = sEリ[EIx;:t I (s,i E z, #{ (s, i) E z X Jl(s,iヂO}< oo} 

と、ローラン単項式の集合を定める。集合 yに、以下のように結晶の構造を定義する。まず、 X =
TI x;,';" E Yに対し、

sEZ, iEJ 

wt(X)：＝区幻A,
sEZ, iEJ 

とし、さらに各 iEJについて、

叫X)：＝ max{E<ぃ|S EZ}, g(X) ：＝叫X)-〈h,,wt(X)〉

とする。添え字 (s,k) E Z x Iに対し、

と置き、

As,k := Xs,kXs+l,k II X：ェ；j,k,J
jf-k, a;,k<O 

j,X = ｛位，，Xif 叫 X)＞ 0, 6,X = ｛凸t'，X if e,（X) ＞ O, 
0 if 叫X)= 0, " [ 0 if c;(X) = 0, 

として、柏原作用素を定義する。ここに、 nk,n白は、

厄＝ min{NEZ叫 Y)＝苫k,｝%= max {N E Z'P，（Y) ＝苫kt}

で定まる整数である。

定理 2.9.[4, 10] 

(i)組 (Y,｛f,｝9EI,｛6,｝9EI,wt, ｛'P，｝9EI, ｛C,｝tEI)は結晶である。

(ii)ローラン単項式 XEYが任意の iEIに対してら(X)= 0を満たすとき、

B(wt(X))竺 {h,・ ・ ・ Ji,Xls E Z;:,:o, j1, ・ ・ ・山 EI}¥{O} 

という結晶の同型が成り立つ。

注意 2.10.無限列を用いた上記の定義の仕方は、 [4]の方法の特別な場合である。



169

例 2.11.例 2.7と同じ設定を考える。つまり、 g=.s[3(1C)をA2型の有限次元単純リ一環， I={l, 2}の

添え字の無限列しをし＝ （・・・，2,1, 2, 1, 2, 1)で定義する。

任意の整数 sEZに対し、 Xs,lE Yは、 i= 1,2に対して名(Xs,1)= 0を満たす。柏原作用素Jtの
定義に従うと、次の結晶グラフを得る：

X 
1 ふ，2 2, 1 

s,l→ 
Xs+l,l, Xs+l,2 ・ 

wt(Xs,1)＝ふなので、 B(A1)竺｛ふ，1, ふ，2 1 }となる。また、 Xs,2E Yは、 i= 1,2に対しXs+l,1'X,+1,2 
てら（ふ，2)= 0を満たす。次の結晶グラフを得る：

Xs,2→ 2 Xs+1,1上 1
Xs+l,2, Xs+2,l ・ 

wt(Xs,2)＝心なので、 B(A叫竺 {Xs,2,~ Xs+l,2'X,+2,1 
1 }となる。

例 2.12.g =.SJ:l4(1C)をら型の有限次元単純リー環，無限列 Lをし＝ （・・・，2,1,2,1,2,1)で定義する。例

2.11と同様、任意の整数 sEZに対し、 Xs,lE Yは、 i= 1,2に対して c;(Xs,1)= 0を満たし、柏原作

用素J，の定義に従うと、次の結晶グラフを得る：

ぷ 1→ 
1 ふ，2 2Xs+1,1上 1

→ Xs+l,l, Xs+l,2, Xs+2,l ・ 

任意の整数 sEZに対し、 Xs,2E Yは、 i= 1,2に対して E;(Xs,2)= 0を満たし、次の結晶グラフを
得る：

x 2 x;+1,1 1 xs+1,1上Xs+1,2各 1
s,2→ → 

Xs+l,2, Xs+2,1, X;+2,1, Xs+2,2 ・ 

よって、

B(Aり竺｛ぷ1, X8,2 Xs+1,1 1 
xS+1,1'Xs+1,2'xs+2,1 }， B(A叫竺｛ふ，2，x;＋1,1 xs+1,1 xs+1,2 1 

xs+1,2'xs+2,1'X;+2,1'xs+2,2 } 

となる。

3 B(oo）の多面体表示を定義する不等式の明示公式

この節では、 gを、 An,Bn, Cn,または Dn型の有限次元単純リ一環とする。本節では、多面体表示を

定義する不等式を長方形タブローを用いて表示する方法を紹介する。なお、これと似た qー指標の表示が

[10, 11]で導入されている。

gのカルタン行列に adatedな無限列 l= (・ ・ •,iふ砂ふ）を固定する。 2.5 節と同様、 i,j E Jで、

a;,j < 0となっているものに対し、しの i,jの部分のみを抜き出した部分列が (・..,j,i,j,i,j,i)だったと

き、 Pi,j= 1, (・ ・ ・,i,j,i,j,i,j)だったとき、 Pi,j= 0と定義する。 kE Z (2::; k::; n)に対し、

P(K) ：=｛P2,1 +P3,2 + • ・ • +Pn-2,n-3 +Pn,n-2 k = n, g：恥型の場合，

P2,1 + P3,2 + P4,3 + ・ ・ ・ + Pk,k-1 それ以外の場合，

で定める (P(O)= P(l) = P(n + 1) = 0と約束する）。各jE Z::,:1とa=(・・・,a3, a2, a1) E (Q)=に対し、

巧(a)=aj 
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として、巧 E((Q)OO)＊を定める。も＝ Kで、 i1,i2, ・ ・ ・，りの中に Kが s回現れるとき、巧＝叩，Kと、

Z::,1 X Jで添え字を付けなおす。

例） gを心型の有限次元単純リ一環、 Lを、 3,2,1,3,2,3,1,2,3,1,2,1というワードを無限に繰り返す

無限列とする：

L = (・ ・ ・, 3, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 1). 

このとき、...,X12心 11,x10,x9,xs心 7,咋， X5心4,X3, X2心 1は、

・ ・ ・, X4,3, X4,2, X4,1, X3,3, X3,2, X2,3, X3,1, X2,2, X1,3, X2,1, X1,2, X1,1 

と、互1X Jで添え字が付けなおされる。

定義 3.1.X=A, B, C, Dに対し、半順序集合 Jxを次のように定める：

JA={l,2,・・・,n,n+l}, 1<2<・・・<n<n+l. 

ふ＝ Jc= {1, 2, ・ ・ •, n，n, • • •, 2, I}, 1 < 2 < • • • < nく n<nゴ<..．＜ I.

ふ＝｛1,2,・ ・ ・,n，瓦・ ・ ・,2,I}, 1く 2<・・・<n-1＜岱＜ n-=-1<... <I. 

ふにおいて、 n，万の間に順序の関係はない。また、 j= 1,2, ・ ・ ・,nに対し、 IJI= III =jとする。

続いて、 (Q勺＊の元を次のように定める： sE Zとj€ JAに対し、

[U := Xs+P(j),j - Xs+P(j-l)+l,j-1, 

s E Zとj= 1,2, • • •,n に対し、

□B □B 
s = Xs+P(j),j - Xs+P(j-l)+l,j-1, L.:'._J5 := Xs+P(j-l)+n-j+l,j-1 - Xs+P(j)+n-j+l,J' 

s E Zとj= 1, 2, • • •, n -1に対し、

. C 

~ := Xs+P(j),j―Xs+P(j-1)+1,j-1, 8 := 2Xs+P(n),n - Xs+P(n-1)+1,n-1, ロ
□: ：=Xs+P(n-1)+1,n-1 - 2Xs+P(n)+l,n, [I]~ := Xs+P(j-l)+n-j+l,j-1 - Xs+P(j)+n-j+l,J, 

已 ： ＝ Xs+P(n),n-

s E.Zに対し、

にl
D 

s := Xs+P(j),j―Xs+P(j-l)+l,j-1, (1 :::; j:::; n -2, j = n), 

a := Xs+P(n-1),n-1 + Xs+P(n),n - Xs+P(n-2)+1,n-2, □~ := Xs+P(n-1),n-1 - Xs+P(n)+l,n, 

ロ
D 

s := Xs+P(n-2)+1,n-2 - Xs+P(n-1)+1,n-1 - Xs+P(n)+l,n, ` :＝叩＋P(j-l)+n-j,j-1- Xs+P(j)+n-j,j, (1 :':'. j'.':'. n -2), 

日：：＝叫＋P(n),n-

これらの定義の中で、 (t,k)rt Z;:,1 x Iのとき、 Xt,k= Qとする。
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定義 3.2.X = A, B, Cまたは Dのとき、長方形タブローを、

と、 (Q勺＊の元として定める。

スペースを節約するために、長方形タブロー

囚
を、鳳訟•.．， j心と書くこともある。

定義 3.3.X = A, B, C, Dに対し、長方形タブローの集合 Tabx,,を次のように定める：

Tab心：＝｛lm,J.2, ・ ・ •,JEl: K EI, j, E JA, S EZ立1-P(K)9
1こJ］くれ<..．＜ jKこn+ 1 }, 
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Tabc,, := {[j1,h,···,jk]~ 
k E [1, n -1], ji E Jc, s E Z21-P(k), 
1 < J.1 < J2 <．．．＜ J•K < T } 

U {[nTI，J.1,Jふ・・・，れl: tE [0, nl,J.，E Je, S E Z2l-P(n), 万さ m ＜ねく•.．< jtこl } 

TabD,し
.-｛恥j2,•.., Jtl[ K E [1, n -2]，J., E JD, S E Z>1-P(K), 

j1芦j2芦・・・芦 JK

U ｛戸J1,J29 ,Jtl? ［冒〗2 ＜奇数，＜］；賃'SE }ぢ-P(n-1)，｝

U ｛□I，J.1,J.2, •.., J.tl[ t E [0, nl, t：偶数， fjtEfy'sE Z:,:1-P(n), }. 万こ J.lく必く・・・く］．tEfy'sE Z:,:1-P(n), } 

次の定理は一つ目の主定理であり、多面体表示 Im（並）の不等式を長方形タブローの言葉で言い表す

ものである：
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定理 3.4.[3] gを、 X=A,B, C,または D型の有限次元単純リ一環とし、無限列 lは、 gのカルタン
行列に adaptedなものとする。このとき、

Im（叱）＝｛aE Z00 任意のPE Tab如に対し、ゃ(a)：：：：： O, 
任意の mE Z>n,i € Iに対し、am,t=。｝

が成り立つ。ここに、

Tab如：＝ ｛［J1,h ・ ・ ・,Jk]; E Tabx,,ls Sn} 

であり、これは有限集合となる。また、 ...,x4心3心2,X1と同様のルールで、 a=(・・・,a4,a3,a2,a1)も、
Z2:1 X Jで添え字を付けなおしている。

例 3.5.g =,5[3((['.)をふ型の有限次元単純リ一環，無限列しをし＝ （...,2,1,2,1,2,1)で定義する。こ

れは、例 2.7,2.11と同じ設定である。・・・心6心5,X4心3心2,X1は、・・・心3,2,X3,1心2,2心2,1,X1,2心1,1と
添え字が付けなおされる。

9 ,  A 

Tab応＝ {~11::S:i::S:3, 1::S:s::S:2}U{B:rll::S:i<j::S:3, 1::S:s::S:2} 
j s 

= {xs,1, Xs,2 -Xs+l,1, -Xs+1,2ll S S S 2} U {xs,2, Xs+l,1 -Xs+l,2, -Xs+2,1ll S S S 2} (3.1) 

であり、定理3.4より、

Im（也） ＝ ｛aEZ呵任意の<pE TabLに対し、<p(a)：：：：： 0,任意の mEZ>2に対し、am,1= am,2 = O} 

= { a E Z00 釘，1：：：：： O, a1,2一四，1：：：：： 0, -a2,2 ：：：：：〇，匹，1：：：：： O, a2,2 ：：：：：〇，釘，2：：：：： 0, 
a2,1 -a2,2 ：：：：：〇，任意の mE Z>2に対し、am,1= ％，2 =。 ｝ 

となる。ここに、・ ・ ・, X4, X3, X2, X1と同様のルールで、 a=(...,a4,a3,a2,a1)も、 a=(-・ ・, a2,2, a2,1, a1,2, a1,1) 
と添え字を付けなおしている。不等式を更に簡単にすることで、

Im（並） ＝ ｛a E Z00laぃ：：：：： 0,a1,2：：：：：位1：：：：： 0,任意の mE Z>2に対し、am,1= am-1,2 = O} 

となる。添え字の付け方を元に戻すと、

Im（也）＝ ｛a E Z00釘：：：：： 0,a2：：：：：知：：：：： 0,任意の mE Z>3に対し、am=O} 

となり、例 2.7の(2.2)と同じ不等式が得られる。

例 3.6.g = -505((['.)を恥型の有限次元単純リ一環，無限列しを l=（・・・，2,1,2, 1,2, 1)で定義する。

・ ・ ・,X5,X□4心3,X□1は、 ...'X3,2,X3,1心2,2心2,1心1,2心1,1と添え字が付けなおされる。

B B 

Tab恥 ＝ ｛口~11 sis I, 1 s s s 2} u{s:rllsi<jsI, lil=Jljl, lss::S:2} 

J S 

｛心，国，冒，団1::S:s::S:2}U{[l,2]~, [1砂，［2,I]~, [2,I]~l 1 s s s 2} 

｛叩，1,Xs,2 -Xs+l,1, Xs+l,1 -Xs+l,2, -Xs+2,1ll S S S 2} (3.2) 

U{xs,2, 2xs+l,1 -Xs+l,2, Xs+l,2 -2xs+2,1, -Xs+2,2ll S S S 2} 

である。定理 3.4より、

Im（並） ＝ ｛aEZ呵任意の<pE Tab恥に対し平(a)：：：：： 0,任意の mE知に対し、am,1= am,2 = O} 

釘，1：：：：： 0, a1,2一四，1：：：：： 0, a2,1 -a2,2：：：：：〇，位1：：：：： 0, a2,2：：：：：〇，

{a E Z°° > 0,2a2,1 
喜 mE Z>2霜二，1＝ ％，2 =。 } 

{ a E Z00 釘，1：：：：： O, a1,2 ：：：：：四，1：：：：： O, a2,1 ：：：：：位2：：：：： 0, 
任意の m E Z>2に対し、am,1= ％，2 =。 }. 
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4 多面体表示を定義する不等式と、単項式表示

前節では、 B(oo）の多面体表示を定義する不等式を、長方形タブローで組み合わせ論的に表示する方法

を与えた。本節では、不等式に、結晶碁底 B(A;）の単項式表示を用いて、表現論的な意味づけを与える
ことを考える。まず、写像Trop:Y→(Qoo)＊を、

Trop(』EIX;'s,1)＝ BE〗EI<s心st 

で定める。

例4.1.g＝的（C)をA2割の有限次元単純リ一環， I={l, 2}の添え字の無限列 Lをl=（・・・，2,1,2,1,2,1)
で定義する。例 2.11で見たように、 B（ふ）， B（ふ）の単項式表示は、

B（ふ）竺 {xs,1,~'6}, B(A叫竺 {xs,2,~'~} 

で与えられた。上式右辺を、それぞれ µ~,1 (B（ふ））， µ~,2(B（ふ））と書いて、

{a Eか任意の<E Trop(』ん（B（ふ）） Uμ;2(B(A叫））に対して a(a)> O} 

というかの部分集合を考えてみる。

Trop(』 µ~,1 (B(A1)) U µ~,2 (B（ふ））） ＝ ｛ご；1X~2X~+:~2~ビ’Xs—+：~1+1,2, Xs,2, I 8 E互1}

となる。叫1(a)2': 0, -Xs+2,1(a) 2': 0, Xs,2(a) 2': 0, -Xs+1,2(a) 2': 0という条件から、 mEZ>2に対し、
am,1 = am,2 = 0がわかる。例 3.5(3.1)と上式右辺を比較することで、

Tm（叱）ー {aEZ°° 任意の¢ E Trop （且心（B（ふ））叫（B（ふ）））に対して e(a)~ O} 
がわかる。

この例は、ふ型の結晶B(oo）の多面体表示Im（也）を定義する不等式が、 A2型の結晶B(A1),B(A叫
の単項式表示から得られることを示している。もう一つ例を見てみよう。

例 4.2.g =,S05(C)を恥型の有限次元単純リ一環，無限列 Lをし＝ （・・・，2,1, 2, 1, 2, 1)で定義する。

・・・心6心5,X4, X3心2心1は、．．．心3,2心3,1心2,2心2,1心1,2心1,1と添え字が付けなおされる。多面体表示
Im（叱）を定義する不等式については、例3.6で求めた。これと、例2.12で求めた応型の結晶基底B（ふ），

B(Aりの単項式表示を見比べてみる。例 2.12では、

B（ふ）竺 {xs,1,~, ~, ~}, B(A叫竺 {xs2, x;+1 1 xs+1 1 xs+1 2 l } 
Xs+l,1'Xs+l,2'Xs+2,1 J'~,·••; -l'""•"'Xs+l,2'Xs+2,1'X;+2,1'Xs+2,2 

と求めた。これらの右辺を、それぞれµい (B(Aリ）， µ~,2(B(A2)）と書いて、例 4.1 と同様に

{ a E zoo任意の CETrop(』止（B（ふ））叫（B(A分））に対して e(a)> o} 
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という zooの部分集合を考えてみる。

Trop(II 心（B（ふ）） Uμ贔(B(A叫）） ＝ ｛ ご；；，S2十口， 1x:＋旦八／289+；'s〗:,1”言’S2;2:：8+2,1
sEZ:>1 叫＋1,2-2叫＋2,1,-Xs+2,2 

S E Zこ1}

となるので、 Xs,1(a)2 0, Xs,2(a) 2 0, -Xs+2,1(a) 2 0, -Xs+2,2(a) 2 0,より、 m E Z>2に対し

て、 am,1= am,2 = 0がわかる。また、 (xs+l,1-Xs+2,1)(a) = as+l,1 -as+2,1 2 0という不等式は、
(2xs+l,1 -Xs+1,2)(a) 2 0, (xs+l,2 -2xs+2,1)(a) 2 0という二つの不等式から自動的に従うことがわか
る。よって、例 3.6(3.2)と上式右辺を比較することで、

Im （也）＝｛aEZ°° 任意の eETmp（且瓜1(B(A1)） Uμ;2 (B(A叫））に対して，ゃ(a)~ 0} 

となる。

この例は、恥型の結晶 B(oo）の多面休表示Im（叱）を定義する不等式が、 C2型の結晶 B(A1),B(A2) 
の単項式表示から得られることを示している。より一般に、次のことが成り立つと予想している：

予想 4.3.gを対称化可能なカッツ・ムーディリ一環、 Lを、 gの一般カルタン行列 A=(a;,1)にadapted
な無限列とし、 Lgを、 Aの転懺行列を一般カルタン行列として持つカッツ・ムーディリ一環とする。こ

のとき、

Tm(並)-｛aEZ°° 任意の¢ ETrop(』応1μ;k(B（位）））に対して e(a)~ O} 
が成り立つ。ここに、 Im（也）は g結晶 B(oo) の多面体表示、 B(Ak) は Lg-結晶、 µ~,k は、 B(Ak) の最
高ウエイトベクトルを Xs,kに対応させる単項式表示で、しから 2.5節の方法で定義されるものである。

定理 4.4.gがAn,B”'らまたは Aい型の場合、予想4.3は正しい。

関連する話題として、 [12]では、特別な列バこ対して、 An型の多面体表示を定義する不等式が、結

晶基底 B(A,）の単項式表示から得られることを幾何結晶理論を利用して示している。 [7]では、 B(oo)の

単項式表示を導入しており、それを応用して、 gがAn,Bn, Cn, Dn,または伍型の有限次元単純リー
環の場合、特別な列バこ対して、多面体表示を定義する不等式の明示公式を与えている。
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