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1．概要

本稿は、 RIMS共同研究「組合せ論的表現論の最近の進展」における筆者による講演を

加筆修正したものである。

複素半単純Lie代数の有限次元既約表現は完全に分類されているが、各既約表現の構造

についてはまだまだ研究の余地がある。表現の構造を解析するには様々なアプローチがあ

るが、ここでは組合せ論的な方法について論じる。特に、量子群の表現論によるアプロー

チを考える。

量子群とは、 Lie代数を変数 qで変形したものである。すなわち、適当な意味で q→1 
なる極限（古典極限）をとると、量子群は元の Lie代数（の普遍包絡代数）に一致する。量

子群の有限次元表現論は、元の Lie代数のそれとパラレルに展開することができる。特

に、タイプ 1と呼ばれるクラスの有限次元既約表現は、 Lie代数の有限次元既約表現と同

じように分類される（以下、量子群の有限次元既約表現はタイプ 1であるとする）。さら
に、それらは古典極限をとると、 Lie代数の有限次元既約表現に一致する。従って、 Lie
代数の有限次元既約表現の構造を知りたければ、量子群の有限次元既約表現の構造を調べ
ればよいということになる。

量子群の有限次元既約表視は、古典極限の他に、 q→ooなる極限（結晶極限）もとるこ
とができる（文献によっては我々の qが q―1に対応しており、 q→0を結晶極限と呼ぶ）。

このような極限には、柏原作用素と呼ばれる線形作用素が作用する。さらに、結品極限に

おける特別な基底「結晶基底」が存在し、結晶基底と柏原作用素は、「結晶グラフ」とい

う有向グラフで表現される組合せ論的な対象となる。結晶グラフは、元の量子群の有限次

元既約表現からすると、かなり情報が失われているように感じられるが、実際には結晶グ

ラフから元の表現を復元することができる。このようにして、量子群の有限次元既約表現

の構造を調べるという問題は、組合せ論的な問題に落とし込めるのである。

さて、量子群は Lie代数の qー変形であると述べたが、 Lie代数の qー変形は量子群の他に

も存在する。タイトルにある o量子群がそのひとつである。量子群のように、 t量子群の

有限次元既約表現の結晶極限を考えることで、 Lie代数の既約表現の新しい組合せ論的な

構造が得られると期待される。

2. LIE代数

gを有限次元複素半単純 Lie代数とし、 Iをその Dynkin図形、 eぃf;,hi,i E Iを

Chevalley生成元とする。加 iEIで生成される部分Lie代数 hをgの Cartan部分代数

という。 gー加群 M と入 Eh＊に対し、

M入：＝ ｛mE  MI hm=入（h)mfor all h E ~} 
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を M のウェイトμのウェイト空間という。有限次元 gー加群はウェイト空間分解を持ち、

そのウェイトは

P:=｛入 Eが1入(h』EZ for all i E J} 

という集合 (gのウェイト格子と呼ぶ）に属すことが知られている。 P は、支配的順序<

という半順序によって半順序集合の構造を持つ。

有限次元 gー加群は完全可約である。すなわち、既約加群の直和に分解する。有限次元

既約 gー加群は、支配的整ウェイトの集合

p+ :=｛入 Ep I入(hi)~ 0 for all i E J} 

で分類される。入 Ep+に対応する既約 gー加群を V（入）と書く。以下は、 V（入）の顕著な

特徴である：

•ウェイト空間 V（入）入は 1 次元である。以下、 0 でない v入 EV（入）入を固定する。
• μ :S入でなければ dimV（入）μ,= 0. 
● VE V（入）が eiv= 0 for all i E Jを満たすならば、 VE<Cv;_. 

•V（入） ＝Spanic{fi1 ・ ・ ・ kv;_ Ir~ 0, i1,...,ir E J}. 

3.量子群

ここでは、量子群の有限次元表現論と結品基底についてよく知られた事実を述べる。詳

細は、標準的な教科書 [2]や [5]を参照されたい。％（g)を gの量子群とする。これは、

C(q)上の結合代数である。 Ei,Fi, Ki±1, i E Jを Chevalley生成元とする。量子群の表現

論では、 Ki士1,i EIで生成される部分代数店(g)° が Cartan部分代数 hの役割を果たす。

すなわち、仇(g)加群 M と入 EPに対し、

M入：＝ ｛mEM  I Kim=q;入(hi)mfor all i E J} 

を M のウェイトμのウェイト空間という。（タイプ 1の）有限次元昌(g)ー加群はウェイ

ト空間分解を持つことが知られている。

【概要］で述べた通り、有限次元既約 Uq(g)—加群は、有限次元既約 g—加群と同じく p+
で分類される。入 Ep+に対応する既約 Uq(g)ー加群をり（入）と書く。

A1 := <C(q)(q-1)とおく。すなわち、ふは、 q=lにおいて極を持たない有理関数のな

す環である。既約島(g)ー加群 vq（入）は、ある自由 A1一部分加群 vq（入）A1を持ち、り（入）1:= 

vq（入）ふ畠AlC は自然な g—加群の構造を持つ。ここで、 A1 は C に q=l で作用してい
る。このとき、 Vq（心は、既約 gー加群 V（入）に同型である。

既約 Uq(g)加群 vq（入）は、既約 g加群 V（入）と類似の以下の特徴を持つ：

•ウェイト空間 vq（入）入は 1 次元である。以下、 0 でない狐 E り（入）入を固定する。
• μ :S入でなければ dimVq（入）μ,= 0. 
● V E Vq（入）が Eiv= 0 for all i E Jを満たすならば、 VE<C(q)v入・

• Vq（入） ＝SpanlC(q) { Fii... Fir V入|r~ 0, i1,..., ir E J}. 

ゅ*:％（g)→仏(g)を、以下で定義される股(q)ー反代数自己同型写像とする：

炉＊（E』＝ qil且Ki-I, p*(Fi) = q;1FiKi, 炉＊（K』＝ Ki, 炉＊（z)= z*, z E <C 

ただし、 z*は zの複素共役である。既約 Uq(g)ー加群 vq（入）は、次の 2条件を満たす唯一

のエルミート内積（・，心を持つ：

• (v入，vふ＝ 1.

• (xu, v) = (u, p*(x)v) for all x E砧(g),u,vE ¼（入）．

A00 := <C(q)(q-1)とおき、

£（入）：＝ ｛V E Vq（入） I(v, v)入EAoo} 
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とおく。これを、り（入）の結品格子と呼ぶ。すると、

Z（入）：＝ £（入）／q―1£(入)c:::'£（入） RAOO C 

は、 Vq(>.)の q→(X)極限と見なせる。これを、％（入）の結晶極限と呼ぶ。

広(g)の Chevalley生成元 E;,F;の％（入）への作用は、£（入）を保たない。これを修正し

た柏原作用素 Et9EE EndC(q)(Vq（入））は£（入）を保つ。従って、柏原作用素は E（入）にも
C線形に作用する。結晶極限と柏原作用素についても、 V（入）と同様のことが成り立つ：

•£（入） ＝〶µEP£（入）µ.ただし、 E（入）µ := £(>.)μ/q―1 £（入）μ,£（入）μ :=£（入） nvq（入）μ・

• dim心（砧＝ dimC(q) %（入）µ•
•bE£（入）が且b_= 0 f£r all i E Jを満たすならば bE<C(v.>..+q―1£（入））．

•£（入） ＝Spanc{F;1 ・ ・ ・凡(v入十q―1£(入)） |r ~ 0, i1,..., ir E J}. 

M を有限次元広(g)ー加群であって、次を満たすエルミート内禎(・,・)Mを持つとする：

(xu, v)M = (uぶ (x)v)Mfor all x E Uq(g),u,v EM. 

このような内積はいつでも存在する。実際、 M ＝④；＝1Mk,Mk c:::'Vqい），入kE p+と既
約分解すれば、各既約成分は上の条件を満たす内積を持つ。逆に、上の条件を満たす内積

は実質的にこのようなものであることもわかる。

砂：＝ ｛V E M I (V, V) M E A00}，互：＝砂／q―1£,M

とおくと、内積も込めた既約分解 Mc:::'①；＝1り（ふ）の下で £M~〶rk=1£（ふ）， EM~ 
④;＝1£囚）と分解する。この観察と、先に述べた Z（入）の特徴から次がわかる：

命題 3.1.入Ep+に対し、

叩｛klふ＝入｝ ＝dimc{b E互，入 1且b= 0 for all i E I}. 

ただし、 Eい：＝ LM,.>../q―1£M，入， £M，入：＝ £MnM入・

注意 3.2.£,Mの特別な基底「結品基底」 BMを用いると、命題の右辺は

は{bE BM，入 I且b= 0 for all i E I} 

と書ける。これにより、 M の既約成分の重複度は、組合せ論的な数え上げ問題に帰着さ

れる。

4. i量子群

ここでは t量子群を導入し、その既約表現の結晶極限について述べる。 t量子群の教科

書はまだないので、論文 [4,3, 1]などを参照されたい。 Lie代数 g上の対合 0E Aut(g) 
を考え、その固定点のなす部分 Lie代数を tとおく：

£ := g8 ={XE g I 0(X) = X}. 

このような Lie代数の組 (g,£)を対称対と呼ぶ。一般に、 tは簡約 Lie代数であることが

知られている。特に、 tの有限次元既約表現は、 tの支配的整ウェイトの集合 Pt＋で分類

される。 VE pt＋に対応する既約 t加群を V(v) または ½(v) と書く。
量子群仇(g)の部分代数び(t）で、次を満たすものを t里子群と呼ぶ：

• u•(t) は t の qー変形である。
• u•(t) は広(g) の右余イデアルである。すなわち、△(U•(£)) CU•(£) ⑳仏(g).
• UR)は、上記 2条件を満たすものの中で、包含関係に関して極大である。

この条件ではび(£)は一意には定まらないが、代数としてはどれも同型である。代数の組

(Uq(g)，び(t)）を量子対称対という。
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例 4.1.対角型の t量子群は、通常の量子群と自然に同型になる。この意味で、 t量子群は
量子群の一般化であると言える。対角型とは、次のようにして得られるものである。 Iを

Dynkin図形、 Il= {行 |iE I},l2 = {i2 Ii E J}をそのコピーとし、 g= g(li) 〶 g(I2)':,:'
g(I)⑤ g(I)上の対合 0を

0(e;i) = f;2, 0(!;1) = e;2, 0(h;1) = -h;2 for all i EI 

で定める。すると、 t= g° は、ム＋ ei2,ん＋ e;1,h;1 -h;2, i EIで生成され、

fii + eゎH ei, 几＋ ei1→f;, hi1―hi2 H -h; for all i E I 

という対応で g(I)に同型になる。

対応する t量子群 U'(£)は、 Fii+ E;2Ki~1, F;2 + E;l Kご，（K;lKご）土1,i EIで生成さ

れる。さて、 Uq(g)=昌（g(I1))R仇(g(I2)）は仇(g(I))R島(g(I))に同型である。この同
型は、

E;l⇔ F墨 1, F;l⇔ E虚 1, K;l⇔ K;-1 R 1, 

Ei2⇔ 1 R Ei, Fi2⇔ 1 R Fi, Ki2⇔ lRKi 

で与えられる。このとき、埋め込みい(t)→ 砧(g)は

Fi1 ＋仇Ki~l → E墨 l+K慮 Ei,

凡＋ EiiK五1→ l®Fi+~虔 Ki-1,

Ki1Ki~l • Ki-1 

で与えられる。一方、ぴ(t)は

九＋恥Ki~l → Ei, F;,2 + Ei1 K五1→ Fi, Ki1K五1→ Ki-1 

という対応で昌(g(I))に同型である。従って、上の埋め込みび（£)'----+Uq(g)は、量子群

Uq(g(I)）の余槙△：砧(g(I)）→仇(g(I))R昌(g(I)）に他ならない。

t量子群の表現論は、量子群の表現論よりずっと難しく、有限次元表現の分類すら達成

できていない。筆者は、「古典ウェイト加群 (classicalweight module)」というび(t)ー加群
のクラスを定義し、次の結果を得た。

定理 4.2([6]). (g, £) = (.S4i,.SOn), (.s[2n,.SP2n), (.s[2r+1,.S(g[r+l④ g[r)), (.s[2r,.S(g[r EB g[r)）の
いずれかであるとする。

(1)有限次元古典ウェイト加群 M は、「ウェイト空間分解」 M ＝④vEPiM,,,を持つ。

ここで、凡は、 tのウェイト格子である。

(2)び(t)の有限次元古典ウェイト加群は完全可約である。
(3) び (t) の有限次元既約古典ウェイト加群は、 Pr十で分類される。 lJ€ pt＋に対応す

る既約加群 V'(v)は、次で特徴づけられる：

(a) dimい（心＝ 1.

(b) V'仰）t= 0 unless~ さ lJ.
(4) V'(v) • ¼(v) (q→1). 

さて、 tは簡約 Lie代数であるから、その量子群島(t)を考えることができる。量子群
Uq(£)とt量子群 U'(£)はどちらも tのqー変形であるが、両者の代数構造は大きく異なっ
ている。特に本稿で重要になる差異は、量子群への自然な埋め込みの有無である。 t量子

群び(t)は、その定義から、量子群広(g)へ代数として埋め込むことができる。さらに、
この埋め込みは、 Lie代数の埋め込みじ→ gの q変形である。しかし、この Lie代数の

埋め込みを量子群の埋め込み島（t)→ ％（g）に q-変形することはできない。このことか
ら、量子群では捉えることのできない非 Levi型の分岐則を、 t量子群の表現論から捉え
られることがわかる。
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以下、この分岐則に関するアイデアを簡単に述べる。詳細は [6,7]を参照されたい。 t

量子群び（t)は、量子群広(t)と違って Chevalley生成元を持たない。しかし、古典ウェ
イト加群上には、 Chevalley生成元のように働く線形作用素 xj,r:;たちを定義すること

ができる。さらに、量子群の表現論における柏原作用素且，元のように、 9he_valley生成

元の作用を修正したふ，Yjを自然に定義することができる。この作用素 xj,f；は、既約

広(g)ー加群 V（入），入 Ep+の結晶格子£（入）を保つ（しかし、結晶基底は保たない）。これ

により、 V（入）のい(t)ー加群としての構造を、£（入）や、 Z（入）上で解析することができる

ようになる。このとき、 V（入）のび（サ加群としての既約分解と、 Z（入）の芯ふ；の作用に
関する「既約分解」が完全に対応することが期待されるが、残念ながら未だ証明には至っ

ていない。もしこの予想が正しければ、通常の結品基底の理論と同様に、 V（入）の U'(£)-

加群としての既約分解の様子は、 Z（入）において几 Kerふを求めればわかることになる。
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