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概要

半無限旗多様体における同変 k 群は，通常の旗多様体の量子 K 理論と密接な関係があり，

重要な研究対象である．近年，半無限旗多様体の同変 k群の（テンソル）積構造を明らかにす

るために， Chevalley公式と呼ばれる等式が研究されてきた．本研究の主な目的は， A型の単

純代数群について， Chevalley公式を逆に解いた公式を具体的に記述することである．本稿で

は，本研究で得られた結果について，証明等の詳細を省いて概説する．本稿は， RIMS共同研

究「組合せ論的表現論の最近の進展」における講演 “InverseK-Chevalley formula for type 

A semi-infinite flag manifolds"のまとめである．なお，本稿は内藤聡氏， DanielOrr氏，佐

垣大輔氏との共同研究に華づく．

1 Introduction 

本稿を通して， Gを連結かつ単連結な単純代数群とし， H をGの極大トーラス， N をGの幕

単根基とする．また，△を Gのルート系，△+を Gの正ルート全体の集合とし， PをGのウェイ

卜格子， p+cPをGの優整ウェイト全体の集合， QをGのルート格子とする．続いて， IをG

のDynkin図形の頂点全体のなす集合とし， Gの単純ルート全体の集合を{a; I i E J}, Gの単純

余ルート全体の集合を {a;'IiE J}, Gの茎本ウェイト全体の集合を｛ID;I i E J}と書く．

本節では，本稿で主として扱う半無限多様体やその同変 Kー群の定義を復習し，本研究で考察し

た「逆 Chevalley公式」を導入する．半無限旗多様体の定義や性質等について，詳しくは [KNS]や

[O]などを参照していただきたい．

1.1 半無限旗多様体

代数群Gから構成される半無限旗多様体 Q宮とは， C-値点の集合 Q苔t(c)がG(C((z)))/(H(C)・

N(C((z)）））に一致するような被約 ind—スキームである．ここで， C（（z））は C-係数 Laurent 級数全

体のなす体である．半無限旗多様体 Qぎは，通常の旗多様体 G/(HN)のある種のループ化であ
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る．本稿では Qa'tの同変 k理論について議論するため，まずは必要な設定を以下で復習する．

半無限旗多様体 Q苔tには，通常の旗多様体の Bruhat分解の類似に当たる分解が存在すること

が知られている． 1をG(C[z]）の岩堀部分群とする．ここで C[z］は C-係数形式的幕級数環であ

る．そして， Qザの Iー作用に関する軌道全体の集合は， Gのアフィン Weyl群 Wafと1対 1に対

応する．そこで， XEWaf に対応する Q伊の I—軌道の閉包を QG(x) と書き，これを x に対応す

る半無限 Schubert多様体と呼ぶ．とくに，単位元 eE Wafに対応する半無限 Schubert多様体

Q叫）を単に QGと書き，特に混乱のない限り QGも半無限旗多様体と呼ぶ．各 XEWafに対

し，半無限 Schubert多様体 Q瓜x)の構造層を 0QG(x)と書く．

また，通常の旗多様体と同様に，各入 EPに対して QG上の直線束を次のように構成すること

ができる．各μEp+に対し，μを最高ウェイトにもつ Gの既約最高ウェイト表現を L(μ)と書く

とき， QGの射影空間への埋め込み

Qa 4 lP':= IllP'(L（叩霰 C[z]） (1) 
iEJ 

が存在する．そこで，入＝ LiEImiroi E P (mi E Z)に付随する QG上の直線束 0（入）を，射影

空間 lP'上の直線束図iEIO(mリの，埋め込み（1)による引き戻しとして定義する．

1.2 同変 K—群

これまでの準備をもとに， Qげt の同変 K—群の定義を復習する． q E R(C*）を looprotation作

用に関する指標とする．すなわち， q： C＊ →(C*; q(a) := a-1である．まず群 kIXc(QG)を

叫 (Q叫：＝｛f ＝翌叩（入）］ f入EZ[Pl[q―1], and f satisfies (#)} / ~, 

(#): L If刈gchH0(Q叫（入十μ))E Z~o[Pl[q—1] for all μ E P, 
入EP

(~): f~O⇔区f入gchH0(Qa,0（入十μ))= 0 for allμ≫ 0. 
入EP

と定める．ここで，各 VEPに対し，コホモロジ一群 Hk(Qc,O(v)) (k 2: 0)は (Hx (C*)—加

群であり， gchHk(Qc,O(v))とは H灯QG,0(v))の (HX C*）—加群としての指標である．また，

f = LkEZ匹 9入EPmk，刈―ke入EZ[Pl[q―1] (mk，入 EZ)に対し， IfI := LkEZ;,0，入EPlmk,入|q―ke入

と定めている．なお，μ ≫ 0の定義は省略するが，μが“十分優整ウェイト'’であることを意味し

ている．（ただし，後に定義する「Sに関して十分優整」とは条件が異なることに注意する．）

続いて Qa'tの同変凡群を定義する．各 (3EQv,+ := LiEI Z::,oa/に対し，埋め込み (ig)*： 

K1~c•(Qc) → K1~c• （知）であって， (ifJ).([O （入）］） ＝ qい〉[O知 (t-wo/3）⑧ O（入）］ （入 EP)が成

り立つものが存在する．ただし， W。は G の Weyl 群 W の最長元であり，各~ E Qv=LiEIZa/ 

に対し， t~ E Wafは平行移動元である．すると，帰納系 ((Ka)m(ia,(J)a,(J)を，各 aE QV,＋に対



195

しKa:= K1:,;c• (Qc)，また /3-a E Qv,＋を満たす a,/3E Qv,＋に対し ia,f!:= (if!-a)．で定め

ることができる． Q宮の (IXC*)ー同変 K—群 K1:,;c-(Q伊）は，この帰納系 ((Ka)a, (ia,{J)a,{J)の

帰納極限として定まる．すなわち

K1:,;c• (Q伊）：＝ Z[P]((q―1))Rz[P]Iq-1]四Ka

と定める．

さらに，本稿で主として扱う同変 k—群を次のように定める．各 XE Wafに対し， 0QG(x)の

クラス [O知 (x)]E K1><i<C* (Q伊）が定まる．このクラス [OQG(x)］を半無限 Schubert類と呼ぶ．

W誓：＝ W X {t{ I~ E Qv,+} C Wafとするとき， QGの (Hx(['.* ）ー同変 K—群 KHx<C*(Q心は，

I:xEWa~o lfxl E Z::,o((q― 1)) ［P] を満たすすべての I:xEWa~o fx[OQa(x)] Ux E Z[q, q―l][P])から成

るK1)<lC・（Q伊）の Z[q,q-I][p]部分加群として定義される．

1.3 Chevalley公式と逆 Chevalley公式

半無限旗多様体 QGの (HX(['.* ）ー同変 K—群 KHXC•(QG) は，通常の旗多様体 G/(HN) の量子

k 理論と密接な関係があることが知られている．よって， KHx<C•(Qa) の（テンソル）積構造を調

べることには菫要な意義がある．

この構造を調べる手法のひとつとして， Chevalley公式を記述することが挙げられる． Chevalley

公式とは，半無限 Schubert類 [OQa(x)]と疸線束のクラス [O（入）］のテンソル槙 [OQ叫x)R 0（入）］

を，半無限 Schubert類 [O知 (y)]にトーラス Hの表現環 R(H)= Z[P] 3砂を作用させて得られ

るクラス砂 •[O知 (y)] := [Cμ, 0c 0知 (y)]たちの整数係数（ある種の無限）一次結合として具体的

に表す公式である．すなわち，以下のような形の等式である．

[O知 (x)RO（入）]= L cμ,,yeμ, ・ [O知 (y)]
μ,EP, yEWa, 

ここで， Cμ,,yE Z[q, q―1］である．

Chevalley公式についてはこれまで様々な設定で研究され，入が優整ウェイトのときは [KNS],入

が反優整ウェイトのときは [NOS]でそれぞれ具体的に記述された．また，優整または反優整とは

限らない一般の入に対する Chevalley公式も [LNS]で研究されている．

我々の目標は， Chevalley公式をある種逆に解いた次のような公式（逆 Chevalley公式と呼ぶ）

を記述することである：

eμ, ・ [O知（y)]＝〉い[O知 (x)RO（入）］，
xEWaf,入EP

ここで dx，入 EZ[q,q-1]である．

本研究では， G が A 型で，かつµが第 1 基本ウェイト匂1 の W—軌道の元である場合に，係

数 dx，入の具体的な記述を得た．本稿では，この結果について説明する．なお， Gが A型の場合

は，すべての整ウェイト µEP は第 1 基本ウェイト 'wl の W—軌道の元たちの非負整数係数一次
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結合として表すことができる．従って，第 1 墓本ウェイトの W—軌道に属するウェイトに対して逆

Chevalley公式を記述することができれば，任意の整ウェイトに対する逆 Chevalley公式を記述で

きることに注意する．

2 量子 Bruhatグラフと extremalウェイト加群

本節では，結果の記述に必要な鼠子 Bruhatグラフ，およびextremalウェイト加群を導入する．

2.1 量子 Bruhatグラフ

量子 Bruhatグラフは [BFP]において導入された W 上の有向グラフであり，表現論や組合せ

論などの様々な場面で現れる．ここでは，その定義を復習し，いくつかの記号を導入する．いま

p := (1/2)LaE△+aとおき，各 aE△に対応する余ルートを avと書く．また，£を W の長さ

関数とする．

定義 2.1([BFP, Definition 6.1]）．次で定まるラベル付き有向グラフを量子 Bruhatグラフと呼

び， QBG(W)と苔＜．

•頂点集合： W 

•ラベルの集合： △+ 

•辺： x,yEW に対し， x~y-¢=⇒ y = XSaかつ

(B) £(y) = £(x) + 1または

(Q) £(y) = £(x) -2〈p,av〉+1.

量子 Bruhat グラフ QBG(W) 上のパス p:xo~:じ1 竺ャ．．．エナ x8 に対し， wt(p) E Qv,＋を

wt(p) := こl<i<s 
叫ー1→叩 isa quantum edge 

>
-~ 

~＇ 
で定める．各x,yEWに対し， xを始点とし， yを終点とする QBG(W)上のパス pが存在する．

そこで，そのような pのうち長さが最小であるものを一つとり， wt(x⇒y):= wt(p)とする．［P,

Lemma 1 (2)]より， wt(x⇒y)はwell-definedに定まる．

2.2 extremalウェイト加群とその Demazure部分加群

gafを， GのLie代数 g= Lie(G)から構成される (untwisted)アフィン Lie代数とし， Pafを

恥fのウェイト格子とする．また，広(gaf)をgafから構成される (C(V)上の）量子アフィン代数

とする．加を gafの Dynkin図形の頂点の集合とし，各 iE lafに対する Chevalley生成元を

Fi, Ei E Uv(gaf)と書く．さらに，｛FiliEI}で生成される Uv(gaf)の部分代数を uv-(gaf)と

脅<.
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広(gaf)の表現論において重要な役割を果たす加群のひとつが，［Kl]で導入された extremal

ウェイト加群およびその Demazure部分加群である．ただし， extremalウェイト加群の正確な定

義は複雑であるため，本稿では概略にとどめる．正確な定義については，［Kl]を参照していただき

たい．

定義 2.2([Kl, Definition 8.1.1]). M を可積分 Uv(9aか加群とする．入 EPafに対し，以下の条件

を満たす vEMをウェイト入の extremalウェイトベクトルと呼ぶ

l. Vはウェイト入のウェイトベクトルである．

2.ベクトルの族｛叩｝”EW.,CMが存在して，以下を満たす：

● Ve= V 

(〈x入，吋〉）•各 i E Iafに対し，〈x入， a，V〉20ならば EiVx= 0かつ Fi¥\'""•"'i I) Vx = Vむ X

(-〈x入，畔〉）•各 i E Iafに対し，〈x入， a,V〉：：：：： Oならば FiVx= 0かつ E;-1'"","'il)Vx = Vふ X

ただし，各 i€ Iafおよび kE Z:::,oに対し， F，(K)および Eいは v-dividedpowerを表す．

定義 2.3([Kl, Proposition 8.2.2] ）．入€ Pafとする． 1つの元 v入で生成され，「mがウェイト入

の extremal ウェイトベクトルである」という基本関係式によって定義される可積分広(g叫—加群

をウェイト入の extremalウェイト加群と呼び， V（入）と書く．

続いて， Demazure部分加群を復習する． V入EV（入）は extremalウェイトベクトルであるから，

ベクトルの族｛叩｝xEWarCV（入）であって，定義 2.2の条件を満たすようなものが存在する．

定義 2.4([K2, Section 2.8] ）．入€ Paf, X € Wafに対し，広(gar)のDemazure部分加群 v;（入）

をV;（入）：＝的(gaf加で定める．

Demazure部分加群は，次のようなウェイト分解を持つ：

巧（入）＝ 〶 Vx-（入）入十ァ十kli,

'(EQ, kEZ 

ここで，各 vE Pafに対し， v;（入）ツは V;（入）のウェイト uに対するウェイト空間であり，有限

次元である．また， 6は nullルートである．そこで，（次数付き） Demazure指標 gehv;（入）を

gchV, （入）＝こ（互dim(V,（入）入十T+K6)e入十T)附

と定める．
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3 Demazure指標と K理論の関係

これ以降， GはAn型であるとする．我々の目標は，次のような形の逆 Chevalley公式を具体的

に記述することであった：

e四 1.［O知（x)］＝〉心，μ［O知 (w)⑧ O(μ)].
wEWar, μ,EP 

この公式を記述するために，等式の両辺に現れる層のコホモロジ一群を考える．

いま，ある種の関数のなす C[q,q-ll[P]ー加群 Funp(C((q―1))[P]），およびその C[q,q―ll[P]一部分

加群 Fun閃eg(C(（q―1)）［P]），滴加群 Fun芦s(C((q―1)）［Pl）を

Funp(C((q―l))[P]) :={<I>: p→C(（q―i)) [Pl}, 

Fun炉(C(（q―i))[Pl) :=｛<I> E Funp(C((q―i)) [Pl) 
There exists I E P 
such that ①(μ) ＝ 0 for all μ € 1 +P+ ｝， 

Fun芦s(C(（q―1))[P]):= Funp(C((q―1)) [Pl) /Fun開g(C(（q―1))[Pl) 

で定める．このとき，以下の事実が知られている．

命題 3.1(cf. [KNS, Lemma 5.7]). Z[q,q― l][P]—加群の単射準同型写像 '1! : KHxc•(Qc) • 
Fun芦s(C((q―1)）［Pl）であって，各クラス[£]E KHxC・(Q叫および入 EPに対し

00 

(w([E]））（入） ＝L(-1)'gchH'(Q厄 R0（入））
i=O 

が成り立つものが存在する．

よって，逆 Chevalley公式の考察においては，半無限 Schubert多様休の構造層 0QG(x)のコホ

モロジ一群が重要な役割を果たす．このコホモロジ一群については，以下の事実が知られている．

命題 3.2([KNS, Corollary 4.30]）．各 x€ W訳および入 EPに対し

gchげ (QG,0知 (X)R 0（入）） ＝ {~ch vx-(-w。入）

゜が成り立つ．

if入Ep+ and i = 0, 

otherwise 

注意 3.3.命題 3.1および命題 3.2は， GがAn型でなくても成り立つ．

これらの事実を用いて，逆 Chevalley公式を Demazure指標に関する等式に言い換える．

s C War X pを有限集合とする．入 Ep+は，次の条件 (SD)を満たすとき Sに関して十分優整

であると呼ぶ

(SD) (w,μ) ESとなる wEWが存在するような任意の μEPに対し入十μ E p+ 
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命題 3.1, および命題 3.2の系として，以下が従う．

系 3.4.x,y E W とし，有限集合 sC War X pと族{dw,μ}cw,μ)ES C Z[q, q-l]を固定する．こ

のとき，次の 1．と 2.は同値である．

1.等式

が成り立つ．

e四 1.［O知（x)］＝〉心 ，μ[O知 (w)0 0(μ)] 
(w,μ)ES 

2. Sに関して十分優整である入 Ep+に対し，等式

が成り立つ．

e己 gchvX―(-w。入） ＝ L dw,μgch V,;;;(-w。（入十μ))
(w,μ)ES 

ゆえに，系 3.4の 2.が成り立つような有限集合 sC War X p と族{dw,μ}(w,μ)ES C Z[q, q-1] 

を求めることが目標となる．

4 逆 Chevalley公式

本節では，主結果である逆 Chevalley公式の記述について述べる．本節において，単純ルート

位 (k=l,...,n)に対する単純鏡映を Bk:= Sakと書く．

まず， k= 0, 1,..., nに対し， Yk:= Bk ・ ・ ・ S1 E W と定める．このとき，口1の安定化群w匂 1= 

{w E WI w匂 1＝叫による W の商 W/w口 1 において，その inimal minimal coset representativeの

全体の集合を W口 1 と書くと， W"''={ e = Yo, Y1,．．．，珈｝が成り立つ．

続いて， l:S:i<j:S:nである i,jEl={l,...,n}に対し， ai,j:= ai + ai+I + ・ ・ ・ + ajと定

める．すると， Gの正ルート全体の集合△＋は△＋ ＝ ｛ai,j I 1さi<j:S:n}と記述される．ぃ

ま，△+上の全順序 <lk(k=l,...,n)を

..................<lk O:k,n<lk O:k,n-1<lk...<lk位，K

〈Yk-1口 1,＿V〉#1 〈Yk-1-r:v1,-v〉=1

となるような reflectionorderとして定める．ここで，△+上の全順序 <Iは次の条件（RO)を満

たすとき reflectionorderであるという：

(RO)各 a,(3E△＋に対し， a+(3€△＋ならば a <la+ /3<l (3または 9<la+/3<l aのいずれ

かが成り立つ．

そして， wEWおよび k= 1,...,nに対し，集合 DP白を QBG(W)における次の形のパス p

全体からなる集合として定義する：

p: w =wo 竺芦 W1 竺·・．竺~ Wr, n：：：：れ：：：：...：：：： J.r ：：：： k. 
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以下， x,yE W を固定し，整数 m = m(x,y)を X―ly匂 1= Ym匂 1が成り立つようにとる．

k = O,...,mに対し，集合 SkをQBG(W)における次の形のパス全体からなる集合として定義

する：

知＋1，io 匹＋l,i1. °'ャ＋1，tp-1
p : X = Xo ~ X1 ~ ・ ・ ・ ~ Xp, m = io>釘＞． ・・>iv=k. 

すると，上記の形の pは減少列 (io,．．．，%）と同一視できる．この同一視により， Skは辞書式順序

による全順序集合とみなせる．そこで， Skの辞書式順序による最小元 min(Sりをとり，そのパス

としての終点 end(min(Sk))を既(x)と書く．

以上の準備をもとに，本研究の主結果である逆 Chevalley公式の記述を述べる．

定理 4.1(K.-Naito-Orr-Sagaki)．全ての〇：：：：： K ：：：：： m に対して入＋ YkfillE p+であるような

入EP+に対し，次の等式が成り立つ：

e四 1gch V~- （入） ＝ 

立正1,wt(x⇒咋 (x)）〉 こ（一1)£(p)gch V,― 
end(p)twt(x⇒V正））＋wt(p)

k=O pEDP 
<lk+l 
咲 (x)

注意 4.2.等式 (2)の右辺は有限和である．

系 3.4より，以下が従う．

系 4.3(K.-Naito-Orr-Sagaki)．各 x,yEWに対し，次の等式が成り立つ：

e四 1 ・[('.)知(x)]＝ 

m 

（入＋ Yk匂 1). (2) 

I:q〈Yk""1,wt(x⇒卯 (x)）〉〉（一1l(Pl[O知 (end(p)twt(_⇒叫 x))+wt(p))@ 0(-WoY戸 1)l. 
k=O 

謝辞

pEDP 
<Jk+l 
町c（x) 

RIMS共同研究「組合せ論的表現論の最近の進展」にて責重な購演の機会を頂き，ありがとうご

ざいました．また，共同研究者である内藤聡氏， DanielOrr氏，佐垣大輔氏に感謝申し上げます．

なお，本研究において筆者は JSPS科研費 20J12058の助成を受けています．
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