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概要

本稿では， 2個のディリクレ L関数の絶対テンソル積のオイラー積表示を構成したことについて

報告する．そのオイラー積は， 2個の素数の組に渡る無限積であり， 2重オイラー積と呼ばれる．

本研究は，赤塚のリーマンゼータ関数に対する結果の一般化であり，また，黒川が 1992年に提

唱した予想の部分的解決を与える．関連して，絶対テンソル積の定義・導入の動機・意義につい

ても簡単に紹介する．

1 絶対テンソル積

1.1 定義と性質

本小節では，絶対テンソル積の定義，および，その定義で用いられるゼータ正規化積の定義につい

てまとめ，それらの性質について確認していく．

絶対テンソル積とは， 1992年，黒川［1]によって導入された概念で，次のように定義される：

定義 1.1.1.（絶対テンソル積）複素変数関数 Zj(s)(j = 1,・・・,r, r E Z>o)に対して，それらの絶

対テンソル積 (Z1R ・ ・ ・ R Zr)(s)を，
lFl lF1 

(Z1 0 ・ ・ ・ 0 Zr)(s) := 
IF1 lF1 

II ((s -Pl -... -PrW(p,,-・・,Pr) 

PI,…,PrE<C 
(1.1) 

と定義する．ただし， IIはゼータ正規化積（定義は後述）を表す記号であり，また，ろ（s)の零点 p

の位数を μj(P)（本稿では，極は負の位数を持つ零点と見なす）としたとき， μ(p1,・ ・ ・, Pr)は，

μ(P1, •.., pr) ：= Iれ(P1)• ・ • ILr(PT) x{ ：-1)T-1 ：塁悶：： ： ：塁：］：麿

゜
otherwise) 

によって定義される．

定義 1.1.1において用いられている，ゼータ正規化積の定義は次の通りである：

定義 1.1.2.（ゼータ正規化積）複素数列 a:= {an}~=1, b := {bn}~=1 に対し， Za,b(w, s) := 

区:=1加(s-an)-wによって定義されるディリクレ級数 Za,b(w,s)が，況(w)> C(Cはある正の定数）
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において広義一様絶対収束し， w=0において wの有理型関数であるとする．このとき，ゼータ正

規化積 [I~=l((s -an)lnは，

00 

II(（s-an)）b”:= exp(-Res 
Za,b(w, s) 

w=O W2 
n=l ） 

と定義される．

注意 1.1.3.上の定義から分かるように，ゼータ正規化積の因子 ((s-an)?nの情報は， Za,b(w,s) 

の各項に含まれている．そこで本稿では，「ゼータ正規化積の因子の情報を含む級数」という意味を

込めて， Za,b(w,s)を「囚子級数」と名付けることにする．

このように定義されたゼータ正規化稜は，特に bが整数列であるときに， s= anにおいてのみ零

点を持つことが知られている (cf.[2]）．この性質から，絶対テンソル積 (1.1)は S=Pl+・・・+ Pr• 

すなわち， Zj(s)(j=l,・・・,r)それぞれの零点の和として表される点においてのみ零点を持つこと

が分かる．実際，定義 1.1.1内の μ(pi,・・・,Pr)はその定義により整数値を取り，かつ， p3が Zj(s)

の零点でないときには μj(Pj)= 0であるので， μ(p1,・ ・ ・, Pr) = 0となるからである．また，黒川

は， ［1]において， Zj(s)(j = 1，・・・，r)がそれぞれオイラー稜（素数に渡る無限積）表示を持つなら

ば，（Z1§I・・心 Zr)(s は多重オイラー積表示，すなわち， r個の素数の組に渡る無限積表示を持つ
IFl IF1 

であろうことを予想した．詳細は後述するが，この予想の正しさは，いくつかの場合に証明されて

いる．

1.2 導入の動機

絶対テンソル稜は，リーマン予想解決の期待を込めて導入された．本小節では，絶対テンソル積が

どのようにリーマン予想の解決につながるのか．その仕組みについて解説する． Z(s)をゼータ関数

とする． Z(s)の任意の零点 Pl,P2に対し， 1.1節で見た絶対テンソル積の性質から，（Z0 Z)(s)は
F1 

s = Pl +p2において零点を持つ．よって，特に pを0く況(p)< 1を満たす Z(s)の任意の零点とす

るとき，（Z~Z)(s) は s = p+p = 2pにおいて零点を持ち， pの存在域の仮定から， 0<況(2p)< 2 
IF1 

が成り立つことが容易に分かる．ここで，もし 1/2くR(2p)< 3/2が成り立つことが示せたならば，

1/4くR(p)< 3/4を導くことができ，結果， pの存在域を狭めることができる．絶対テンソル稜

を取る Z(s)の個数を増やし，同様の操作を繰り返すと，（Z0 ・ ・ ・ 0 Z) (s)の零点 s= rpに対し，
IF1 IF1 

｀ マ』

r個

r/2-1/2<況（rp)< r/2 + 1/2を示すことにより， 1/2-1/(2r)＜況(p)< 1/2 + 1/(2r)を導くこ

とができ， pの存在域をさらに狭めることができる． r→ ooとすることにより，況(p)= 1/2が得ら

れ， リーマン予想が解決する．

1.3 絶対テンソル積のオイラー積

絶対テンソル積のオイラー積を構成するという研究は，前小節で述べたリーマン予想解決のアイ

ディアを実現するために始められた．無限積がその収束域において非零であることは，無限積の一般
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論として良く知られた事実である．この事実から，絶対テンソル積のオイラー積を構成し，その収束

域を考えることによって，絶対テンソル積が非零である領域，逆の捉え方をすれば，絶対テンソル積

の零点の存在域を知ることができる．絶対テンソル積のオイラー積の収束域を拡大することができれ

ば，絶対テンソル積の零点の存在域が狭められ， 1.2節のアイディアが実現されることになる．

具体的な絶対テンソル積のオイラー積の構成事例には，有限体のハッセゼータ関数〈IFp(s)：= 

(1 -p―S戸とリーマンゼータ関数く(s)（和(s)> 0においては，く(s):= E'.;;'=1 n→として定義さ

れる関数）に対するものがある．＜IFp(s)に対して， 2個の場合に小山・黒川 [3]が， 3個の場合に赤

塚 [4]が，そして一般の r個の場合に黒川・若山 [5]が，それぞれ構成し，また，く(s)2個の場合に，

まず小山・黒川 [3]が，その後，小山・黒｝l1とは別の手法によって，赤塚 [6]が，それぞれ構成してい

る．出(s)については，零点が全て溌(s)= 0なる直線上に存在するという形で，元々リーマン予想

が成り立っており，また， ((s)の絶対テンソル積のオイラー積の収束域を拡大することは，現時点で

はできておらず，先程述べたアイディアの実現には未だ至っていないものの， 1.1節において述べた，

黒川の「絶対テンソル積は多重オイラー積表示を持つ」という予想については，＜1Fp(s)とく(s)に対

するどの場合にも，具体的に構成したオイラー積の形から正しい事が示されている．

2 ディリクレ L関数の絶対テンソル積

本節において，筆者の行った研究「ディリクレ L関数の絶対テンソル積のオイラー積表示」につ

いて報告する．なお，ディリクレ L関数とは，ディリクレ指標 xに対して，溌(s)> 1においては，

L(s, x) := ~:=1 x(n)n-sによって定義される関数である（本稿では， L(s,x)をLx(s)とも書く）．

1.3節において述べたように，赤塚は [6]において， 2個のリーマンゼータ関数の絶対テンソル積

に以）（s)のオイラー積表示を構成している．その研究の流れは，級数 0(t)：＝区R(r)>Oe―rt（況（t)> 
IF1 

0) (Tは，リーマンゼータ関数く(s)の非自明零点 pに対し， p= 1/2十けを満たすような複素数）

に対する Cramer[7]や Guinand[8] の明示公式•関数等式・極．漸近挙動といった結果に基づき，

「((s)の絶対テンソル積の因子級数と素数とを繋ぐ等式」を導き，この等式を用いて((R()(s)のオ
IF1 

イラー積表示を得る，というものである．本研究は，赤塚がリーマンゼータ開数に適用した手法を，

ディリクレ L関数に対しても適用可能なのではないか，という興昧から始められた．

2.1 本研究の流れと主結果

上述の級数 0(t)に対応して，本研究では，まず，級数

lx(t)：＝ Le―Txt償(t)> 0) 
R(Tx)>O 

を導入した．ここで， xは，法 N(NE Z::,:2)の原始的ディリクレ指標であり， TXは， L(s,x)の虚

の零点 Pxに対し阪＝ 1/2+ iTxを満たすような複素数である． lx(t)について，関数等式・明示公

式・極．漸近挙動・境界を導き，これらを用いて「ディリクレ L関数の絶対テンソル積の因子級数と

素数とを繋ぐ等式」を導いた．この等式は，本研究において，非常に重要な役割を果たすので，「鍵を

握る等式」という意味を込めて「 Keyequation」と名付けておく．この Keyequationから，



61

単なる計算により，主結果である「2個のディリクレ L関数の絶対テンソル積のオイラー積表示」を

導くことができる．こうして導かれた主結果は，次の定理である：

定理 2.1.1.(2個のディリクレ L関数の絶対テンソル積のオイラー積表示）況(s)> 2において，

(L)(1胄知）（s)= exp(〗恥s, ｛め｝い）
が成り立つ．ただし，品(s,{xサ1=1)は，

(2.1) 

恥 (w,s, {xサに） ：＝一
i(w+l) 

00 
27r ここい(pm)x2（炉）p―ms(m logp)w-2(logp)2 

p m=l 

i(s -2 
（ 

＋ 
21r 

）と区 X1(Pm)X2（炉）p―ms(m log P)w-1 (logp)汽
p m=l 

尼 (w,s,｛め｝芦）

i 

E
 

21r 
(a,b)E{(l,2),(2,1)} p, m, q, n 

pm # q” 

>'] 

Xa（炉）Xb(qn)p―m(s-l)q-n(mlogp)wlogp 

n(mlogp-nlogq) 

恥 (w,s, {xサ芦）

1 
：＝云と こ

Xa（炉）冠(q門p-m(s+a)q-n(I+a)

(a,b)E{(l,2),(2,1)} p,m,q,n 
n(mlogp + nlog q) (mlogp)門 ogp,

広 (w,s, {x心）

1 " " Xa(-l)Xb(Pm)p―m(s+a)q-anm 
:=―云ここ n(tmlogp-nT) （mlogp)w-2logp, 

(a,b)E{(l,2),(2,1)} p,m,n 
lm(-1) 

恥 (w,s，切｝芦） :=— 
i xa（炉）p―m(s-~)
2 と と sin(imlogp) （mlogp)w-1logp, 
(a,b)E{(l,2),(2,1)} p,m 

恥 (w,s, {x心）：＝—土と！ LXa（炉）p―m(s-u)
(a,b)E{(l,2),(2,1)} J S(2) (1r→0) p,m 

x (mlogp戸(logp)log L(u, Xb)du, 

妬 (w,s, {xj畠） ：＝ こ 五(10g（知（ー1)r畠立均G(Xa)

(a,b)E{ (1,2), (2,1)} 
） 

+1+ log （見＋予））と⑬(P叫P―m(s+a)（mlogp)W-2logp

＋区(— 1] ゜ど知（炉）p―m(s+al(mlogp)w-1 logp 

a=l ¥ p,m 

＋上ど知(pm)p―m(s+a)
27r 

)p-m(s+a)(m logp)w-1 logp 

p,m 

X 100 1 • U+  m(logp)（1 -e-au)du 
。匹ー 1 u + mlogp ), 



62

恥 (w,s,{xi}:い）
と 瓜(pXb)とこ知（炉）p―m(s-pxbl(mlogp)w-llogp, 

(a,b)E{(l,2),(2,1)} p,m ¥s(pxb)=O 

としたとき， Ek(s,{xj}J=l)：＝恥(0,S, {Xj }J=l)によって定義され，また，

s(r) ：＝ ｛峙cos'P+ i古） sin<p+デ |o:=::;<p:=::;1r}である．

定理内で用いられている記号について補足すると， Xjは法 Njの原始的ディリクレ指標， L(s,xi)

および Lx;(s)はx]に対応するディリクレ L関数， p,qは素数， m,nは正の整数， aはO<a<l

を満たす任意定数であり，また， T~1) := min｛扮（へ） ＞ O} に対し， 0< 冠く min{T~1l,Tい｝を満た
す eXを任意に固定し， e（r):= min {eXj}と定めている．さらに， L(s,X)の実軸上に存在しう

jE{l,・・・,r} 
る非自明零点 Pxの位数を μx(Px)とし，また， 1,r(s), G(x)はそれぞれ，オイラー定数，ガンマ

関数，ガウス和，すなわち，

'Y :=曰~(t ¼- logK), r(s) := 100 e-xx•-1dx （況（s) > 0), G(x) := t氾）e雫 n

゜
n=l 

である．

定理内の Ek(s,{xj}]=l)は，素数に渡る和であることから，（2.1)の右辺は素数に渡る積になるこ

とが分かり，本定理により (Lx,g_0 Lx2)(s)のオイラー積表示が得られていることが分かる．特に，
lF1 

恥 (s,｛め｝恥）と応(s,{Xj }]=1)は，素数の組 (p,q)に渡る和になっているため，（2.1)の右辺は

素数の組 (p,q)に渡る積，すなわち，二重オイラー積表示となっており， 1.1節において述べた黒川

の予想が， 2個のディリクレ L関数の場合にも正しい事も，この定理により示されている．

2.2 lx(t)の性質

2.1節において， lx(t)を導入し，その性質を用いて主結果を導いたことを簡単に紹介した．本小節

では，主結果導出のために用いられた lx(t)の性質がどのようなものか，具体的に見ていくことにす

る． lx(t)について，初めに示したのは，次の関数等式である：

定理 2.2.1.(lx(t)の関数等式） lx(t)はC-i良::;oへの有理型接続を持ち，次の関数等式を満たす：

t
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（扮(t)< 0), 

（況(t)> 0). 

ただし，偏角は（一ふ翌）に取るものとする．

次に，況(t)> 0における知(t)の明示公式を導き，定理 2.2.1で示した関数等式と合わせること

で， C-i配 o上での明示公式を専いた．後者の明示公式から， lx3(t)の t=O付近での漸近挙動，

および，極を求めることができる．以上の流れをまとめたものが，次の定理である：
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定理 2.2.2.(lx(t)の明示公式． t=O付近での漸近挙動・極）

sx := ｛号coscp + iEx sin cp +旱 |o::;cp::;1r}とする．

(i) lx(t)は況(t)> 0において，次の表示を持つ：

it 
00 

叫＝ーロここ
x(P門P―m'e→（三）t 00ぇ(pm)p―m(l+a)

p m=1m(t+tmlogp) + 27r （心と m(t-imlogp)

-it t x(-1匹S:+ilog(~)炉G(X) ＿ (1+a)T m=1m(t ＋加） ilog(~)-~
-i (,+log信）＋り）＋ i l00 eu 1 -l u+ tt:1+-tte-au)du) 

t 
―云パJ 四 logL(s,x)ds.

Sx(1r→0) 

(ii) lx(t)はt€ C-i陀 oに対して，次の表示を持つ：

詞＝—羞e―号ここ尺(p叫P―m e'（a丑）t °° x（炉）p-m（1+a)

p m=1m(t-imlogp)― 2T （心と m(t+imlogp)

-itご x;(t叫―ma:)7r' □log(~〗↑)a炉G(x) ）-（1 2 a)T 

+i (,+log（塁）＋号）ーH(t)）ー記J e―ist log L(s, x)ds 
Sx(1r→0) 

ie 瓜二旦it

2sint 
と凡(Px)ei(Px —ら）t.

S'(px)=O 

(iii) lx(t)は t=O付近において，次のように表される：

砂＝一翌—~(10g（塁）＋1＋デ）＋0(1)

(iv)八（t)は C-i艮~o 上，次の点において 1 位の極を持つ： t = imlogp, t = -m1r.ただし，

m E Z21である．

なお，（ii)-(iv)において，偏角は（一ふ讐）に取る．

さらに，定理 2.2.2(ii)で導いた明示公式から， t=O付近以外での lx,(t)の漸近挙動を導く事が

でき，その系として， lx,(t)の境界が得られる．これらについて述べているのが，以下の補題および

系である：

補題 2.2.3.(lx:(t)の漸近挙動） （i) R(t) ~ 1において，

lx(t) = O(e―心(tl+½l¥s(tll). 

(ii)況(t)S -1において，

一巫二旦it
2 

lx(t) = ~ + 0(e這 (t)＋厨(t)I+ eT⑫|ss(tl I). 
eil _ e-il 
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(iii) t =a+ iU (U 2'. 2,ーU：：：：： a ：：：：： U)に対し℃

lx(t) 
it ＿止

=―e 2 

21r 区
p,m 

p m <e 2U 

x(P吋p-m +O(Ueい＋½)u).
m(t-imlogp) 

以下，似を 0く似く］かつ tan佐く eXを満たす任意定数とする．

系 2.2.4.(lx(t)の境界） （i) u ~ 00試．に対して，

lx(ue―,。x)= O(e—~ sin0x), lx(uei(7r-0x)) = O(e戎0lusin 0x). 

(ii) R ~ 1かつーRtan0x:::;y::; Rtan0xのとき，

lx(R + iy) = O(eり．

(iii) r, E恥 ME応 oo,U := log (M + ½）としたとき，

店＋iU)＝｛悶；：：い＋合）u）
O(e0xび十号十 eT翌u)

(c, 2: 1), 

(-1::;c,::;l), 

(c,::; -1). 

2.3 Key equationから主結果ヘ

2.1節で述べたように， 2.2節で示した lx1(t)の性質を用いて， Key equation,すなわち「ディ

リクレ L関数の絶対テンソル積 (Lx,~... ~ Lxr)(s)の因子級数と素数とを繋ぐ等式」を導くこと
IFl IF1 

ができる．本小節では， Keyequationの形を確認した後， Keyequationから主結果である定理

2.1.1に至るまでの流れを概観する．

今， 0（r)：= min ｛仮｝， Ti°)：= m邸 {T翌｝とし，
j€ { 1, • • ・,r} j€ { 1, •.., r} 

D 
r 

如），冗
ioi := {(w,z) E C2 1-isin砂＜溌(ze―wCrl)< -TT;O) sin0(r) 

2 
) < -n$0l sin0(r)} 

= { (w, z) E (C2 I -; tan砂＜況(z)+ ~(z) tan砂<-r予 tan釘｝
と定める．

定理 2.3.1.(Key equation) (w,z) ED 
加），元

（ O) が ~(z) < -(½ + E:(r)) rかつ況(w)> rを満た

すとする．このとき，

L~~;) (w, z, {xj }j=l) + £~7;) (w, z, {xj }j=l) = Re(r) (w, z, {x}j=l) (2.2) 

が成り立つ．ここで，

ooe -9o(r) 
(1) 1 r L。~:)(w,z,{x叫）：＝― f

r(w)。 e―zt IIい）tw-Idt,

j=l 

心 (w,z,{xぷ＝1):= (-1r-1~ 1ooe―砂） eztリ（知（t)+名 e―(2n-l-~)it
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+ \s(>=o μx; (Px;)ei(p刃― ½)t}w-ldt,
21ri 

Re□(w, z, {x叫） ：＝ r（W)J四こ

である．

p,m 
pm< N+l/2 

Res e 
t=imlogp 

r 

-zt IJ lxj(t)tw-1_ 

j=l 

この定理内の (2.2)が Keyequationである．（2.2)の左辺を具体的に計算すると (LX1⑧···~ 
lFl lFl 

Lい(s)の因子級数が求まり，右辺は素数に渡る和となっているので， Keyequationが「r個の

ディリクレ L00数の絶対テンソル積の因子級数と素数とを繋ぐ」役割を果たしていることが分かる．

今回は 2個の場合を扱いたい為， Keyequationにおいて， r=2として計算を進めればよい．さ

らに， z= -i(s -l)とすることにより，次の定理を得る：

定理 2.3.2.((Lx, cLい(s)の因子級数の明示公式） （2T四＋1)tan0(2)＜況(s)tan 0(2) -~(s) < 
lF1 

2tan0(2)，R(s) > 2(1 + c(2))，町(w)> 2であるとき，次の等式が成り立っ．

こ
1 

w＋と
1 

's(Px,),'s(Px2 
(s -pX1 -pX2) （s -pX1 -pX2)W 

)<O''"-''"-"'s(Px1),'s(px2)>0 

＋と（こ恥(Pxa)

(a,b)E{(l,2),(2,1)} ¥'s(Pxa)=0,S'(pxb)>O 
(s -Pxa -Pxb)w 

00  

+ LL  
3(Pxa)＞On=1 (s —恥＋ 2n ー吐翌に門w

00  

+ L f 恥 (pXa) W 

叫）＝On=1(s —恥＋ 2n- 3+Xb(-1) 2)) 
00 00 

＋とこ
nl=1n2=1 (s + 2釘＋ 2四一 3-X1(-1);X2(-1)）W 

+ L 応 1(pX1尻（pm)

's(Px1),'s(Px2)=0 
(s -Px, -Px2) 

1 
8 

＝一 区且(w,s, {xj };=1). 
r(w) 

k=l 

この定理で示した等式の左辺が (Lx,~ Lx2)(s)の因子級数であり，右辺の Ek(w,s, {xサ]=1)が
IF1 

素数に渡る和である (cf.定理 2.1.1)ことから，上記等式が因子級数の明示公式となっていることが

分かる．この明示公式に対し，ゼータ正規化積の定義に従い

exp(-~罰（明示公W式2の左辺）） ＝exp(-色罰（明示公:2の右辺））
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なる操作を施すことで，左辺からはゼータ正規化積を含む

H
 

((s -Px,―Px2)）―1 II 
((s -Px1 -Px2)) 

叫），cl(Px2)<0 叫），cl(Px2)>0

x rr (rr II （（← P知―％））阪a（Pxa)
(a,b)E{(l,2),(2,1)} ¥ ci'(Pxa)=0 ci'(Pxb)>0 

X II (（s-Pxa +2n-3+x;(-1) 

ci'(Pxal>O,n::>1 
）） 

x』』 ((s-Pxa + 2n+ 3 +x;（一1))）阪a知））

x _ ~" ((s+2n1+2n2-3-~ 
n1,n2::>l 

）） 
X II 
8<(Pxa),8<(pXb)=0 

(s -pふ―%）阪a(Pxa)μXb (Px以

という表示が得られるが，ゼータ正規化積の性質により，この表示を持つ関数は 8= Px, + Px2など

の， 2個のディリクレ L関数 L(s,x1), L(s, x2)それぞれの零点の和で表される点において零点を

持っており，（LX1 ~ Lx2)(s)を表していることが分かる．右辺からは素数に渡る積，すなわち，オ
IF1 

イラー積が得られ，こうして主結果である定理 2.1.1が導かれる．

3 因子級数の有理型性

ゼータ正規化積の定義 (cf.定義 1.1.2)において，因子級数は w=0において有理型関数である

ことが仮定されている．しかし前節までにおいて，（L RLX2)（s)の囚子級数が w=Oで有理型関Xl 
IF1 

数であるかどうかについて触れていないため，現段階では，定理 2.3.2から主結果を導く操作が正当

化されていない．

本節では，「一般化されたメリン変換」（定義は後述）が，特定の条件の下で有理型関数となるこ

とを紹介し，それを用いて Keyequationの左辺が，全複素平面上において有理型関数となること

を示す．これにより，上述の操作が正当化される．なぜなら，（Lx,Cf) Lx2)(s)の因子級数は Key
恥

equationの左辺から導かれるものであるからである．

3.1 一般化されたメリン変換とその有理型性

任意に固定された実数い E(-7r,7r]に対し， J(t)を{reiゆ|rE (0, oo)}上，局所可積分可能な複素

数値関数としたとき， f(t)の一般化されたメリン変換 Mゅ[f,w]を

恥 [f: w] := 1=e'心f(t)tw-ldt 

゜によって定義する．ここで， Mゅ[!:w]が aく況(w)< bにおいて絶対収束することを仮定すると，

次の補題が成り立つ：
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補題 3.1.1.（一般化されたメリン変換の有理型性） f(t)が t→0とt→ooに対し，それぞれ，

f(t) ~ 

oo 凡 (k)

こ区ふ（n,k)(logt)叩 1(k) (t→0), 
k=O n=D 

oo N2(k) 

とと知n,k)(logtrt四 (k) (t→ooe州
k=O n=O 

なる漸近挙動を持つと仮定する．ただし， N;(k)は各 Kに対し，非負かつ有限な整数であり，また，

｛佑(k)hは況(ai(K)）が単調増加するような複素数列である．このとき， M,;,[f:w]は， wの関数と

して全複素平面上への有理型接続を持つ．

3.2 (Lx1RL叫 (s)の因子級数の有理型性
IF1 

本節の前文で述べたように，（Lx,~ Lx2)(s)の因子級数が w の関数として w= 0において有理
IF1 

型関数であることを言う為には， Keyequationの左辺の有理型性を示せばよい． Keyequation 

の左辺を構成する L(1) および L(2)
0(T) 0(T) 

はそれぞれ

開民(t)，eztn(lX3(t)＋苫e(2n1 デ）tt+ 3五。底(Px3)ei(p巧―;）・) (3.1) 

の一般化されたメリン変換を用いて表されており，これらが，定理 2.2.2や系 2.2.4を用いることに

より， R(w)> rにおいて絶対収束することを示すことができる．また，定理 2.2.2(iii)より，（3.1)

の 2関数は共に， t→ 0において，補題 3.1.1の仮定を満たすような漸近挙動を持つことが分かる

ので，結果， L此， Li閏は， W の関数として，全複素平面への有理型接続を持つことも示される．

4 今後の展望

本研究に基づき，今後，以下のような研究に着手していく予定である．

まず，リーマンゼータ関数く(s)やディリクレ L関数 L(s,x)と似た性質（オイラー稼表示と関数

等式）を持つ関数に対し，今回の研究と同様の手法を適用することによる，絶対テンソル積のオイ

ラー積表示の構成である．具体的には，セルバーグクラス (cf.[9]）に属する関数やセルバーグゼータ

関数に対する研究を考えている．

次に， 3個以上のディリクレ L関数の絶対テンソル積のオイラー積の構成である．今回の研究で

は Keyequation において r=2 とした場合を扱ったが， r~3 として計算を進めれば， 3 個以上

のディリクレ L閑数の絶対テンソル積のオイラー積も構成可能である．

そして，今回の研究で構成した，ディリクレ L関数の絶対テンソル積のオイラー積の収束域の拡

大である． 1.3節でも述べたように，絶対テンソル積のオイラー積の収束域の拡大により，ディリク

レL関数のリーマン予想への進展が期待される．
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