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異なる shiftの一般Lerch関数の特殊値の線形独立性について

日本大学生産工学部 JII島誠

Makoto Kawashima 

College of Industrial Engineering, Nihon University 

概要

本小論では異なる shiftの一般 Lerch関数の収束半径内の異なる代数的数における特殊値の代数体上の

線形独立性について， SinnouDavid氏(SorbonneUniversity)，平田典子氏（日本大学），筆者の共同で得ら

れた結果を紹介する．

1 導入

1.1 Lerch関数の特殊値の線形独立性の先行研究

sを自然数 xEIQ¥Zく。とする． Q係数の幕級数

~ zk+l 
<P8(x, z) := L 

k=O 
(k+x+l)8' 

をs-Lerch関数， xをLerch関数の shiftと呼ぶことにする．定義より叱(0,z) = Li8に） （s-多重対数関数），

衝 (O,z)＝恥(z)= -log(l -z)が成り立つ． pをQの素点とし， <I>8(x,z)をQp係数の幕級数とみると，そ

の収束半径は 1である．

Lerch関数の特殊値の，無理数性，線形独立性，或いは，超越性といった数論的な性質はあまり知られてい

ないここでは，主要な結果を紹介する．はじめに異なる shiftのLerch関数のひとつの有理数での特殊値の

線形独立性の十分条件を与える畑正義氏の 1990年の結果を紹介するために記号を準備する． m を自然数，

X1,..., Xm E (Q)n [O, 1)とする． aj,bi E Z:,:oを用いて巧＝ aJ/bJとする．ここで巧ヂ 0のとき，（aj，朽） ＝ 1 

とし，巧＝ 0のとき的＝ 0，朽＝ 1とする．このとき
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をみたす唯一の整数とする．このとき，

1 ~ (bi 
"/ := 1(x1,..., Xm)：＝ぷ．叫羞詞に），

(k,Lj)=l 

とおく．ここで <.p(n)はオイラー関数である．更に関数を

mm (x士1)m+1
Dm，土（x)= 

(m + l)m+l 炉

Fm,+(x) = Dm，十（l/x)

Fm -（x) -{>(:12/x)9 + ：日＋3）3/2) ：: : : 
Dm,+(1/x) if m 2'. 3. 

とおく．以上の記号のもと次が成り立つ．

定理 1.1.[17, Theorem 2.1] qをlql> Fm,sgn(q)(e/3十')をみたす整数とするこのとき， m+l個の実数：

1, <f>k, (-xi, l/q),..., <f>km (-xm, l/q), 

はQ上線形独立である．

つぎに，ダイログ閑数 Li2(z)に関する結果として， 1993年に得られた畑正義氏の結果を約介する．

定理 1.2.[18, Theorem 1.1] qを， qミ7,若しくは， q::;ー 5を満たす整数とする．このとき， Li2(l/q)は

無理数である．

また， 2005年に G.RhinとC.Violaは， 1996年に [29]で，彼らによって考案された“置換群の手法”をも

ちいて，定理 1.2の改良を行っている ([30]参照）．

ここまで紹介した結果は，一つの代数的数 aに対して (Lis(a)hsssrの代数体上の線形独立性に関するも

のであった．次に， aを動かした際に Lerch対数関数の特殊値の線形独立性について知られている結果を紹

介する． m を自然数とする． a1,...,°'mを相異なる， 0でない代数的数とする． 1986年， Rhin,P. Toffi.nは

対数関数， log(l+ a1z),..., log(l + amz)のパデ近似を構成することで次の結果を示した

定理 1.3.[28, Theoreme 1] K を有理数体，若しくは，虚二次体とする． a1,・ ・ ・, °'mを相異なる， 0でな

い， K の元とする． max(la1I,・ ・ ・, la』)がヽ十分 0に近い”とき， m+l個の複素数：

1, log(l + ai),..., log(l + am) 

はK上線形独立である．

注意 1.4. (i)定理 1.3における，‘‘十分 0に近い”という条件は，［28]で定量的に与えられているが複雑

であるので，ここでは明示的には紹介していない．
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(ii)対数関数の代数的数における数論的な性質として有名な次の A.Bakerの定理がある．

定理 1.5.(A. Baker, 1966) 

匹・・・，amを0でない Qの元とする．

(1) log(a1),..., log(am)がQ上一次独立である

と仮定するこのとき， 1,log(a1),..., log(am)はQ上一次独立である．

定理 1.3は定理 1.5の仮定（1)が成り立っための十分条件を与えているという意昧でも軍要な結果で

ある．

定理 1.3は対数関数に関するものであるが，ダイログ関数 Li2(z)の異なる特殊値の線形独立性について，

2018年に Viola,W. Zudilinによって得られた次の結果がある．

定理 1.6.[39, Main Theorem] qをq2'. 9,若しくは， qs-8を満たす整数とする．このとき， 4つの実数：

1, Li1(l/q), Li2(l/q), Li2(l/(l -q)) 

はQ上線形独立である．

その後我々は定理 1.3の手法を一般化することで Lerch関数の異なる値の代数体上の線形独立性を与え

る十分条件と具体例を与えた．

定理 1.7.[11, Theorem 2.1] (cf. [10, Theorem 2.1]) 

r,mを自然数， K を代数体とする． XEIQ) n [0,1), °'1,・・・,°'mを相違なる Kの 0でない元とする．

b := den(x), μ(x) := b IT砂(q-l)とし， K の素点 v。に対して，

q:prime 
qlb 

V(a,/3） ＝log I/3|v。-rmh(a:/3）-（rm+ 1) log llallv。+rmlogll(a,/3）||vo

-[rmlog(2) +r (1og(rm + 1) + rm log(~))] -rlogμ(x) -br2m, 

とおく． V(a,/3）＞ 0であればrm+1個の Kv。の元，

1, <l>s(x, aり(3)(1<:: i <:: m, 1 <:: s <:: r), 

はK上一次独立である．

本小論の主結果は定理 1.7を異なる shiftの一般 Lerch関数の異なる特殊値における線形独立性に一般化

するものであるこれは異なる shiftを持つ Lerch関数の異なる特殊値における線形独立性を与えるものと

して初めての結果であり（注意 1.9参照）， Riemannゼータ関数の特殊値の数論的な性質の解析などの様々

な数論的な応用が期待される結果である
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1.2 主結果

d 

はじめに記号を準備する． K を代数体とする． m, q, d, r1,..., rdを自然数とし， r:＝〉：乃とおく．

j=l 
a:= (a1,...,0<m)を相違なる 0でない K の元からなるベクトル， A:=(A;)区さmE GLq(K)叫 X := 

(xi,...，Xd) Eびをそれぞれ
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以下で考察する一般 Lerch関数を弘，w,j,s;(z)を

屯，w,j,s;(z):= f心~ for 1 ~ i ~ m, 1 ~ w ~ q, 1 ~ j・~ d, 1 ~ Sj ~ Tj, 
k=D (k+巧＋ 1）的

と定義するここで a~~k+l := a~\+1 (0 ~ l ~ q -1, k + 1三 l+ 1 mod q)として定義する．

VoをK の素点（アルキメデス素点でも非アルキメデス素点でも構わない）とし， Kv。を K のv。での完

備化とする． (3EKを llallv。<|(3|v。を満たす元とする．各 1~ j ~ dに対して，朽：＝ den（巧） ＝ bJ9 

μ(xj) := den(xj) IT q1/(q-l)とおき，

q:prime 
qlden（巧）

V(a,q,x,{3) = loglf31v。-qrmh(a,/3) -(qrm + l)logl lal Iv。+qrmlog ll(a, /3)1 lvo 

-r (qmlog(2) + log(qrm + 1) + qrmlog 『]~))- trJlogμ包）ーm7x(bjrj)• qrm. 
j=l 

と定義する．このとき，次が成り立つ．

定理 1.8.上述の記号の元， V(a,q,x,{3)> 0であると仮定する．このとき， qrm+1個の Kv。の元：

1,4>;,w,j,s; (a;/(3） （1 ≪::: i ≪::: m, 1 ≪::: w ≪::: q, 1 ≪::: j ≪::: d, 1 ≪::: Sj ≪::: ri), 

はK上線形独立である．

注意 1.9.一般 Lerch関数は， Siegelの意味での， G-関数 ([35]参照）と呼ばれる幕級数のクラスに属して

いる． G-関数の一般論として Galochikin,Chudnovsky兄弟により示された，次の Siegel-Shidlovskyの定理

が知られている．

定理 1.10.(Siegel-Shidlovskyの定理） （cf. [16], [9]) 

k を代数体， VoをK の素点とする（有限素点でも無限素点でも構わない）． J:= t(fi(z),..., Jμ(z)) E 

K[[z]化を次の微分方程式系の解とする．

d 
A:= -i: -A (A= (a叫z))E Mμ(K(z))). 

dz 
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さらに fi(z),...,[μ(z)はそれぞれ G関数であり，

(2) Ji (z),..., Jμ,(z)はK(z)上一次独立である

と仮定する． t(z)E OK[Z]をt(z)AE Mμ(K[z]）を満たす次数が最小の 0でない多項式とし， aEKを

at(a) =J 0,かつ,|alv。>max(l,Rv0 (f)-1)を満たす元とする． s:= max(degt(z), 1 + degt(z)a;,j(Z))とお

<.O<T<~ を満たす実数 T に対して， A,f,T,a に依存する実数 Vv0(A,[, T, a)を

Vv0(A, [, T, a) := (μ -T)hv0 (a) -(μ -1)(1 + (s -l)T)h(a) -C(A, [, T) 

と定義する．ここで， C(A,f~T) は A,i,T にのみ依存するある effective な定数である．このとき，

Vv0(A,f,T,a) > 0, 

であれば， fl(O―1),...,J,_,(a-1)EKvはK上一次独立である． ロ

しかしながら，これまで一般Lerch関数達が定理 1.10の仮定である (2)を満たすことが知られていなかっ

たため，定理 1.8は異なる shiftの一般 Lerch関数の異なる特殊値の線形独立性を示した初めての結果であ

るといえる．

1.3 具体例

ここでは K=Qを考察する．

例 1.11.Vo = oo, q = m = d = r1 =... = r10 = 10，尤＝ （0, 1/10,..., 9/10), a := (1, 1/2..., 1/10)と

する． A:=(Aふ~i~m E GL10(K)10をひとつ固定し， /3= b E Z ¥ {O}とする．このとき r= 100であり，

（ 
10001 

V(a,10，x, b) = log lbl -100 (1og(2520) + 100 log(2) + log(10001) + 10000 log（而而））
1 

-10000 log(2520) -100 (1og(20) + i log(5)) -1000000 > log lbl -1086621.655, 

となる．定理 1.8より， loglbl 2: 1086621.655であれば 10001個の実数：

1，也，w,j,s(l/(ib)) (1 :<:: i,w,j,s :<:: 10), 

はQ上線形独立である．

例 1.12.p, lを素数， Vo=pとし q= m = 10, d = l,内＝．．．＝ T[= 10, x = (0, 1/l,..., (l -1)/l), 

a := (1, 1/2..., 1/10)とする． A:=(A』区さm E GL10(K)10をひとつ固定し，自然数Kに対して， (3=p―k 

とする．このとき r= 10. lであり，

V(a,10，x,p―k) 2': k logp -10 ・ l (100 log(2) + log(lOOO ・ l + I) + 1000 ・ llog ( 
1000-l + 1 

1 00 0. l)） 
l2 

-10000 log(2520) -10 ・,-'.---;-Iog(l) -10000 ・ 12, 
l-1 
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となる． l=JPのときは， Kが十分大きいか pが十分大きければ， l=pのときは Kが十分大きければ，

V(a, 10，x,p-k) > 0が成り立つ．例えばl= 17とすると，

V(a, 10,x,p-k) > klogp-2904153.58, 

となるので，｛klogp>2982473.78 

k ::>: 1052684 

(p-=/ 17) 

(p = 17) 
となるとき，定理 1.8より， 17001個の QPの元：

1,也，w,j,s(pk/i) (l<;i,w,s<:::10,l<;j<:::17), 

はQ上線形独立である．

2 一般Lerch関数のパデ型近似

この章では Kを標数 0の体とするまずパデ型近似を復習する．無限遠点におけるオーダー関数， ord00,

を次で定義する．

ord00: K((l/z)）→ ZU{oo}, ~~Hmin{kEZlak=JO}. 

補題 2.1.rを自然数， Ji(z),..., fr(z) E 1/z ・ K[[l/ z]]をローラン級数， n:= (n1,--.，応） E即とす

る． N:=Lし門iとおく． M をM;:::Nを満たす整数とする． このとき，次の条件を満たす多項式族

(Po(z), A(z),..., Pr(z)) E K[z]'+l ¥ {O}が存在する．

(i) degP0(z)：：：：： M,  

(ii) ord00凡(z)[j(z)-Pj(z) ;:::巧＋ 1(1：：：：： j ：：：：：り・

定義 2.2.補題2.1と同様の記号を用いる．（i)と(ii)の条件を満たす多項式の族，（Po(z),A(z),...,Pr(z))E 

K[zr+lを([i,...,fr)の重さ n,次数 M のパデ型近似という

まず記号の準備を行う

記号 2.3.

(i) a EKに対して，代入写像 K[t]---+ K, P >--+ P(a)をEval"とかく．

(ii) PE K[t]，に対して， P倍写像K[t]---+ K[t], (Q >--+ PQ)を[P]とかく．

(iii) x E K¥Zく。に対して形式的な積分写像K[t]---+ K[t], P >--+羞下 Ji 『P(~)d~ を Primx とかく．定義

より，任意の非負整数 Kに対して， Primx(tk)= tk /(k + x + 1)が成り立つ．

(iv) x E K ¥ Z<o, nを自然数とする．写像 K[t]---+ K[t], P-→占t→翫心n+xP(t)）を Sn,xとかく．定義

より，非負整数 Kに対して， Sn,x(tり＝位門戸htkが成り立つことに注意する．

事実 2.4. (i) PrimxはK同型写像であり，その逆写像は S1,xである．
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(ii) x1, x2 EK¥ Z<o,非負整数 n1,n2に対して， Sn1,x1,S匝 X2は可換である．即ち，

Sn,,x, O Sn2,x2 = S四，x2O Sn,,x1, 

が成り立つ．

(iii) nを自然数， Kを非負整数， xEK¥Zく。とすると次が成り立つ．

Sn,x =嘉叩 o(S1,x + Id) o ・ ・ ・ o (S1,x + (n -l)Id), [t勺081,x = (S1,x -kld) 0 [tり．

(iv)集合 {bn,m,l}C IQで， bn,m,0= (-1戸かつ，全ての n,mミ0に対して等式：

n 

[t叫 oSn,x= L加，m，ls仇o[t叫，
l=O 

を満たすものが存在する

m,q1,...,qm,d,r1,...,rdを自然数とし，区：：1佑＝ ij，区:=1巧＝ rとおく．多項式族({31(z),...，如(z))E 

K[z匹を degf3i(z)= qiを満たすもの，正則行列の族

，
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とKの元の族 (xぃ．．．，四） EKdが叩ー Xj~ Z for i "'F jを満たすとする．

このとき有理関数の族：

fi,w;(z) := 
ロ＂＝1心，kzq;-k ~ b図，K

/3，（z) ＝区 z k+l 
E K(z) n 1/z • K[[l/z]] (1 <:'. i <:'. m, 1 <:'. wi <:'. qi), 

k=O 

と一般Lerch関数：

~ b(i) 
fi,w,,j,s(z)：＝区 Wi,K

1 

k=O 
(k十巧＋ l)s砂＋1

E 1/z ・ K[[l/zl] (1 <::: i <::: m, 1 <::: w; <::: q;, l <::: j <::: d, s E Z), 

と定義する．

例 2.5.a1,..., °'mを相違なる 0でない Kの元． qい...,qm EN, /3;(z) = zq'-a仇
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とするこのとき
00 -(i) k+l 

[i,w,,j,s;(z) = 4';,w,,j,s;(a;jz)＝区 aWi,K+1 a. 

k=O 
(k+巧＋ 1）的 zk+l'

となるここで a図，k+l:= a図，l+l(0 <:: l <:: q; -land k + l = l + l mod q,)である．
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(3) 

a: EK, x EK¥ Z<o, 1 :S Wi :S qi, s E Zに対して K準同型を

b(i) 

改，x,s:K[t]---+K; tk→叩，K+1
(k+x+l)"' 

と定義すると，等式：

(i) 1 
f9，叩，J，s(z)＝ ％，X3,s (z -t), 

が成り立つ．以降は任意の xに対して，心に。＝ cp隠とかく．以上の記号の下で璽要な等式：

(4) ゃ
(i) 
Wi,x,S O S1,x = ¢ 

(i) 
w,,x,s-1, 

が成り立つ．

以上の準備の下，一般Lerch関数f9,Wい］，s(z)(lSi Sm, 1 S w; Sq;, 1 S j S d, s E Z)のパデ型近似を

構成する．

補題 2.6.1 S i S m, 1 S W; S q;に対して，（f3，(t））こ ker'P幻が成り立つ．ここで（f3，（t))は多項式年(t)

で生成される K[t]のイデアルである

証明． f9,W,（z）の定義と等式 (3)から，等式：

q, 苔心KZも 一k=店（z)J;,w,(z)='P位： （f3，（z； □ tf3,(t)） +中位：（竺），

が成り立つ．従って，

幻，kzq'―k-'Pt;（広(z)-i(t)) (9）店（t）
z-t 

k=l 
＝和9(z -t), 

が成り立つ．この等式の右辺は K[z]に含まれ，等式：

改（戸t]）＝臼~ E 1/z•K[[l/zl], 
k=O 

が成り立つことから，凶見(tk店(t))= 0 (k 2'. 0)を得る．即ち主張が示された．

lを0:C:: l :c; qrを満たす非負整数とし，自然数nに対して多項式族を以下のように定義する．

口

、

_
9

、
~

5

6

 

、
ー
、
、
ー
、

Pn,z(z) = P1(z) := Evalz oj=l S芯~~ (tl g{3;(tr), 

Pn,l,i,w,,j,s; (z) := P1,i,w,,j,s; (z) :=改，j,s;(~り），

(1 S i S m, 1 S w; S q;, l S j S d, l S Sj S乃）．これらの記号の元，一般Lerch関数 f;,w,,j,s(z)(lS i S 

m, ls叫 Sq;, l S j S d, s E Z)のパデ型近似が次のように構成される．

定理 2.7.多項式族，（P1(z),P1，i,wか］，Sj(z) hsi:<;m,1:<;w,:<;q,は一般Lerch関数 (fi，叩，j,s;(z)）区さm,1:<;u心 q，の
l:<,j:<,d,1:<,s;Sr; l:<,j:<,d,1:<,s;S巧

菫さ (n,...,n)EN圧 次 数ijrn+lのパデ型近似である．
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証明． Pz(z)の定義から degP,,(z)= qrn+lが成り立つので， Pz(z)は次数に関するパデ型近似の性質をみた

す．これより， Rz,i,w,,j,s1(z) := Pz(z)fi,w,,j,s1 (z) -Pl,i,w,,j,s1 (z)とおくとき

ord=Rl,i,w,,j,s, (z) 2': n + 1, 

が成り立つことを示せばよい． R1,i,w,,j,s,(z)の定義から等式：

R1,i,w;,j,s, (z) = P1(z)ゃ屈，Xj,Sj(h)-P1,i,w;,j,s,(z) 

P1(t) ~ （i) 
（i) やw29X3,83(tkPl(t)） 

和 99X3,s3(z -t) ＝区快＋1'
k=O 

が成り立つ．事実 2.4(ii)から Sn,xjが互いに可換であることに注意する． P1(t)の定義は， Sn,xjO • • • O Sn，巧

匂回の合成）を店(z)r戸で割り切れる多項式に作用させているので，事実 2.4(iii), (iv)とライプニッツの

公式から，

tk P1(t) ES塁信(t)・ (K[t]) (0::::; k::::; n -1), 

を満たすことが分かる．関係式 (4)から叶見Xj,Bj(tk Pz(t)) E'P認（（店（t))が成り立つことに注意して補題 2.6

を用いると

改，x臼 ;(tkP1(t))=O (l::::'.i::::'.m,l::::'.w;::::'.q;,l::::'.j::::'.d,l::::'.sj::::'.r O::C::k::::'.n-1), 

が成り立ち Rt,i,w;,j,s;(z)のローラン級数表示から，関係式：

ord00 Rz,i,w,,i,s, (z)~ n + l (1 ::; i ::; m, 1 ::; w; ::;佑， 1::; j ::; d, l ::; Sj ::;乃），

を得る．以上で定理2.7が示された． ロ

3 証明の概要

定理 1.8を示すために与えられた数の代数体上の線形独立性を与える判定法を紹介する．

命題 3.1.K を代数体， VoをKの素点とする． mEN, 0 = (0。,...，0m)EK悶＋1とする．行列の族

(M凸＝ （（噌）） CGLm+1(K), 
侭 l,j<::mjnEN 

と実数A,関数の族 {Fv:N→艮::,:o}vE畑 K で任意の自然数nに対して条件：

、
~
‘
‘
,
'
／

7

8

 

＇
ー
、
、
ー
、

max a(n)。-a(n)O。<:'.e―An+o(n) 
l,0 J l ,J'  。<::Z<::mI •,v. •,J lvo 

1<::j<::m 

IIMnllv :<:: e凡 (n) (v: Kの素点），

を満たすものが存在すると仮定するさらに lim1/n) : Fv(n) =: JIBが存在すると仮定する．実数 Vを
n 

／区Fv(
v,evo 

V:=A-JIB, 

と定義する． V> 0とすると， 0。，...，似は K上線形独立である．
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m 

証明．ベクトル (3:= （f3o,．．．，如） EKm¥ {O}で A((3，0):= 2：出0i=0を満たすものが存在すると仮定し

i=D 
て矛盾を出す． nを自然数とする．仮定より， det(Mn)。<'.l,j<'.m-=/0が成り立つので， 0＜ln <mをみたす整

数 l” で，

(9) 尻：＝全E,）J/3Jヂ0

が成り立つものが存在する． 1~ j ~ m, 0 ~ l ~ m に対して， Rn,l,j= a悶切ー a位とおく． A(/3，0),Bぃ

及び， Rn,l,］の定義から，
m 

O=a｛翌。A(/3，0)=Bin+LRn,ln,J/3J 
J=l 

が成り立つ． BinEK¥ {O}に対して積公式を用いると，次の不等式を得る

(10) 1 = IB叶。 XIIIB叫＝文Rn,ln,J/3jl X II IBい・
v-/-vo lj=l v-/-vo 

はじめに |Bznlvの上界の評価を行う．不等式 (8)とBl” の定義より，

1

0

 

,

v

 ――
 ．．

 
＞
 

ら

e
 

力ヽ

でこ

）

7
 

こ

（
・

式

っ

等

立

不
り

ll

成

う

0
、

が

行

B叫V :Se凡 (n)＋加（f3)+svlog(m+l) ， 

v:アルキメデス素点
である．次に区';=1Rn,ln,J均 の上界の評価を

v:非アルキメデス素点 vo 

m 

どRn,ln,j/3jI :c::; e―An+o(n) (n→oo), 
j=l 

VQ 

が成り立つ．（11)と上の不等式を (10)に用いると

1 :Se―Vn+o(n) (n→ OO）， 

が成り立つ．仮定より V>Oなので，上の不等式は十分大きな nENに対して矛盾を与える ロ

命題 3.1を (0i,w,j,s;:= <l?i,w,j,s; (a;/(3）） lSiSm,1:Sw:Sqに対して用いたい．命題 3.1の条件にある行列の族
1こj3d,1こ8¢迅

を，定理 2.7を(3,(z)=研 -a;として得られる多項式族 (Pn,z(z),Pn,l,i,w,j,s; (z))から構成する．

自然数 nと0::;l::; qrmに対して， a砂：＝ Pn,l((3), a;~!w,J,s; := Pn,l,i,w,j,sj ((3）とおき，

Mn:=（犀
，
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(

l

 

a
 

と定義する．ここで， Bれが可逆になることを示すことが難しいが，次の結果が成り立つ．

命題 3.2.nを自然数とする．このとき，％ EK¥{O}で次の条件を満たすものが存在する．

m 

detBn = Cn II叫
qr(u+l)+q%%＋（か）r2+q(こ 印1<32$dr31T32+Ef=1 (?）） 

n 

i=l 

II （心ーa;,)(2n+l)qr2.

1$紅＜i2$m



135

注意 3.3.命題 3.2で与えられる％は明示的に計算できる値である．

この後は， Pn,z(z),Pn,i,s,1(z)の定義から，（7),(8)に対応する評価を行い，可逆な行列族 (Bn)nENに対して，

命題 3.1を用いると，定理 1.8が得られる．

謝辞：最後になりますが，講演の機会をくださいました組織委員の中村隆先生（東京理科大学），赤塚広隆
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