
150

階乗の積が階乗と等しくなるペアについて
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概要

本稿は 2020年度 RIMS共同研究（公開型）「解析的整数論の展望と諸問題」

における筆者の講演に基づくものである．本研究では階乗の積に関する方程式

li! ・ ・ ・ lm-1! =伍！を代数体に一般化し，ある性質を満たす解の有限性を与えた．

1 Suranyi-Hickerson予想

本研究では階乗の禎が一つの階乗と等しくなるような組，つまり，方程式

Zi! ・ ・ ・ lm-1! = lm! (1.1) 

を禍たすような m 個の整数 1< li :::; ・ ・ ・ :::; lm-1く伍の組 (li,...,lm)を考え

る．この方程式 (1.1)の解に関する有名な予想として Suranyi-Hickerson予想と呼ば

れるものがあるこの予想について述べる前に簡単に方程式 (1.1)の解について考

えるまず， m-2個の任意の正の整数 a1,・ ・ ・, am-2に対して， A=a且．．．am-2!

とすると (li,• • •, lm-2, lm-1，伍） ＝ （a1,..., am-2, A -l, A)は方程式 (1.1)の解と

なることがわかるこのように最後の lm-1，伍の差が lm-1-lm = lを禍たす解

(li,..., lm-1, lm)を自明解と呼ぶ構成の方法から，自明解が無限個あることは直ち

にわかるが，その一方で非自明解については以下の予想が存在する．

Conjecture 1.2 (Suranyi-Hickerson予想）．方程式 (1.1) の非自明解は

(6, 7, 10), (3, 5, 7, 10), (2, 5, 14, 16), (2, 3, 3, 7, 9)のみである．

この予想は未だに示されていないが， Hickersonにより lm:::; 410までで現在見つ

かっている非自明解が (6,7, 10), (3, 5, 7, 10), (2, 5, 14, 16), (2, 3, 3, 7, 9)のみである
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ことが分かっている [Er75]. 一般の m についての研究は多くはないが， m = 3の

場合は近年も活発に研究されており，現在のところ， 2019年に Habsiegerによって

lmく103000までは非自明解が（6,7,10)のみであることが示されている [Ha19].

また Lucaにより Oester le-Masser予想 (ABC予想）の仮定のもとで lm-2,lm -

lm-1，似の間の評価式が与えられたその評価式を澁たす 3つ糾 (lm-2,lm-1, lm)は

有限個であるため，それにより非自明解の有限性が Oesterle-Masser予想のもとで示

されている [Lu07].

本研究では方程式 (1.1)を一般の代数体に一般化したときの解について考察したま

ず，代数体上に一般化した階乗関数 IIK(l)を定める．以下， K を代数体， OKをKの

整数環とする．このとき， IIK(l)を以下のように定める：

叫 (x)= II如＝ IIn紐 (n).

ma<x n<x 

ここで aK(n)はOKのイデアル aでそのイデアルノルムが ma=nとなるものの数

である．よく知られた事実ではあるが，このイデアル個数関数 aK(n)は以下の乗法的

性質を満たす： gcd(m,n)= 1のとき，

仰 (mn)＝ 吹(m)aK(n).

このように階乗閲数を定めて，方程式 (1.1)の一般化として考える方程式を以下のよう

に定める． m個の整数 1< h三・・・ :Slm-1く位に対して

ITK(li) ・ ・ ・ ITK(lm_i) = ITK(lm)- (1.3) 

方程式 (1.3)はK=Qのとき，方程式 (1.1)に一致する．また，方程式 (1.3)の解

(h,...,lm)が自明解であるとは， lm-1く引aく％となるイデアル aが存在しないこ

とと定める例えば K=Q(《言），m=3のとき， OK=z [1=+；詞］における素数の

分解について以下のことが分かる：

百ご［悶悶:1 話［起翌［巨已：イデアル 1圭五会［こ：［／［［：：：：：直1

これと先に指摘した aK(n)の乗法性から， aK(n)の値をすべて求めることがで

き，（1.3)の解として (4,9, 12), (12, 247,252), (16, 111, 117)が見つかる． ここで，

仰 (10)＝ aK(ll)＝紐(248)＝紐(249)＝紐(250)＝紐(251)= 0である

ことから (4,9, 12), (12,247, 252)は官明解であり， a瓜112)= 2であることから

(16, 111, 117)は非自明解となる．
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この設定の下，私は自明解の有限性を示した

Theorem 1.4 (T. [Ta19]）．任意の代数体 K-/-Qに対して，方程式 (1.3)の自明解は

有限個である．

冒頭で指摘したように Qのときは自明解の無限性が知られていたが， Theorem1.4 

はQ以外の代数体では Diophantine方程式（1.3)の自明解は有限個であることを主張

している．つまり， Qのときとそれ以外では逆の結果が表れたということになるこれ

はK-/-Qのとき，無限個の整数nでaK(n)> 1となることが理由である．

2 完全分解する素数の Bertrand型評価

この章では Theorem1.4の証明のために完全分解する素数の Bertrand型の結果を

証明する． Bertrandは1845年に任意の正の整数 nに対して， n< p::; 2nを満たす素

数pが存在するということを予想したこの予想は 1852年に Chebyshevによって完

全に証明され，その一般化は様々な形で行われている．その中でも代数体の整数環のイ

デアルに対する一般化として， HulseとMurtyによって，以下のような結果が証明さ

れた：

Theorem 2.1 (Hulse-Murty. 2017. [HM17]). K -/= Qを代数体とする．任意

の A > 1に対して，二つの正の定数 c(A)> Oとc(K)> 0が存在して，任意の

x > exp(c(A)c(K)）に対して， OKの素イデアル pでイデアルノルムの大きさが

叫 E[x,Ax]となるものが存在する．

簡単のため，上の Theorem2.1では明示的に書いてはいないが，正の定数 c(K)は

同じ論文 [HM17]内で明示的に与えられている．その定数 c(K)は代数体 KがQ上

Galois拡大であるかどうかなどで計算される．ここで， HulseとMurtyはTheorem

2.1の証明のために LagariasとOdlyzko[L077]によって示された Chebotarev密度

定理の誤差項に関する結果を用いているため，より詳しく Galois群の共役類に対応し

たBertrand型の評価を得ることが期待される．本研究では，完全分解する素数の分布

が重要であるため，［HM17]の証明に倣って，自明な共役類 {id}に対応する Bertrand

型評価を与えた．

ここで， LagariasとOdlyzkoの結果を説明するためにいくつか記号を定義する．ま

ず， L/KをGalois拡大とし， G= Gal(L/K)とする． Gの各共役類 Cに対して，対応
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する素イデアルの個数関数1rc(x)を以下のように定める：

加 (x)= #{P: OKの素イデアル IPはLで不分岐，［（p,L/K)]= C,¥Jlp::; x}. 

ここで [(p,L/K)］は pに対応する Frobenius写像の共役類である．このとき， Lagarias

とOdlyzkoは以下の結果を証明した：

Theorem 2.2 (Lagarias-Odlyzko. 1977. [L077]). L/ KをGalois拡大とし， G=

Gal(L/ K), [L: Q]＝四とする．また Lの判別式の絶対値を DLとする．このとき，

計算可能な正の定数C1,C2が存在して以下を満たす：任意の x> exp (10四 (logDL戸）

に対して，

叫 x)一闊Li(x)＋鳳(-l)"Li（豆）三 C1xexp(—C2ご）
ここで Li（砂）の項は Dedekindゼータ関数位(s)の例外零点 s=(3が存在する場合

のみ現れる．また， eは0または 1でL,K,Cに依存して決まる．

ここで，もし pがLで完全分解するならば Frobenius写像 (p,L/K)ば恒等写像で

あり， l[(p,L/ K)]I = 1となる．また， eの [L077]における定義から，完全分解するも

のを考える場合， E:=0ということも分かる．この LagariasとOdlyzkoの結果を用

いて，以下のような完全分解する素数についての Bertrand型の結果を与えた．以下，

応．c.(x)をpさxかつ K内で完全分解する素数の個数とする．

Lemma 2.3.代数体 K-/=Qに対して Kgalを拡大 K/QのGalois閉包とし，その拡

大次数を [Kgal:Q] = kとする．さらに DをKgalの判別式の絶対値とする．このと

き，任意の A>lに対して，計算可能定数 c(A)> 0で次を満たすようなものが存在す

る：任意の x> exp(c(A)k(logD)りに対して， x< p::; Axとなるような完全分解す

る素数pが存在

Proof．まず，素数 pが K で完全分解することと Galois閉包 Kgalで完全分解する

ことは同値であるため，一般性を失わずに K/Qが Galois拡大と仮定できる．まず，

Theorem 2.2と先の注意から以下の不等式を得る．

応．c.(Ax)一応．C.(x) 

> ¼ (Li(Ax) -Li(x)) -¼ (Li ((Ax)') -Li（砂））ー 2Ac1xexp(—C2い~)
この不等式の右辺が x> exp(c(A)k(log D)りで正であることを示せば良い．



154

ここで Stark[St74]によって K/Qが Galois拡大で例外零点 (3oが存在するとき，

以下を満たすことが知られている：ある正の定数 C3が存在して，

1 
1 c3 

4logD 
く (3o<l-

D万

また，固定した x> exp (10k(log D)りと A>1に対して Li((Ax)f3) -Li（砂）が (3

に関する単調増加関数であることから (3 1 , f3o = 1 -c3Dゴとして， gを(3oに置き換え

た式

;（Li(Ax)-Li(x)） -］ （Li(（Ax)Bo) -Li(xBo)） -2Amexp (-C2［口）＞〇

を示すこの不等式の Li(x)に部分積分を用いることでこの不等式は以下の形に書き

かえることができる：

Ax (Ax)!3°, {Ax dt 

logAx -(3ologAx + ［心）fJ。（logt)2

> lo:x -(3。］:ogx+Jx:。(logt t)2 +2AKe1xexp (—C2い）
そして JX dt 

，砂o(log t)2 もx> exp(lOk(log D)りの範囲で xに関する単調増加関数であ

るため，

門。｀~>”]。＼二゜＋ 2Akc,xexp(—C20)
と積分をなくしたものを得ることができれば十分である．さらに X> 10で立o-XfJ゚ ＞f3o log x 

0であることに注意して，両辺を砂o-XfJ゚ で割ることで以下の式に変わる：f3o log x 

Af3of3;：Ax:[f3o1-1 l□゚ggAxx> 1+ 2]。f3o-K:lf3[°庁 exp(—C2い¥)
これを十分大きな xで示すことが目標である． x= exp (c(A)k(log D)りとするとき，

右辺は

2(3oAk気c(A)(logD)2 D½-c20同
D森-C3-D森exp(-c3c(A)k(logD)2 D→) 

(2.4) 

となるまず，（2.4)の分子について考える． MinkowskiboundとStirlingの公式によ

り得られる評価

K < 2 
-log3 

logD (2.5) 
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を用いると，（2.4)の分子は

8Ac1 
(log 3)2 

c(A)(log D)4 n½-c2亨

以下となる．特に c(A)> 4c22とすると

8Ac1 c(A) (log 3)叫—c20団

により (2.4)の分子は上から抑えられる．続いて，（2.4)の分母について考えるまず，

Starkの結果より 1 1 
4logD 

< 1-c3D-tであり，判別式の絶対値の下限が 3<Dで

あることから，硲 <¾D¼ ということがわかる．ここで， C3c(A)k(logD)2 n-¼ ：：：：：厄 3

と仮定すると，（2.4)の分母は

D合— %-n¼ exp (-C3c(A)k(log D)2 n-¼) ：：：：：詞-硲>立m

となる．さらに評価 (2.5)より， Di：：：：： ¢iとなるたぬ

1 5¢ 2 
D柑-C3-D柑exp(-c3c(A)k(log D)2い） ＞ー＞一

12 3 

が従う また， 0 < X さ log3 に対して e―X さ 1-~x が成立するため，

叩 (A)K(logD)2D-iこlog3のときも

D点-C3-D点exp(-c3c(A)k(log D)2戸） ＞ 2 叩 (A)k(logD)2 -c3 
-3log3 

4 
：：：：： （!c(A) log 3 -1) c3 

が成立する．よって， c(A)>は□贔と仮定すると

Di -C3 -Di exp (-c祁(A)k(IogD)切— i) ＞ -
2 

3 

が常に成立することがわかる．また，左辺は k2". 2, D 2". 3に対して，

A 
/30-(2x)f3°-1 logx _ 2Ac(A)(log3)2 

＞ 
/30-xf3°-1 IogAx -logA+2c(A)(log3)2 

が成立するため，最終的に

2Ac(A)(log3)2 

log A+ 2c(A)(log 3)2 
> 12Ac1c(A)(log3)23½-c2~万 (2.6)

が十分大きな c(A)で成立することを示すことになるが，左辺は Aに収束し，右辺は 0

に収束することから， Kに依らない十分大きな c(A)に対して，（2.6)が成立する．つま

り，応．c.(Ax)-1fs.c.(x) > 0となることが分かる． 口
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3 主定理の証明

この章では本稿の主定理の証明をする．その前に， m個の組 (li,...,lm)が自明解で

あることの必要十分条件を与える．

Lemma 3.1.以下の 2つの主張は同値である．

1. m個の組 (li,...,lm)が自明解である．

2. lm = ITP prpとしたとき，

叫 (h)...lJ砂 m-2)＝ l盆K(lm)= (rrprP)□ (PTP) 
p 

が成立．

Proof．まず，（li,...,lm)が自明解であると仮定する．このとき， IIK(li)・・・II瓜lm-1)= 

IIK(lm)は両辺を IIK(lm-1)で割ることで

IIK(li) ・ ・ ・ IIK(lm-2) = II 叫

lm-1＜'Jta:Slm 

と変形できる．ここで自明解であることから，

m
 

ーVI 
a
 

II⑳
 

ーm
 

ー

叫＝ [~K(lm)

がわかるため， 2の主張を得る． 2つ日の等号はイデアル個数関数の乗法性から

仰 (lm)= TIP吹 (p%)が得られることから従う．

逆に IIK(li)・・・II叫 m-2) = l盆K(lm)であるとき， lm-1 = max{sna I a : 

切＜のイデアル｝n[lm-2,lm)とする．このとき，

叫 (lm)= l~K(lrn)rr叫m-1)

= IIK(li) ・ ・ ・ IIK(lm-1) 

が成り立っため， m個の組 (li,...,lm)は解である．さらに lm-1の定義から SJ1aE 

Um-1,lm)となるようなイデアル aは存在しないため，（li,...,lm)は自明解である．

以上で同値性が証明された ロ

この補題を用いて，主定理の証明を行う．
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Theorem 1.4の証明代数体 K-/-Qに対して拡大次数を n=[K:Q]とする．また

Kgalを拡大 K/QのGalois閉包とし，その拡大次数を k= [Kgal: Q]とする．さらに

DをKgalの判別式の絶対値とする．まず， P1= min｛沢aI a: OKのイデアル｝nz>1

とする．つまり， 2番目に小さなイデアルのノルムである． Lemma2.3より，ある定数

c(p1)が存在して，任意の x~ exp(c(p1)k(logD)りに対して X< p :S P1Xなる完全

分解する素数pが存在することがわかる．いま， qをK において完全分解する素数で

q ~ exp(c(p1)k(logD)りとか戸(q)>n(m-2)を満たすものとする．

ここで， q:S lm-2く p1qに対して m個の整数の組 (li,...,lm)が自明解ならば，

Lemma 3.1から

Ih(h) ・・・II叫 m-2)＝（炉田）ITp吹 (p'") (3.2) 

が成り立つ．ただし， qの選び方から Tp2 0であり乃 21である．このとき， Tq2 1か

つ完全分解する素数pに対して aK(P%)2nであるため，（3.2)の右辺は qn.,,.s.c.(q) で

割れる． IIK(l)にqの要素が qの次に現れるのは P1qであるため， q:=; lm-2 < P1qと

いう仮定から IIK（し） （1さi:=;m-2)は最大で qnでしか割れないつまり，（3.2)の左

辺IIK(li)・ ・ ・ IIK(lm-2)は最大で qn(m-2)でしか割れない． qはn(m-2) < n1rs.c.(q) 

を満たすものとして取っているため，これは矛盾よって， qさlm-2く p1qに対して

m個の整数の組 (h,...，lm)は自明解になり得ない．

その一方， Lemma2.3から完全分解するより大きな素数 q1でq< q1 :=; p1qを満た

すものが存在するここで q12 exp(cp1 k(log D)りかつ n1rs.c(q1) > n(m -2)である

ため，先と同じ議論ができ， q1さlm-2< P1q1に対して m個の整数の組 (Zi,...,lm)

は自明解でなく，完全分解する素数ゅで q1く qz::; Pl q1を満たすものが存在する．

以下，帰納法を用いることで q:=; lm-2に対して m個の整数の組 (li,...,lm)は自

明解でないことがわかり，自明解の有限性が得られる． ロ

4 自明解の上限

Theorem 1.4の証明を見ると現れる定数はすべて計算可能であることがわかるそ

こで，この章では具体的に解の存在しない範囲を求めるまず， LagariasとOdlyzko

によって与えられた Chebotarev密度定理の誤差項に関する結果 (Theorem2.2)にお

ける正の定数 C1とC2を計算する必要がある．この定数について考えた論文として，

Wincklerの結果が挙げられる [Wi13].Theorem 2.2と同じ記法の下， Wincklerは以
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下の結果を証明した

Theorem 4.1 (Winckler. 2013. [Wi13]）．任意の x> exp (8叫 logDりりに対

して，

叫x) —胃Li(x) ＋信(-1YLi（砂）<'. 7.84 X 1014x exp（玉晨）
が成立する．

この結果を方程式 (1.3)の有限性の証明に適応すると，解の存在しない範囲として，

C = max{2.46 x 107, ~二｝としたとき， lm-2 > exp(Ck(logD)りを得る．ただし，

C3はLemma2.3の証明において使用した Starkによって与えられた定数である．こ

れにより，具体的な計算が行われたが Theorem1.4の証明は LagariasとOdlyzkoの

Theorem 2.2のK = Q,C = {id}のときのみを考えることで達成されていたため，

C = {id}として再計算を行い，以下のような LagariasとOdlyzko,Wincklerの結果

の特殊版を証明した

Lemma 4.2. K/QをGalois拡大とし，拡大次数を [K:Q] =n, DをK の判別式

の絶対値とする．このとき，任意の x> exp (400n(log D)りに対して，

応 c(x)-［Li(x)＋}Li（豆） ＜ 9xexp(—羞げ）
が成立する．ここで， Li（豆）はくK(s)の 1-(4logD)-1 </3 ＜ 1なる例外零点 gが

存在するときのみ現れる．

この評価を Theorem1.4の証明に適応すると，解の存在しない範囲として，以下を

得る：

Theorem 4.3 (cf. T. [Ta20]). K # Q を有理数体でない代数体とし， Kgalを

K/Qの Galois閲包とするまた， Kgal/Qの拡大次数を [Kgal: Q] = k, Kgalの

判別式の絶対値を D とする． このとき， C= max{2.31 x 105, 4ご訂贔｝とすると，

lm-2 > exp(Ck(log D)りにおいて，方程式 (1.3)は解を持たない．

定数 C3についてであるが， C3= iで十分であることが推測されているため [BG62,

St74]，上の Theorem4.3もC= 2.31 x 1炉であることが期待できる． Lemma4.2の

証明は LagariasとOdlyzko[L077]における証明の定数部分を丁寧に計算することで

達成されるため，紙面の都合上省略する．



159

Lemma 4.2を用いて， Theorem4.3の証明を行うまず，例外零点 9が存在する場

合を考察する． Theorem1.4の証明における Plの最小値は 2であるため， A=2で

証明すれば十分である．以下では不等式 (2.6)について考える． Lemma2.3の証明に

注意すると右辺の 2AはA+lと憤き換えることができることがわかるため，置き換

えたものを扱うすると示すべきことはある正の定数c(2)> max{ 400, 3364，式門尉｝

が存在し，任意の C> c(2)に対して

4c(log3)2 1 五

log 2 + 2c(log 3)2 
> 1 + 162c(log 3)23ラ― 29 (4.4) 

ということである．計算を行うと c(2)= max:{2.31 x 10尺五賛忌｝とすれば十分であ

ることがわかる．一方，例外零寺‘/3が存在しない場合は，不等式

2logx 

log2x 
> 1 + 27c炉(logD)2D-可

咋

を考えることになるが，不等式 (4.4)がこの不等式を与えるため， c(2)= max{2.31 x 

10尺責｝となる．よって， Lemma2.3の定数を明示的にした以下の補題が従う．

Lemma 4.5.代数体 K に対して Kgalを拡大 K/Qの Galois閉包とし，その拡大

次数を [Kgal:Q] = kとする．さらに DをKgalの判別式の絶対値とする．このと

き， C= max:{2.31 x 105,忍醤悶｝とすると，任意の x> exp(Ck(log D)りに対して

X < p'.S 2xとなるような Kで完全分解する素数pが存在する．

これにより， Theorem4.3が従う．
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