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空間・運動量切断が加わったが modelの

基底状態エネルギーの 1次の摂動展開について
-Araiの漸近的摂動論の応用ー

Toshimitsu Takaesu 
Faculty of Science and Technolo忠： GunmaUniversity 

［概要］空間 d次元の炉 modelの基底状態エネルギーについて考察する。

空間切断および運動量切断を導入すると、系の全ハミルトニアンはボソ

ンフォック空間上の自己共役作用素となる。主定理において、 massiveお

よび masslessの場合でも、縮退していない基底状態エネルギーは運動量

正則条件の下で 1次の摂動展開可能であるとことを示す。

1 導入および主結果

本稿では空間切断および運動量切断が加わった炉 modelの基底状態エネルギーの

摂動展開に関する結果 ([16]）について概説する。空間次元はd次元とする。系のヒル

ベルト空間はだ（民り上のボソンフォック空間箕＝E9';=0(®~が（股り）で与えられる。
系の全ハミルトニアンは

H(IC) = Ho+ IC ldx1(x)</)(x)4dx, 
股d

IC> 0, (1) 

とする。ここで、無摂動ハミルトニアンは (1)(k)＝《炉工盃2,m2:0,の第二量子化作

用素 H゚ ＝叩((1)）で定義される。場の作用素は ¢(x)＝占（a（凡，x（K)）＋が（凡，x（K)））

で与えられている。ただし、 a(f)は消滅作用素、 at(g)は生成作用素で、仇，x(k)= 
叫 k)e―ik・X、Pt,(k)=か（K) と定めている。 Xは作用素Xの閉包とする。が modelは

心
構成論的場の量子論の初期（［7］）から研究されてきた系である。 [16]の主結果はH(IC)

の縮退していない基底状態エネルギーが 1次の摂動展開可能ということである。必要

な条件などは後述するが、が modelの作用素論としての特徴の一つに摂動が特異であ

る、すなわち摂動が無摂動作用素に対して相対有界でないということがあげられる。

また場の質量に閑して， masslessな場合にはHoの基底状態エネルギーは埋蔵固有値

となっている。これらの理由により Katoの解析的摂動論 ([14]）を直接応用すること

はできない。 [16]の基本的な方針は、 Araiの漸近的摂動論 ([2])を応用することであ

る。 Araiの方法は Brillouin-Wignerperturbation methodsに韮づく新たな摂動論の手

法で、 masslessなボーズ場が相互作用する系である一般化された spin-bosonmodelへ
応用されている。補足であるが、 Araiの方法はヒルベルト空間上の線形作用素論の

一般論に関する研究としても重要な研究結果であり、場の量子論および量子力学のさ
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まざまな系へ応用されていくなかで今後発展していくと予想している。 相互作用す

る場の呈子論の基底状態の摂動展開に関する先行研究としては、 Pauli-Fierz models 

([6, 8, 9, 10, 11]), spin-boson model ([5, 12])などで考察されているが、いずれも考察

する系に大きく依存する手法である。 1990年代後半以降から現在に至るまでの場の

量子論の系の埋蔵固有値の摂動問題に閑する研究の進展については、 [4,13]で大変優

れた解説がなされており、この研究分野に興味ある方にはぜひ参照して頂きたい。

主結果のために必要な条件としては、まず以下の条件が成り立つとする。

1IIL2 < 00, I= 1,2. (H.l;Ultra-violet cutoff) IIXbllL2 < 00,||~II 
oo 

(H.2;Spatial cutoff) llx1IIL1 < oo. 

(H.3) There exists IC* > 0 such that for all O < IC < IC*, H (IC) has a ground state 

with dim ker (H(IC) -Eo(IC)) = 1. 

ここで QkをH(K)の規格化された基底状態とする：

H(l()QIC =Eo(l()Q応 11n)C11 = 1. 

さらに以下の条件を仮定する。

(H.4)||晶||L2< oo. 

この条件は以下で述べる bosonnumber boundを示すために必要な条件で、 d::;3で

masslessな場合には赤外正則条件となる。

以下で主定理を述べる。

Theorem ([16]; Theorem 2.1) 

Suppose (H.1) -(H.4). Then 

Eo(IC) = IC(Q。,HIQ。)＋o(IC), IC→0. 

主定理の証明の基本的な方針は前述の Araiの一般論を応用することである。そのた

めに、まず基底状態エネルギーの上限に関する不等式を示し、その後、ハミルトニア

ンの Hー有界性というノルム不等式を樽出する。そして、消滅作用素の作用素値核を

導入し pull-throughformulaと呼ばれる公式を導出した後に、甚底状態の存在および

一意性を示す際に用いられる bosonnumber boundと呼ばれるノルム不等式が成り立

つことを示す。
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