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概要

超対称フェルミオン模型である Nicolai模型のスペクトル解析に

ついての研究成果を報告する．講究録では，背景・目的などに力点を

置き解説する．講演後にいただいた質問についても答える．

1 導入

超対称格子フェルミオン模型であるニコライ模型 [1]の研究成果を報告

する

最初に，歴史・背景について述べたい超対称性 (Supersymmetry)は本

義的には場の理論の概念であり，ボゾン（光子）・フェルミオン（物質）の間

の対称性を意昧する [2]．超対称は素粒子論のみならず，物理・数学に幅広

く浸透している [3]．中でも超対称量子力学 (SUSYQuantum Mechanics) 

は数理物理の一分野として，研究が積み重ねてきた [4]．超対称量子力学の

代表的な模型はWitten模型で，位相幾何との関連が深い [5].Witten模型

と指数定理については，［6]にある江口徹氏の概説があるまた，関数解析

的な立場からの超対称理論の諸結果については [7]の中で述べられている．
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素朴に，統計力学では，超対称性はどうであろうか？実は「超対性代数

を統計力学模型でいかに実現するか？」という問いは古い． 4次元の相互作

用を持つ超対称型である Wess-Zumino模型の導入の数年後に， Nicolaiは

この問題に取り組み，本研究のテーマであるニコライ模型が導入された．

([1]でNicolaiは， Wessからの影響を記している）ニコライ模型はWitten

模型を先行しており，“超対称量子力学の元祖”といえよう [4].

長らく，ニコライ模型以外の超対称性格子フェルミオン模型は知られて

いなかったが， 2003年に Fendley-Schoutens-deBoerが新たな模型を与え

た [8]．これをフェンドリー模型と呼ぶフェンドリー模型はアムステル

ダム大学のグループが中心となり研究が進展しており，その発屎がニコラ

イ模型の再考察を促したといえる．

[9]ではニコライ模型の力学系に着目し，基底状態の多縮退（系に対して

縮退数の指数的な増加）や非エルゴード性を明らかにした．フェンドリー

模型において基底状態の高縮退（熱力学第三法則の破れ）があることが知

られる [10]．フェンドリー模型とニコライ模型は「高縮退する基底状態」

という共通する性質を持つことが分かったまたこれらの具体的模型を含

む，超対称格子フェルミオン系の一般的な数理構造が研究された [11]．無

限次元 C＊環系においては，超対称が破れた場合も厳密に扱うことができ，

超対称を持つ時間発展群の性質について議論することが出来る．

ニコライ模型は，現実の物性とは関連がなく，人為的な模型であるま

た，本研究とは直接の関連はないが，自然界に超対称が存在することに懐

疑的な見解があることも付記しておきたい [12].

2 ニコライ模型の基底状態

2.1 超対称代数

N=2超対称代数を復習しよう．ニコライ模型，フェンドリー模型はこ

の超対称代数を満たす模型である．
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偶奇ヒルベルト空間洸ク＝洸］〶洸ク＿．また F をフェルミオン数作用素

とする (-1げは固有値＋1を£+,固有値ー1を洸ごでとる．

conjugate作用素のペア Q,Q* on洸ク s.t.

{(-1)八Q}={(-1)八Q*}= 0, 

Q2 = 0 

を超対称作用素という．超対称型ハミルトニアンは

H:={Q,Q*｝三 QQ*+ Q*Q. 

で与える必然的に Q,Q*は対称性になる：

[H, Q] = [H, Q*] = 0. 

国，ai}= 8i,j 1, 

{at, a;}= {ai, aj} = 0, i,j E Z. 

また，フェルミオン数作用素を

鷹：＝外ak, F:＝Lnk 
kEZ 
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2.2 格子フェルミオン系

フェルミオン粒子（スピン無し）を考察する． aic,ak (k E Z)：生成・消

滅フェルミオン演算子で

(5) 

(6) 

で与える
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2.3 ニコライ模型の具体的な形

フェルミオン 3体の積（中心が偶数）から

QNic:＝こ虹知：＝ ％＋1a；氾2j-1

i€Z 

を与える．これは nilpotent性（重要）

Q品：＝ 0 

を満たし，超対称的なハミルトニアンを与える

HNic := {QNic, Q贔｝．

単純計算から

HNic =ど｛a；ia2i-1知＋2aい＋ a;i-1a研 2i+3a;i+2

iEZ 

＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ 
+a研 2氾2H1a;i+1+ a;i-l a2i-1a2ia;i - a;i-l a2i-l知＋1a;i+1}. 

2.4 ニコライ模型の古典基底状態

超対称基底状態の定義は以下のようである：

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Definition 1. 11P〉は超対称基底状態←⇒ゼロエネルギー固有ベクトル：

Hltp〉=0 (11) 

⇔超対称作用素の conjugatepair両方で消される：

Ql<p〉=o= Q*l<p〉． (12) 

以下，古典状態に限定し，超対称基底状態を探そう．
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Definition 2. {O, 1}値数列 g(n)(n E Z)に対し，古典状態僭討犬態）

l{g(n)}〉：＝・・・Rlg(i -1)〉i-1R lg(i)〉iR lg(i + 1)〉t+1R・・・

を与える．

Definition 3. {2i -1, 2i, 2i + 1} (i E Z)上にある沙個の数列のうち，

"O, 1, O" = o●oと “1,0, l" = eo●を禁止 tripletと呼ぶ．

Definition 4.数列 g(n)(n E Z)が禁止 tripletを一つも含まないとき，

基底的な配列という．

［例］：三体系での基底状態

偶数点 2jE Zをとり，三体系 {2j-1,2j,2j+ 1}を考える． 8(=2り個

の配列は：

configs. 2j-1 2j 2j + 1 

ground-st. 
゜ ゜ ゜

ground-st. 
゜ ゜

． 
forbidden 

゜
． ゚

ground-st. ． ゚
゜

ground-st. 。 ． ． 
forbidden ． ゚ ． 
ground-st. ． ． ゚
ground-st. ． ． ． 

8個のうち 6個がゼロエネルギー（基底）状態である．実際，禁止列の状態

0●oと●〇●のみがq勾=a2j+1aら％—1. or qがで消されず

qが 0●0= +1 • o•, q2j • o• = -lo●o. 
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エネルギーの値は＞ 0であるそれ以外の 6つの配列は超対称作用素で

消され

O=qが000= Q2j 000 = Qが00● =Q2j 00●, •.. 

ゼロエネルギー（基底）状態になる．

三体系での事実は以下のように一般化される．

Theorem 1.古典状態 l{g(n)｝〉が基底状態になる．

⇔ g(n) (n E Z)は基底的な配列．

この Theoremから「基底的な配列」という用語が正当化される．

さらに，以下のような特徴づけが可能である：

Theorem 2. HNicの古典基底状態はハミルトニアンの古典部分：

Hclassical = I:iEZ 極— n2i-l匹—匹西i+1 ＋四i-西 i+1

の基底状態と一致．

2.5 基底状態の縮退と自発的対称性の破れ

基底状態の縮退を自発的対称性の破れと関連付けたい．ニコライ模型

は隠れたフェルミオン対称性を持つが，まずその意味を確認しよう．

Definition 5.フェルミオン作用素 Bが不変量

[HNic, B] = 0 

のとき，フェルミオン的対称性を生成する (superderivation)．特に nilpotent

B2 = 0 (13) 

のとき隠れ超対称性を生成する．
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Bの例として QNicがある．他にたくさんあることを示そう

Definition 6. f(n)を有限区間 A上の土L値関数とする． f(n)が禁止

triplet 

f(2i -1) = -1, f(2i) = + 1, f(2i + 1) = -1, (14) 

f(2i -1) = +1, f(2i) = -1, f(2i + 1) = +1 (15) 

を一つも含まず，さらに端点で

f(2k) = f(2k + 1) and f(2l -1) = f(2l). (16) 

A上の不変量を表す有限列という．

Definition 7.写像

(i(-1) := ai,<i(+l):=a;_ (17) 

で与えるまた， Aを奇数個の点を持つ有限区間とする． Aを台に持つ士1-

値配列 f(n)からフェルミオン作用素積を

叩）：＝ITciU(i)). (18) 
iEA 

これは局所フェルミオン対称性を与える：

Theorem 3.土1-値配列 f(n)はA上の不変量を表す有限列とする．

[HNic, 12(!)] = 0 

すなわちフェルミオン作用素9(f)は，隠れフェルミオン対称性を与える．

Theorem 4 ([13]）．任意の古典基底状態は，隠れフェルミオン対称性（超

対称性）の破れに対応し，縮退する古典基底状態逹 {l{g(n)｝〉｝は，互いに

隠れフェルミオン対称性の作用で移り合う (transitivity).
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Theoremの意昧は：

任意の古典基底状態の組 l{ga(n)｝〉と |{gb(n)｝〉（必然的に 9a(n),9b(n) 

ともに基底的な配列．）に対し，必ず不変量を表す有限列 fi(n),h(n), ・ ・ ・, 

fl(n)が存在して

l{gb(n)｝〉＝ gば）・・・辺(f2)欲fi)l{ga(n)｝〉

ということであるこれは通常の自発的対称性の描像と同じである．

3 質疑応答

いただいた質問について．

Ql.指数定理はニコライ模型で考察できるのか

A.はい．［14]で得られています．ただし Witten指数は自明に消えてし

まうので，変形します．

Q2.高次元の格子にニコライ模型は拡張できるか？

A.ニコライ模型またフェンドリー模型とも zdに導入できます．どの

edgeを取るかによって変わるので，拡張は一意ではないです．一般のグラ

フで， 1点を囲む edgesが奇数個の場合は，自然な拡張では得られません．

Q3. 「固有値はすべて 0以上の整数」は，任意の有限系で正しいか？

A. 8体系， 10体系では自然数に加え，非整数の固有値が出ます．

Q4.ニコライ模型以外に超対称格子模型が可能か？超対称を与える一

般的な条件はあるのか

A. nilpotent条件を局所スーパーチャージポテンシャルの言葉に翻訳し

たpropositionが[11]にあります．
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Q5.超対称を破る模型はあるか？

A.ニコライ模型に自明な超対称作用を加えた「拡張ニコライ模型」は

超対称を破ります [15],[16]．なおフェンドリー模型は超対称を破らない

模型ですが，超対称を破る変形は知られていません．

Q6. C＊環で超対称性を扱う意義は何か．

A.C＊環では超対称微分 (supederivation)が基本です． supederivationの

定式は，有限系でも有効であることが（暗示的ですが）示されています [13].

また，本研究とは関連はありませんが，ボゾンを含む普通の超対称性の

C＊環での研究は， BuchholzがResolventC＊環という非 simple（日常の意

味と代数的な意味両方で単純ではない・・・） C＊環を導入しています．自由

場模型からして難解です．

Q7.基底状態高縮退は，超対称格子模型の一般的な性質か．

A.具体的な模型は多くありませんが，ニコライ模型の変形や拡張，フェ

ンドリー模型ではそうなりますし，一般化できそうです．また直接関係は

ありませんが，高縮退を持つ超対称量子力学模型が [17]で論じられてい

ます．
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